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Résultat. 

Après  examen  des  Mémoires  adressés  à  la  Rédaction 
pour  le  deuxième  Concours  de  189^,  le  prix  a  élé  dé- 
cerné à  INJ.  E.  Dl'porcq.  Son  INIésnoire  paraîtra  dans 
l'un  de  nos  procliains  numéros. 
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Renseignements  bibliographiques  complémentaires. 

A  la  liste  des  iiavaux  ;'i  consultei-,  [)ubliée  dans  le  nu- 
méro de  novembre  i8()7,  il  y  a  lieu  d'ajoutei-  <eux  qui 
suivent  : 

I*.  DuilKM.  —  Di"  l'inlliuMire  f|ii'iin  cliarj^ciniMil  liquide 
exerce  sur  Ja  stabilité  d  un  navire  (  Uulletiii  de  l'Associuliuii 
tecliitujue  maritime,  11"  7  ;  session  de  i8gf>).  —  Conditions  né- 
cessaires et  suffisantes  pour  la  stabilité  (h-  réquilil)re  d'un  corps 
n(ttlaul(/*rorcs-vr/-(jaa.r(/('ss('a/ices(/c  /(tSi)ci('lc  des  Sciences 
/>/iysi'/i/i's  i-l  iKtlunll  en  ,{<'  linrdcdii.r  \. 


[C2k]  [H2a] 

DKMa\STIIATI«.\  D'l\  THÉORÈME  UELATIF  A  L'IXTÉGRATIOX 

D'EXPRESSIONS  DIFIÉREMIELLES  ALGÉBRIQIES 

ET    D'ÉQLATIOXS    DIFFÉREXTIEI.LES   ALGÉBRiOlES, 

SOIS  FORME  FI.ME  ; 

Far    m.    JiLius  PETERSEN,  de  Copenhague. 


Extrait  des  GÔttinger  Naclirichten,  1878,  n°  3. 


Traduit  de  rallemand  par  M.  L.  LVUGEL. 


Rclalivenicnt  à  rinlégralioii  d'une  expression  didé- 
jeiilielle  algébrique  se  présente  la  question  suivante  : 

Quelle  forme  une  telle  expression  doit-elle  avoir, 
pour  (juil  soit  possible  de  représenter  son  intégrale  au 
moyen  de  fonctions  algéhrùjues  et  logarithmiques, 
sous  forme  finie? 

Celte  question,  résolue  par  Abel  dans  des  cas  parti- 
culiers, est,  elle-tnènie.  un  cas  particulier  d'une  question 
plus  générale. 

Kn  premier  lieu,  aulieu  de  la  fonction logaritlimique, 
on  peut  se  donner  un  nombre  lini,  d'ailleurs  aussi  grand 
qtu;  l'on  voudra,  de  f'ouclions  transcendantes,  qui,  liées 
entre  elles  et  à  des  fonctions  algébritpies,  devront  être 
employées  à  la  représentation  de  l'intégrale. 

Dans  cette  hypothèse  générale,  on  peut  également 
parler  d'une  représentation  sous  forme  liuie,  poiir\  u  que 
chacune;  des  fondions  n'entre  ipi'un  noad)rc  lin  i  de  lois 


(  7  ) 
dans  Texpression  Je  l'iulcgral*.'.  Ilclalivcincjil  aux  fonc- 
tions iranscendantes,  nous  nous  en  liendrons  à  I  liy[)0- 
tlièse  qu'elles  sont  définies  par  des  équations  diiléren- 
lielles  algébriques  du  premier  oidre  pour  lesquelles  il 
exislc  un  nnilti[)licateni'  algébrique. 

En  second  lien,  au  lieu  d(î  la  fonction  intégrale  pré- 
citée, l'on  peut  supposer  qu'on  demande  l'intégrale  gé- 
nérale d'une  équation  dinérentielle  du  premier  ordre,  ce 
qui  conduit  à  la  question  suivante  :  Les  variables  x,  y 
sont  liées  entre  elles  par  une  équation  différentielle 
algébrique  du  premier  ordre;  sous  quelle  condition 
est-il  alors  possible  de  donner  à  V intégrale  gé- 
nérale de  cette  équation  différentielle  la  forme 
u=  f[x,j  ,  c)=  o,  oii  c  désigne  la  constante  (V inté- 
gration, tandis  que  a  peut  être  représente  sous  forme 
finie,  au  moyen  de  fonctions  algébriques  et  d'un 
nombre  fini  de  fonctions  transcendantes  données  du 
type  précité. 

(^ette  c[uestion,  étendue  au  cas  d'un  nombre  quel- 
conque de  variables  indépendantes,  trouve  sa  réponse 
dans  le  théorème  que  nous  allojis  démontrer. 

1.  Une  fonction  algébrique  d'un  ou  de  plusieurs  ar- 
guments sera  définie  comme  racine  d'une  équation  algé- 
brique dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  lation- 
nelles  entières  des  arguments. 

Les  dérivées  d'une  fonction  algébrique  sont  encore  des 
fonctions  algébriques  des  arguments. 

JNous  nommerons  fonctions  hjperalgébriipies  des 
fonctions  telles  ([ue  leurs  dérivées  soient  des  fonctions 
algébriques  des  arguments.  Telles  sont,  par  exemple, 
log.r,  arcsin:r,  les  intégrales  elliptiques,  etc.  Les  fonc- 
tions algébriques  sont  donc  comprises,  comme  cas  par- 
ticulier, parmi  les  f(ni(ti(jn,s  livperalgébiicpies. 


(  H  ) 

2.  Toulc  ôcjualion  (liirérenlielle  du  preiniei-  ordre  n 
une  variable  dépendante  (o  el  à  ii  variables  iiidépen- 
daiites  i^,.  »'o,  .  .  .,  Vn  peut  être  rniueiiée  à  la  forme 

(  I  )  r/to  -(-  N 1  cA'i  4-  No  d\'t  i- .  .  .       N;;  dva  ~  o, 

où  N) ,  No,  .  •  - .  N„  désignent  des  fonelions  al^éhrlques 
des  grandeurs  t^,,  i^o»  •••j  ^//  <^'t  ^'^  ^1"'  salisloiil  aux 
conditions  d'intégrabilité  connues. 

L'équation  (i)  détermine,  en  général,  «o  comine  fonc- 
tion transcendante  des  n  argumenis  v^,,  v^o,  .  .  . ,  v^. 

Si  les  grandeurs  N  dépendent  explicitement  seule- 
ment ties  grandeurs  f,  mais  non  de  to,  alors  (o  est  une 
l'onction  livperalgébrique  des  grandeurs  v . 

Nous  désignerons  par  ci  un  multiplicateur  dn  premici- 
membre  de  l'équation  (i),  et  par  U  la  fonction  de  t',, 
t^o,  .  .  . ,  i',,,  (0  qui  satisfait  aux  équations 

(a)      -—  =  ç,  — -=ç,N,,  ...,  — -  =  ors„. 

Tandis  (pi'une  partie  des  rechercbes  suivantes  sont 
valables  d'une  manière  générale,  dans  les  n'"*  7  et  sui- 
vants, nous  ferons  l'iiypotbèse  particulière  (jue,  parmi 
les  niulli[)licateurs  en  nombre  iiilini,il  en  existe  u/i  (pii 
soit  une  fonction  algébrique  des  grandeurs  C|,  i'j,  .  .  ., 
v„  et  (0. 

3.  Si  les  variables  e,,  »'o,  ...,  v,,,  dont  déjiend  la 
fonction  transcendante  (o  considérée  dans  le  n"  i2,  sont 
des  /(Mictions  algébri(ju('s  d'autres  variables  h',  ,  vVo,  ..., 
<V/«,  que  l'(;n  doit  regarder  connue  variables  irrdépen- 
dantes  au  lii'U  des  grandeurs  e,  la  transcendante  w  dc- 
\icnl  um^  lonction  des  gr-andeurs  w. 

Une!  cxpi'ession  (|ui  renferme  seulement  des  fonelions 
algébri(jues  d'irnc  ou  plusieurs  giaudeius  '<)  el   de  leurs 


(9  ) 
argiiincnls  u'  sera  dile   utu;  fonclioii    Iraiisccmlanle  des 
graiideiu'à  w  du  premier  écliclon. 

Une  lonclioii  tiansceiidanle  du  pieinici'cthcloii,  dont 
les  argunienls  sv  sont  eux-mêmes  des  fonclioiis  trans- 
eendantesdu  premier  échelon  par  rapj>orl  à  d  autres  va- 
riables (f|ui  doivent  être  regardées  eonimc  variables  in- 
dépendantes, au  lieu  des  grandeurs  vv),  sera  dile  une 
(onction  transcendante  du  second  écliclon  par  rapport 
à  ces  nouveaux  arguments. 

On  peut,  de  cette  façon,  délinir  des  fonctions  trans- 
cendantes d'un  échelon  aussi  élevé  que  l'on  veut. 

Lorsque  l'on  considère  une  tell(5  fonctioi;,  on  peut 
désormais  sup[)oser  :  i"  (pi'aucune  des  transcendantes 
en  question  ne  soit  réduclibhi  à  un  échelon  nuâns  élevé, 
c'est-à-dire  (pi'aucunede  ces  transcendantes  ne  soit  une 
fonction  algébrique  de  transcendantes  du  même  tvpequi 
soient  toutes  d'échelon  moins  élevé  que  cette  transcen- 
dante même;  et  ->"  que  le  nombre  des  transcendantes 
de  l'échelon  le  plus  élevé  soit  aussi  petit  (|ue  possible, 
c'est-à-dire  (ju'entre  ces  dernières  et  les  transcendâmes 
d'échelon  moins  élevé  aucune  équation  algébrique  ne 
puisse  avoir  lieu.  Eu  e.Kiil^  si  les  hypothèses  définies  (i" 
et  2°)  n'étaient  pas  vérifiées,  l'expression  considérée  se- 
rait réductible  à  une  autre  plus  simple,  pour  laquelle 
ces  hypothèses  s(;raient  alors  vérifiées. 

De  ce  ([ui  [u'écède,  il  s'ensuit  (jue  toute  écjuation  algé- 
bri(jue,  entre  les  transceudauU's  précitées  d  échelon  le 
plus  élevé  et  d'antres  transcendantes  d'échelon  moins 
ele\é,  doit  être  identicpiement  vérifié(;  [lai-  rapport  aux 
prennères.  Eu  elFel,  si  tel  n'était  pas  le  cas,  uju>  telle 
équation  pourrait  servir  à  éliminer  de  l'expression  Tune 
des  irausecndantes  et,  pai-  suite,  à  sinq)lifier  cette  ex- 
iM'ession. 


(    io   ) 
i.   Soit 

(  3  )  r//  =  P 1  f/.r  j  +  P.  dx-î  4- .  .  .  +  P/.  dx,, 

une  é(juatioa  difif'érenlielle  algébrique  donnée  du  pre- 
mier ordre.  Les  grandeurs  P  sont,  par  conséquent,  des 
fonctions  algébriques  de  Xi ,  a."2,  •  •  • ,  Xk  et  y  qui  satis- 
font aux  conditions  d'intégrabilité.  Nous  supposerons 
(pj'il  est  possible  de  mettre  l'intégrale  générale  de  cette 
équation  différentielle  sous  la  forme 

u  =^  f{xi,  X.2,  .  . . ,  x/^-,  y,  0)1,  10,1   .  .  . ,  w^)  =  const., 

oùyest  une  fonction  algébrique  de  ses  arguments  et  où 
les  grandeurs  to  sont  des  fonctions  transcendantes  d'é- 
chelon quelconque  de  Xt,  Xo,  .  .  . ,  Xa  et  de  )'.  On  po- 
sera maintenant 

(  i)  «  =  F(-2^i,  ^2,  ••  •-  •z'/o  r,  w), 

en  désignant  une  des  tiauscendantes  de  l'échelon  le  plus 
élevé  par  (o,  et,  en  désignant  par  \e  signe  F  toute  auti'e 
dépendance  relative  aux  arguments  x  et  j-,  dépendance 
de  ces  seuls  arguments  en  ce  sens  que  les  autres  gran- 
deurs (0  dépendent  de  j^  et  des  grandeurs  .r  (F  est,  par 
suite,  une  fonction  algébrique  par  rappoil  à  co). 

Ici,  toutefois,  il  est  lait  exception  du  cas  pour  lequel 
on  a 

(3)  Il  =  M'i +  ¥.-+-,.. -H  ?/,,, 

où  u,  est  une  fonction  algébrique  et  où  ^'i ,  U'j,  .  .  .  sont 
des  fonctions  hjperalgébriques,  tandis  que,  pai'nii  les 
argunumts  de  ces  fonctions,  il  peut  se  présenle'r  ties 
lonclions  transcendantes  de  l'échelon  secondaire  (le  plus 
élevé,  moins  un  ). 

Dans  ce  cas  d'exception,  to  désignera  l'une  des  trans- 
cendantes eu  question,   d'échelon   secondaire,  de  sorte 


(  •'  ) 

(|ue  Ut  est  une  fonction  algébri(|ii(;  de  tu,  et  que  U*,, 
M'on  .  •  .  tM)  sont  des  fonctions  h vperalgébriques.  Vnv 
conséquent,  dans  tous  les  cas,  (o  peut  se  présenter  dans 

~  seulement   alsrébriquetnent  et  à    côté  de    transcen- 

daules  du  même  échelon  ou  d'échelons  inférieurs. 


U  0 II- 


Dans  les  dillérentiations   qui    suivent,    par  ^ —  et  ^ 

,  .  cl     or  ., 

on    enlendra    touioucs   — >    —  ?  en  attribuant  au  svin- 

J  Oxi    <)y  -' 

hol(î  0  la  signification  suivante  :  c'est  une  dérivée  par- 
tielle par  rapport  à  une  certaine  variable,  en  tant  que 
celle-ci  se  trouve  explicitement,  peu ini  les  arguments 
de  la  fonction  ;  nous  écrirons,    par    conséquent,    par 

exenq)ie 

Ou         ou        on    dto 
dxi       Oxi        OU)  ôxi 

Les  conditions  pour  que  l'équation  dilTérentielle  (3) 
soit  intégrée  d'une  manièie  générale  par  l'équation  (4) 

sont 

/  Zu        Zu  ()u)         / Za        Zu  d(o\ 

(6)              '  OXi        oco  ôXi        \Zy    '    oco  ôy / 

(  (i=i,  1,  ...,  /c). 

Par  rapport  à  hi  transcendante  o),  ces  équations  sont 
des  équations  algébricjues  ;  par  suite  des  hvj)otiièses 
posées  au  n"  3,  ces  équations  doivent  donc  être  identi- 
quement vérifiées.  On  peut,  par  «onséquent,  difTéren- 
tier  par  rapport  à  to  et  l'on  obtient 

'  Z^u  Z- u  Oiij        Zu    0    /doi 

]  Zxi  oi'j  oW-   iJxi  '    ow  oco  \âxi 

J  1    o-«  0- M  yoj         ou     0    1  Om  ,1, 

\  Lo^  oa»  0(0-   oy         ow  oco  \0y  J  } 

.Midiiplions    le    premier    membre  de    cette   écjualion 
par  a,   foiiclion  de  r, .  x^.,   ...  el  de   r.  cpii  devra   cire 


(      12     ) 

ilélci'minco  [)liis  lard,  t-l  pasons 


0//. 

=  a  V— 

OU) 


On  a  alois 


t)3 


0-  «    l)0J  0-  //      \ 

aXi  ow  / 


Oj  /  0-  U    ilOJ 

()Xi  \  OW-    ÙXi 


ou  Ox 

ow  àxi 

ou  dot. 

oco  ây' 


\oc.)2    ây         oyoM 

8i    l'on   dcLeriuiiie   niaintcnanL   la  fonclioii  a  au  inoveii 
des  c(j lia  lions 

(8) 


ÙOL 


,/•/  oco    \UXi  / 


Ô'J.  0     /  t)oj 

c'j'  oto  \  ol^K 


(la  possibilité  de  cette  déterininalion  sera  démontrée 
plus  tard),  on  poiii-ra  écrire  les  équations  (y)  connue 
il  suit 


(y) 


c'est-à-dire,  lorsque  nous  remplaçons  P,  par 


dXi 


De  là  résulte  que,  l()rs([ue  avérilie  les  équations  (8), 
|j  =  c  est,  soit  uu(î  identité,  soit  une  nouvelle  forme 
de  l'équation  intégi-ale  de  (3). 

Jl  s'agit  maintenant  de  démontrer  qu'il  existe  tou- 
jours une  inlinilé  de  lonetions  a  (pii  véiilient  les  équa- 
tions (Si.  Posons,  à  cet  ellet,  y.  :=::z  - ,  et  nous  ohlieii- 
drous,  X  pouvant  désigiu'r  aussi  bien  Xi  <jue  )', 


rja 


ÔLO  \ 


()x    '    ^  oto  \  dx  / 

do  0    /  010   t)C|        oto   di'î 

OX  00)    ^    Ot'i     Ox  OC)    i>X 


(  '-^  ) 

Mais,  par  suiit;  de  rr'tjii.ition  ('i), 


X.,. 


(;l,  par  coiiscMiiu'Ul,  puisqiu'  les  graiiclciirs -—  i»e  it-iilcr- 
iiicnl  [)as  (i>, 


Lo     Ox  oto    àx 


(aîLIc  équation  est  salisfailo  lorsque  '^  (îsL  un   niullipli- 
tali'ui-  de  (i);  dans  ce  cas,  en  cfl'el,  l'on  a 


Jj"        010   ()x        ot'i    '.'J^         oc»    cf^r        "    '  ' 
où 

otp         oCV/'i)  __        ôcp  oN/ 

OC]  0(0  0(0  0(0 

el,  [)ar  suile, 

'Il  =  h.  ('^^  _  >i,  'i!:i  ^.  ^2  ^'  H- . . .  ) 

Ox        0(0  \  t'^r  Ox  Ox  I 

/  oXj    Oi>i  0.\.2    JCj  \ 

^  \  c^(o    Ox  o(Jû    (^.r  / 

Or,  coMuuela  première  parenthèse  dans  le  second  terme 
de  la  [>r('c('dente  formule  est  identi(|uement  nulle,  on  a 

0-c  /oXi  (>ri        oNi  Ovo  \ 

<Ar         '  ^    0(0    Ox  oco    Or 

Pdf  conséquent,  si   -s  est   un  niitllip/icatct/r  ilc  {  \)^ 

7.  =      satisfait  aux  cciuations  (8  ). 

ç  ■'  '  ■      ^ 

On  a  donc  ainsi   démontré  le  théorème  suivant  : 
L(>rs(jur.  ['(''(jualion  (Jiijriontiellc  à  une  luiriahlc  <lr- 
l)('/i(lanl<' 

dy  —  \\  dxi  --  Vo  (Ix^  —  ...--  1'/.  "'^/, 
a  pour  i/if('^ra/c 

Il  —  Fi  .ri.  x-, )  .  ('j  )  —  c. 


(  '4  ) 

ou  bien 

n'i  —  u'2  -f-. .  .-f-  u,  =  c. 

oh  (.0  est  une  des  transcendantes  de  l'échelon  le  plus 
élevé,  ou,  dans  le  deuxième  cas,  de  l'échelon  secon- 
daire, alors 

ou 

(  I  o)  --=  c  o 

est,  soit  une  identité,  soit  une  nous>elle  forme  de 
l'équation  intégrale. 

o.  Les  équations  Je  eondilion  (6)  soûl  des  identités 
par  rapport  à  (o.  Les  dérivées  —  renferment  les  con- 
stantes d'intégration  de  la  fonction,  non  explicitement, 
mais  seulement  en  ce  sens  que  les  dérivées  sont  des 
fonctions  données  de  co. 

On  peut  donc  attribuer  aux  constantes  renfermées 
dans  10  une  valeur  quelconque,  sans  que,  pour  cela. 
Il  z=z  c  cesse  d'être  une  équation  intégrale  de  (3). 

6.   Si  u  n'est  pas  de  la  forme 

et  si  (io)  n'est  pas  une  identité,  on  a  deux  formes  de 
l'équation  intégrale 

I    ou 

-  ^—  =  Cl         Pt         u  —  c; 

on  doit,  par  conséquent,  avoir 

m)  -  :^  =ir(  ;/). 

es    010 

où  M' est  une  fonction  inconnue.  De  là  it-sulle  que  l'on  a 


(   i5  ) 
Le  cas  où  (lu)  csL  une  idciiliLc  est  compris  dans  ce  cas, 
y(n)  étant  alors  une  constante.   Dans     l'^rlo),   lo   seul 

doit  être  j)iis  comme  variable. 

La  grandeur,  dans  le  premier  nu'mbre,  est  une  fonc- 
tion de  u.  Soit  ((o)  la  valeur  de  oj  (jue  nous  pouvons 
lii-er  de  u  =  c;  on  a 

en  sorte  que 

est  une  nouvelle  équation  intégrale.  La  grandeur  (oj)  ne 
renferme  pas  to,  mais  est  une  fonction  algébrique  des 
ti'anscendantes  restantes. 

On  obtient,  par  intégration  de(i), 

(i5)     /      -^  ch'i -h-    /      ['f  NiJrt^A'i-^    /      f -j  No  ]«,/;  <:/f  2 -+-...=  o, 

où  rt,  h.  c,  .  .  .  sont  des  constantes  quelconques  et  où 
[csiV/i],,^  indique  que  l'on  remplace  to  para,  V\  par  Z>, 
et  ainsi  de  suite.  Par  suite  de  celte  équation,  l'équation 
intégrale  (i4)  se  transforme  eu 

(  1  ()  )  /       'f.  f/oj  -I-    /      [ 'f  "^  I  Ja  <^/»'i  -i- . . .  =  const. 

7.  Maintenanl,  nous  admettrons  ici  une  restriction, 
en  supposant  que,  parmi  les  multiplicateurs  'S>  de  1  é- 
quation  diflerentiellc  (i),ily  en  ait  un  qui  soit  une  fonc- 
tion algébrique  de  o),  r,,  t'o,  .  .  .  (cette  bypollièse  s'ap- 
pli([ue  aussi  aux  é(jualioMs  dilléreiiticllcs  (|ui  définissent 
les   ti-aiiscendanlcs    icstanlcs  <•),).    \),\\\^   ['('(pialion   (pii 


(    i6   ) 
ili'lcniiiiic  to, 

l    -  r. 

l;  csl  alors  une  loiulioii  hypcralgébriqueck' (.),  i', ,  v..  .... 

Comme  l'éqnalion  iiilégrale  (i6)  est  formée  au  moyeu 
de  U  =  c,  lois([ue  l'on  remplace  o)  par  ((o)  (le  fait  que 
cclU'.  subsliluliou  fournisse  uue  nouvelle  forme  de  l'é- 
(lualioii  intégrale  esl  aussi  chose  évidente),  son  pre- 
mier membre  est  une  fonction  livperalgébrique  de  (lo). 
i-, ,  »'-.,  ...  ;  et  10  ne  se  présente  pas  parmi  ces  grandeurs. 
On  peut  donner,  par  conséquent,  à  l'équation  inté- 
grale, dans  tous  les  cas,  la  forme 
(i-)  ^F  =  const. 

où  ^r  est  une  fonction  liyperalgébrifjue  de  ses  arguments 
I  la  forme  (5)  est  aussi  évidennnent  renfermée  dans  (  i  7)]. 
iMainlenant,  si  to,- est  une  des  transcendantes  d'échelon 
le  plus  élevé,  comprises  sous  le  signe  fonctionnel  M',  on  a 
dans  la  relation 

I   r^r  _ 

C2/    OOJ/ 

soit  une  identité,  soit  une  nouvelle  forme  de  l'équation 
intégrale.  La  dernière  alternative  n'est  pas  possiblecar, 
dans  cette  é(|uation,  il  ne  s(!  présente  aucune  nouvelle 
transcendante,  ni  to  non  [)lus,  tandis  ([ue  l'on  avait  su[)- 
posé  (pi'il  est  impossible  de  diminuer  le  nondjre  de 
transcendantes  d'échelon  le  plus  élevé  se  présentant  dans 
//  =  c.  INous  devons  donc  avoir  identiquement 

CiS)  s—  --  rrii 

et,  par  conséipient, 

(  I  tj  )  ^y  =  Ci  I     Ci/  cA-j,-  —  I  <r  ](o,.= „. 

relation  où  (/  est  une  constante  (|uelcon(jue.  Ici  1  inlé- 


(   '7  ) 
gralc,   ail   inovcii   ilc  rctjuaLion  (jiii  (It'lcriiiiiK;  co,,  peut 
èlrc  Iransfoniice  en  [L/],,,  -„.  El  a  conserve  sa  fonne 

M", -r-  M%  -I-.... 

Xous  en  concluons  que  ti  ne  [xnil  avoir  sa  foi-nie  la 
plus  siinpK;  tant  qu'il  se  présenle  des  Iranscenclanlcs 
sons  les  signes  des  fonctions  hyperalgébriques. 

Par  c(insé(|uenl  : 

Loi  s<iu  une  cqaalion  dlifcrentwlle  alf^éhiiijiin  du 
previif.r  ordre  à  luw  variable  dépendante  possède 
linLegrale  u  =^  c  ^  où  u  est  exprliiud)le  au  moyen 
d\ine  superposition  quelconque  de  transcendantes  du 
type  précité,  alors,  sous  sa  forme  la  plus  simple,  u  est 
égal  à  une  somme  de  fonctions  hjperalgéhi  iques  du 
premier  échelon. 

8.  Jusqu'ici  nous  avons  seulement  envisagé  Ja  forme 
de  l'équalion  intégrale  «  =  c;  mais  nous  pouvons  dé- 
montrer que  le  cas  où  l'équalion  intégrale  de  (3)  a  la 
l'orme 

peut  se  ramener  au  cas  traité. 

En  i;llét,  si  u  est  une  (bncliou  ljvperalgébri(|uc,  on  a 

du        _,   Ou 

H  P,  —  =  o . 

Loisque  c  ne  s'évanouit  j)as  identiquement  de  cette 
équation,  celle-ci  est  une  nouvelle  (orme  de  l'équation 
intégrale;  ntais  u  n'aurait  pas  alors  sa  forme  la  plus 
simple.  Mais  si  c  s'évanouit  identiquement  de  celte 
é(juali()n,  (.:>)  est  aussi  \ériliéepour  «  ^  c, ,  et  alors, 
si  1  on  attribue  à  c  une  valeur  arbilraii'e,  on  relombe 
sui'  la  lorme  traitée  piécédemment. 

Ann.  de  M  al  lu:  mat.,  i'  série,  t.  XVll.  (Juiivicr  iSijS.)  2 


(  '«  ) 

Au  conlraiio,  si 

Il  =  F(ari,  .r..,  .  .  .,y,  w.  c) 


est  iiuo  fonction  algébrique  de  (o,  tirons  de  l'équation 
/<  1=  o  la  valeur  co  =  (co)  et  portons  cette  valeur  dans 
l'équation  U  =  o  qui  détermine  (o.  Nous  obtenons 
ainsi  une  nouvelle  forme  de  l'équation  intégrale 


U] 


tij=((ij) 


Maintenant   comme   U  est   une   fonction    liyperalgé- 
brique  nous  voyons,  comme  dans  le  premier  cas,  (|ue 

f  UJa)=(w)  =  const. 

satisfait  également  à  l'équation  donnée, 

9.    L'équation  donnée  était 

dy  =  Pi  (/.r ,  -i-  P.2  dxi  -f-  . .  . . 
De  u  =  c  nous  tirons 

Ùll     ,  ou       ,  OM       , 

(20)  ,v—  dy  -4-  ;;; —  dûTi  -+-  r —  dxi  -h  .  .  .  =  o. 

^      '  ojK  0^1  o,r2 

Par  conséquent  t^—  est  un  multiplicateur  et,  au  moyen 

de  la  forme  trouvée  pour  u,  nous  voyons  que  ce  multi- 
plicateur est  une  fonction  algébrique.  Nous  pouvons, 
en  outre,  démontrer  qu'une  certaine  puissance  de  ce 
multiplicateur  est  une  fonction  rationnelle  des  gran- 
deurs X,  V  etj>  . 

En  eifet,  soit  o  ce  multiplicateur;  on  a 

(„)      ^  +  r,^  +  .^.o       (/  =  ,,., ...,/o; 

(Jx,-  of        •    Oy 

d'autre  part,  soit 

(22)  V  =  9"  -1-  Al  cs«-'  -+-  AoQ-'--  -+-...-!-  A„  =  o 

l'écjuation  algébrique  irréductible  à  laquelle  salislail  o, 


(    '9  ) 
cl  dont  les  c()(!Hi{;ienLs  soiiL  des  tondions  lalioniiellcs 

de  a-,,  Xo,  .  .  .,y,  P,,  Po, 

Dos  deux  équations  on  tiie 

(23)  -^]\ ^  ^=0. 

O.Vi  oy        '  aip    Oy 

Celle  écjiialion  a  une  racine  cominutie  av^ec  (22); 
par  conséquenl,  loulcs  les  ra(;ines  de  l'équation  (22) 
satisfont  en  même  temps  aux  équations  (aS)  ;  par  suite, 
toutes  les  racines  cp,, 'Jo,  •••,  'f//  sont  des  multiplica- 
teurs. 

Si  l'on  observe  maintenant  que 

(21  )  A„  =±  0,0,  ..  .  (p„ 

est  une  fonction  rationnelle  de 

Xi,  ^-2,   . ..,  ^/.,  j,  Pi,  P2, P/. 

et  que  ^/A«  substitué  à  o  vérille  les  équations  (21  ),  on 
obtient 

(2-5)  9  v/A„. 

Pour  trouver  le  multiplicateur,  on  doit,  par  suite,  re- 
clierclicr  si  les  équations 

ôxi  dy  dy 

ont,  pour  une  valeur  numérique  entière  de  72,  une  inté- 
grale particulière  qui  soit  une  fonction  rationnelle  des 
grandeurs  x,  P  ely. 

10.  Lorsque  l'équation  (3)  n'a  aucun  multiplicateur 
algébrique,  sou  intégration  sous  forme  finie,  au  moyen 
d(îs  transcendantes  définies,  n'est  pas  possible.  Nous  vou- 
lons reclicrciiei-  s'il  n'y  a  pas  alors  un  multiplicateur 
(pn"  soit  e\piinial)le  [)ar  ccsdiles  transcendantes. 


(  ^o  ) 

Donnons  an  mal 

lipl 

licatour  la  foriiic 

nous  devons  avoir 

C'A 

(  v.c;  1                    — - 

:  + 

Ol       01',- 

P/ — ;—  =  o . 

Ces  équations  doivent  être  identiques  par  rapport  à 
co.  Différentions  par  rapport  à  (.o\  alors  le  dernier 
ternie  disparait  et  nous  obtenons  des  équations  qui 
coïncident,  quant  à  leur  forme,  avec  les  équations  (-), 
avec  cette  seule  dilVérence  que  À  remplace  ii.  Nous  pou- 
vons donc  en  conclure  que 

I    Oh 
(27)  -  — ■  =  c 

est,  soit  une  identité,  soit  une  intégrale  de  l'équation 
difïérentielie  donnée.  Dans  ce  dernier  cas,  ainsi  que 
nous  l'avons  déjà  démontré^  l'équation  dillérentielle 
aurait  un  multiplicateur  algébri(jue.  Dans  le  premier 
cas,  nous  avons  identiquemenl 


(•i8)  l  =  cio 


cko. 


et  nous  pouvons  alors,   comme  précédemment,   opérer 
la  réduction  au  moyen  de  l'équation  qui  détermine  to. 

Le   mu/lip/icaieuf,  par   co7isé(/ tient,   doit    avoir    la 
forme 

(v.9)  et^  =  e'^'i+'^y. 

ail  les  fonctions  'l  sont  des  fonctions  lij  peralgébriqiics 
du  premier  échelon. 

Un  exemple  est  fourni   par  ré(|uation   diirércutielle 
linéaire. 

H.   En  vue  de  la  sitnplicité  nous  avons  supposé  que 
les  grandeurs  P  données  sont  des  Jonctions  algébriques 


(     2.     ) 

de  y  cl  dos  grandeurs  u:.  Supposons  maintenant  que 
les  grandeurs  P  soient  des  lonclions  transcendantes 
d'échelon  (juelconquc;  nos  dévelop[)enients  n'en  rcîstent 
pas  moins  valables,  si  nous  remplaçons  partout  les  fonc- 
tions algébriques  de  jr,j^  par  des  fonctions  algébriques 
de  X,  j  et  de  P. 

12.  Comme  application  simple  du  théorème  <:^énéral 
démontré  dans  ce  qui  précède,  nous  avons  ce  qui  suit  : 

Soient  P, ,  Pj,  .  .  . ,  P,„  des  fonctions  algébriques  dex 
qui  ne  sont  jias  les  dérivées  de  fonctions  algébriques. 
Si  l'on  introduit  alors  les  fonctions 

<\K,{x)=    f    \\ d.r,  .  .  . ,  *,„ {x)=    f    V,n  dr, 

comme  transcendantes,  il  est  impossible  d'cîxprimer 
i'iutéîrrale 


/' 


Vdx, 


où  P  désigne  une  fonction  algébrique  de  x^  sous  forme 
linie  au  moven  de  fonctions  algébriques,  de  fonctions  ^ 
(;t  de  leurs  fonctions  inverses,  à  moins  que  l'on  n'ait 

(  3o  )        /"p  ^^-^ = 2  2  ''!'••''  *''■  ^  ^^■'^'  ^  ^  "^' 


où  x^^,j  et  X  désignent  des  fonctions  algébriques  de  x. 
Un  cas  très  particulier  de  ces  fonctions  $  est  présenté 
par  le  loi^arillinic. 

il  est  possible  d'intégrer  une  différentielle  algé- 
bricjue  au  moyen  de  fonctions  algébriques  et  des  trans- 
cendantes élémentaires  (logo',  «■',  sin  j",  arc  siux,  etc.) 


(  ^2  ) 

sous  foi /ne  finie  dans  le  seul  cl  uni(iue  cas  oit  l'on  a 

(  3 1  )  /  H  dx  =  %  Cv  log.r.,  h-  X , 

Xv  et  X  désignant  des  fonctions  algébriques.  On  dé- 
montre aisément  que  ces  fonctions  algébriques  jyeuvent 
s' exprimer  rationnellement  en  x  et  P.  En  effet,  elles 
peuvent  en  tout  cas  s'exprimer  rationnellement  au 
moyen  de  x,  P  et  de  la  racine  y,  d'une  équation  algé- 
brique irréductible  dont  les  coefficients  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  de  x  et  de  P.  En  différentiant  (3  i), 
on  obtient  une  équation  qui  est  vérifiée  par  )•,  et,  par 
suite,  par  les  autres  racines  721  -  •  •  ■>  J'A  de  l'équation 

irréductible.  On  peut  donc,  dans  l'expression  de    1  Pdx, 

remplacer  yt  par  cliaque  autre  valeur  de  y.  En  addi- 
tionnant les  équations  ainsi   obtenues,   on  trouve  une 

nouvelle  expression   pour   /P<7x,  où  les  grandeurs  y 

entrent  symétriquement.  Les  fonctions  symétriques  des 
grandeurs  j  peuvent  s'exprimer  rationnellement  au 
moyen  de  x  et  de  P. 

Si  l'on  introduisait  les  intégrales  elliptiques  II  et  leurs 
fonctions  inverses,  il  pourrait  se  présenter  dans  l'ex- 
pression  /  Pdx  des  termes  de  la  forme 

C'est  à  peu  près  sous  cette  forme  qu'Abel  a,  dans  une 
Lettre  à  Legeudre  (fjEuvres  complètes,  t.  11,  édition 
Sylovv  et  Lie,  p.  2^5),  exprimé  ce  théorème,  avec  cette 
restriction  toutefois  qu'il  ne  considère  que  les  transcen- 
dantes de  premier  échelon  et  non  les  fonctions  inverses. 
On  ne  trouve  aucune  démonstration  du  théorème  dans 
les  OEuvres  d' Abel  ;  mais  M.   Sylovv  m'a  appris  qu'il 


(  ^^^  ) 

t'xislail  une  deinoiistralion   dans  les  papiers  laissés  par 
Abel('j. 

Une  partie  des  recherches  (jui  préeèdenl  a  été  publiée 
en  1876  dans  un  INIéinoire  de  l'auteur  intitulé  :  Ont 
Integralregningens  Transcendenter  (Journal  de  ]\J. 
Zeullieu,  3"^  séiie,  t.  I.  p.  1  à  <j). 

NOTE  FINALE  DE  L'AUTEUR  (1897). 

L'Université  de  Copenhague  avait  mis  au  concours,  eonin)e 
(|uestion  de  prix,  l'extension  des  méthodes  et  théorèmes  de 
mon  Mémoire  aux  équations  d'ordres  supérieurs.  Le  prix  fut 
obtenu  par  1\L  E.  Schou,  qui  est  parvenu  à  des  résultats  bien 
remarquables. 

Comme  une  partie  de  son  Travail  est  traduite  en  français  et 
comme  mon  Mémoire  des  Gôttinger  Nachricliten  est  très  peu 
connu  en  France,  la  rédaction  des  Nouvelles  Annales  a 
trouvé  qu'une  traduction  française  de  ce  Mémoire  était  dési- 
rable, et  a  eu  la  bonté  de  m'en  offrir  la  |)ublication.  Naturel- 
lement, j'ai  accepte  avec  gratitude  cette  offre  si  honorable.  Je 
tiens  aussi  à  adresser  tous  mes  remercîments  à  M.  Laugel 
pour  la  traduction  dont  il  a  bien  voulu  se  charger. 

JuLius  Peterse.v. 

(')  Les  mauuscrits  laissés  par  Abel  se  trouvent  maintenant  dans 
l'édition   Sylow,   Lie  (1881).  On  y  voit  qu'Abel  a  démontre  qu'une 

rchition  algébrique  entre  les  intégrales    j ydx,  où  y  est  algébrique, 

et  des  logariliimes  de  fonctions  algébriques,  doit  être  linéaire  à  coef- 
ficients constants;  mais  il  semble  qu'ail  n'a  pas  réussi  à  démontrer  la 
formule 


f^ 


jKrf^  =  «H-A,iog<,-r-A,iogf,-4-...^-B,n,(^,)  +  n,n.(y,)  +  .... 

Il  dit  à  ce  sujet,  dans  la  Lettre  à  Lcgcndre  (t.  II,  p.  278): 
...,  mais  en  conservant  à  la  fonction  y  toute  sa  généralité,  j'ai  été 
arrêté  là  par  des  difficultés  qui  surpassent  mes  forces  et  que  je  ne 
vaincrai  jamais;  je  me  suis  donc  contenté  de  quelques  cas  particu- 
liers, surtout  de  celui  on  y  est  de  la  forme  -7^,  /"  cl  H  étant  deux 
fonctions  rationnelles  quelconques  de  x. 


(  ^4  ) 

[K20e] 

SIK  LA  UÈGLE  DES  AWLOGîES  DE  }\.  LEMOI\E;, 

Par  m.  Charles  MICHEL, 
Elève  à  l'Ecole  Normale  supérieure. 


Un  doit  à  M.  Emile  Leiuoinc  (')  la  dccouvcrle  d'un 
remarquable  principe  général  concernauL  les  analogies 
que  présentent  entre  elles  les  relations  métriques  entre 
les  segments  et  les  angles  qu'on  peut  déduire  géométri- 
quement d'un  triangle.  Il  ne  nie  semble  pas  qu'on  en  ait 
encore  donné  un  énoncé  précis  et  une  dénionstralion 
rigoureuse. 

M.  Lemoine  a  cru  pouvoir  donner  une  raison  intuitive 
de  son  principe  en  s'appuyant  sur  la  remarque  suivante  : 

Si  dans  une  relation  entre  des  segments  et  des  angles, 
déduits  d'un  triangle,  on  remplace  les  nombres  qui  les 
mesurent  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  côtés  et  des 
angles  du  triangle,  ou  obtient  une  nouvelle  relation, 
qui  est  bomogène  par  rapport  aux  côtés,  et,  si  l'on  rem- 
place les  côtés  par  les  sinus  des  angles  qui  leur  sont  pro- 
portionnels, on  a  en  définitive  une  relation  entie  les 
trois  angles  A,  B,  (],  qui  résulte  de  ce  que  la  somme  de 
ces  angles  est  égale  à  tt.  Si  donc  on  remplace  dans  cette 
relation  A,  B,  C  par  trois  fonctions  de  A,  H,  C  dont  la 
somme  soit  égale  à  7:,  la  relation  est  encore  satisfaite. 

M.  Lemoine  conclut  de  là  qu'on  fait  ainsi  corres- 
pondre   à    une    certaine    relation    entre   des    éléments 


C)  LiiMoiNK,  dissociation  fra/içaise  /wiir  l'avaitcemc/it  des 
Sciences,  Congres  de  i'\larscillr,  1891;  Journal  d<:  Malhénialiques 
spéciales,  i%{yi\  Nouvelles  Annales  de  Malhéniali/jues,  161)0. 


(  =^0  ) 

déduils  d'un  Irianglc  une  ;uili(;  relation,  difTércnle  en 
général  de  Ja  première,  entre  des  éléments  de  ce  triangle. 
Une  telle  eonelusion  n'est  pas  valable,  car  nous  n'avons 
pas  inontié  (pi'on  peut  remonter  de  cette  relation  à  une 
autre  contenant  explicitement  des  éléments  autres  que 
les  côtés  et  les  angles  du  triangle.  Or,  c'est  le  point 
essentiel,  qui  fait  tout  l'iniérêt  du  principe  de  M.  Le- 
moine.  Ce  |)rincipe  nous  permet  en  edet  de  passer  d'une 
relation  contenant  ex[)licitenienl  des  éléments  autres 
(pu'  les  côtés  et  les  angles  du  triangle  à  une  autre  qui 
contient  elle-même  explicitement  des  éléments  antres 
(lue  les  côtés  et  les  angles,  et  même  il  nous  apprend  (|ue 
les  éléments  contenus  dans  les  deux  autres  relations, 
s'ils  sont  dillérenls,  sont  du  moins  définis  par  les 
mêmes  conditions  géométricpies.  La  démonstration  de 
1\1.  Lemoine  ne  s'applicpie  en  réalité  (pi'aux  relations 
(pli  contiennent  seulement  les  côtés  et  les  angles.  Or, 
(piand,  par  exem|)le,  jious  renq)la(;ons  dans  la  relation 

/■  =z  (^j)  —  «)  tang  —  j  /•  par  une;  quelconque  de  ses  valeurs 

ne  contenant  que  les  côtés  et  les  angles  du  triangle, 
nous  formons  une  relation  cjui  exprime  l'égalité  de  deux 
quantités  égales  séparément  à  r.  Les  relations  entre  les 
éléments  qu'on  peut  déduire  d'un  triangle  ne  sont  donc 
pas  équivalentes  aux  relations  enlre  les  côlés  et  les 
angles  de  ce  triangle. 

Voici  comment  on  peut  énoncer  d'une  manière  pré- 
cise le  principe  de  INL  Lemoine  : 

Si ,  dans  une  relation  antre  les  côlés  et  les  angles 
d'un  triangle  et  (les  éléments  déjinis  géoniétrif/uernenC 
à  l'aide  de  ce  triangle,  on  change  A  en  —  A,  W  en 
~  —  1),  C  en  r:  —  C,  a  en  a,  h  en  —  h,  c  en  —  c,  et 
chacun  des  éléments  (/ai  j  entrent  en  un  certain  autre, 
ajjecté  du  signe  -\-  ou  du  signe  — ,  mais  déjiiii  à  l'aide 
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(lu   l/ia/igle  par  les   mêmes  conditions  géonir(/if/ites, 
on  oblienl  une  nouvelle  relation  qui  est  encore  satis- 
faite. 

Par  exemple,  si  dans  la  relation 

/•  =( p  —  a)  tang   -  ? 

on  rcniplacc  a  par  —  a^  b  par  —  b,  c  par  —  «;,  A  par 

—  A,  le  rajon  /■  du  cercle  inscrit  par  l'élément  ;Vz  délini 
par  la  menu;  condition  géométrique  d'être  le  rayon  d'un 
cercle  tangent  aux  trois  côtés  du  Iriaugle  et  alïc-cté  du 
signe  4-,  on  a  la  relation 

A 

/■„=/)  tang-. 

Dans  la  démonstration  du  principe  de  ]M.  Lemoine 
que  j'ai  publiée  en  1893,  dans  le  Journal  de  Mcithéina- 
liques  spéciales^  je  n'ai  pas  remarqué  l'objection  que 
j'oppose  aujourd'hui  à  l'énoncé  et  à  la  démonstration 
queJM.  Lemoine  en  a  donnés.  Je  me  suis  contenté  de 
montrer  qu(î,  par  un  même  j)rocédé  géométrique,  on 
peut  déduire  d'une  relation  quelconque  entre  «,  /i>,  c, 
A,  B,  C  une  relation  de  même  forme  entre  «,  —  b,  — •  c, 

—  A,  7:  —  B,  t:  —  C,  ce  qui  ne  suffit  pas  pour  établir  le 
principe  dans  la  forme  précise  où  je  viens  de  l'énoncer. 

Je  nie  propose  dans  ce  travail  de  reprendre  la  démon- 
stration de  ce  principi?;  je  crois  bien  lui  avoir  donné 
une  forme  rigoureuse,  dans  la  mesure  loutt;fois  où  le 
permet  la  question  toujours  délicate  des  conventions  de 
signes.  Dans  la  première  Partie  je  repioduis,  en  la  com- 
plétant, la  démonstration  que  j'ai  publiée  en  1893. 
Dans  la  seconde,  j'aborde  la  question  par  une  voie  dilïé- 
rente,  et  je  suis  conduit  à  une  transformation  des  angles 
et  des  côtés  qui  n'est  pas  celle  de  ^I.  Lemoine,  mais  f|in' 
en  a  toutes  les  propriétés. 
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PRE.MIKRK     l'VKTIE. 

Elant  données  dans  le  plan  les  dioius  A  A',  BIV,  .  .  ., 
LL',  passant  par  un  nieinc  point  O,  les  directions  posi- 
tives sur  ces  droites  étant  définies  par  les  semi-droites 
OA,  OB,  •••,  OL  situées  dans  une  même  région  du  plan 
(région  positive),  relativement  à  un  axe-origine  UV, 
passant  par  O,  sur  lequel  est  définie  une  direction  OU 
comme  direction  positive,  nous  appellerons  nii^lc  de 
deux  droites  l'angle  de  leurs  directions  positives,  et 
angle  de  deux  directions  positivées  l'angle  dont  il  faut 
faire  tourner  l'une  d'elles  pour  la  faire  coïncider  avec 
l'autre,  en  balayant  l'espace  compiis  entre  les  semi- 
droites.  Dès  lors,  en  définissant  un  sens  positif  de  rota- 
tion, c'est-à-dire  en  appliquant  des  conventions  de 
signes  analogues  à  celles  qui  sont  i  clatives  aux  segments 
sur  une  droite  et  qui  <  onduisenl  à  l'identité  d'Euler,  on 
arrive  à  une  relation  générale  entre  les  directions  A, 
H,  C,  ....  J.,  où  les  angles  sont  définis  sans  ambiguïté 

(  A.  B )  -I-  ( B,  G  )  -^ . . .  +  (  K,  L)  -;-  (  L,  A)  =  o. 

CiJa  posé,  prenons  pour  axes  d(!  coordonnéi's  deux 
demi-droites  OX  et  OY,  l'une  OX  coïncidant  avec  la 
direction  positive  de  l'axe-origine  UV,  l'autre  OY  étant 
une  direction  positive  définie  comme  précédemment  et 
laisant,  avec  OX,  l'angle 

(X,  Y)=  0. 

Donnons  alors  une  droite  parallèle  à  OY,  MP,  dont 
nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  l'abscisse 
OP  =  a  positive,  et  une  droite  OM,  variable,  que  nous 
définirons  par  les  angles  de  sa  direction  positive  OZ 
avec  les  axes  de  coordonnées.  En  posant 

(OX.OZ)=a.  H)Z.(»Vi=|3^ 
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nous  aurons  ilans  tous  les  cas,  d'aprc-s  les  conventions 

précédentes, 

7.  H-  3  =  0. 

Appelons  c  l'ordonnée  du  point  .AI,  et  h  la  val<>ur  algé- 
brirpie  du  segment  OM. 

DéHnissons  alors,  au  moyen  d(;  ces  données  et  par  des 
conditions  géométriques  bien  déterminées,  un  système 
de  points  et  de  droites,  et  soit  une  relation  entre  les 
segments  qui  aboutissent  à  deux  de  ces  points,  l'un  des 
deux  étant  choisi  comme  origine,  et  entre  les  angles  de 
deux  de  ces  droites,  l'une  étant  prise  comme  droite- 
origine.  Si  p,,  Oo,  ...,  p/,  sont  les  valeurs  algébriques 
des  segments  et  w,,  ojo»  •••i  ^'^n  celles  des  angles,  qui, 
d'après  nos  conventions,  sont  connues  sans  ambiguïté, 
la  relation  se  mettra  sous  la  forme 

/(pi>  p2-  ••-.?/>,  wi,  wo,  . .  .,  co,j,  a,  h,  c.  a,  p,  T  —  0)  =  o, 

avec  la  condition  a  -|-  [5  =  0,  et  cette  formule  est  géné- 
rale, car  nous  l'avons  obtenue  en  nous  servant  de  rela- 
tions entre  les  segments  et  les  angles^  qui  s'appliquent 
dans  tous  les  cas.  Clierchons  à  V interpréter  géométri- 
quement. 

Plaçons-nous  dans  l'hypothèse  où  la  direction  positive 
OZ  est  à  l'intérieur  de  l'angle  XOY.  Les  segments  a^  Z>,  c 
prennent  alors  des  valeurs  positives,  a,  h\  c\  et  les 
angles  a  et  |j  ont  aussi  des  valeurs  positives  a'  et  |5)'. 
Désignons  par  /'i,  /.,,  ...,  7-^,  et  0| ,  Oo,  ...,  o,;  les  valeurs 
absolues  des  quantités  p,,  o^,  ...,  Op  et  to,,  (Oo,  ...,  w«. 
On  a  abîrs  la  relation 

(        ±  Oi,dzoo,  ...,  ±o„.rt,  6',  c',a',  P',  -  —  0)=  o, 

qui,  ayant  lieu  entre  des  quantités  toutes  positives,  ne 
dillère  pas  d'une  certaine  relation  géouiétritjue  cnlmles 
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cùlés  et   les  angles  du  Irianglc  C)M,P  loriiK'  dans  celle 
liypollièse,  el  les  élénienls  dédnils  de  ee  triangle  par  les 
eondilions  géoinelrif[ues  données. 


Kiï.   I. 


Dans  l'Iiypolhèse  où  la  direction  posilivc  OZ  est  au 
contraire  en  dehors  de  l'angle  \0\  ,  les  segments  b  et  c 
j)rennenl  des  valeurs  négativt;s  —  ù"  et  —  c" :  l'angle  ,3 
prend  une  valeur  négative  —  |î>"5  de  sorte  (jue  la  relation 
géonictrique  qui  a  lieu  dans  ce  cas  prend  la  forme 


zho,,  di  o,, 


rt,  ~b",  —  c",  a", 


0  )  =  o. 


ou,  si  l'on  observe  que  les  angles  a"  et  t:  —  0  sont  exté- 
rieurs au  triangle  OMoP,  foiiné  dans  cette  hypothèse, 
et  sont  su[)plémenlaires  des  angles  correspondants  du 
triangle,  a,  et  0, 

/(±  /'i.  .  . , ,  —  oi a.  —  h" ,  —  c".  -  —  7.1,  —  3",  -  —  0  j  =  u. 

Mais  cette  relation  géoniélri(pie  a  lieu,  f[uel  (jue  soit 
\r.  triangle-,  en  rapj)li(|uant  au  triangle  UMiP  nous 
avons  la  relation  géométrique 

''^)      /V=^'"lr   ...,  —  Oi,    .,,,./.  —  //.  —  c'.T.  —  'J.'.  —  ^',0) 


d'où  résulte  bien  é\  idenunent  le  piinci[)c  de  M.  I 
tel  ([ue  je  l'ai  énoiué. 


o. 
cnionic, 
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Il  faut  remarquei  que,  si  la  relation  générale  est  irra- 
tionnelle, le  signe  qui  préeèdc  eliaque  radieal  n'est  pas 
déterminé.  11  ne  se  détermine  que  dans  chaque  cas  de 


Fii 


figure.,  et,  par  suile,  il  est  possible  que,  pour  passer  de 
la  première  relation  géométrique  qui  résulte  de  la  rela- 
tion générale  à  la  seconde  relation  géométrique,  il  soit 
nécessaire  de  changer  le  signe. 

Appliquons  le  principe  de  M.  Lemoine  à  un  exemple 
particulier. 

Menons  par  le  point  P  la  perpendiculaire  à  la  bissec- 
trice des  deux  demi-droites  OX  et  OY  ;  c'est  une  droite 
fixe  D,  cpii  est  une  bissectrice  des  deux  droites  OX  et 
MP.  Menons  par  le  point  O  la  bissectrice  des  deux  demi- 
droites  OX  ei  OZ,  qui  rencontre  la  droite  fixe  D  en  un 
point  variable  I.  Du  point  I,  abaissons  la  perpendicu- 
laire IH  sur  la  droite  OX  ;  la  direction  positive  est  bien 
déterminée.  Appelons  o  la  valeur  algébrique  du  seg- 
ment IH.  Celte  quantité  sera  fournie  par  une  relation  où 
n'entreront  que  «,  b^  c,  a  et  [j, 

/(p,  a.  b,  c,  a,  p,  t:  —  0)  =  o. 


(  ■^'  ) 

(^uand  la  droile  OZ  est  mire  OX  cl  0\  .  i(,'  point  I 
est  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  O.M,P;  o  est 
d'ailleurs  négatif  et  sa  valeur  absolue  est  égale  au  rayon 
du  cercle  inscrit.  On  a  alors  la  relation  géométrique 

/(  —  /•.  n.  —  b\  —  c'.  a',  P'.  r  —  e  )  =  o. 

Quand  la  droite  O z  est  en  dehors  de  l'angle  XOY,  h; 
point  I  est  le  centre  du  cercle  exinscril  dans  l'angle  op- 
[)Osc  au  côté  a  du  triangle  OMoP  ;  p  est  encore  négatif, 
et  sa  valeur  absolue  est  égale  au  rayon  /•«  du  cercle  cir- 
conscrit. On  a  ainsi  la  relation  géométrique 

/(—  ;•„,  a,  —  h",  —  c".  t:  -  a,.  —  3".  -  —  0), 

et,  si  on  l'applique  au  triangle  0M|  P,  on  obtient 
/{—  f(,.  a.  —  h' ,  —  c' .  -  —  a  .  —  ^'.  0)=  o. 

ce  qui  montre  que,  dans  la  transformation  de  M.  Le- 
moine,  /•  se  change  en  r„. 

Un  raisonnement  analogue  montre  que  le  ra^on  R  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  Ai3C  se  change  en  —  R, 
(|ue  le  rayon  l'i  du  cercle  exinscrit  dans  Pangle  B  se 
change  en  le  rayon  /vdu  cercle  exinscrit  dans  l'angle  C. 

Lorsque  la  droite  O.M  tourne  autour  du  point  O  dans 
le  sens  positif,  le  point  M  prend  d'abord  des  positions 
telles  que  M,  ;  puis,  après  le  passage  à  Pinûni,  des  po- 
sitions telles  que  IM,.  Le  triangle  fermé  OM,  P  du  pre- 
mier cas  devient,  dans  le  second,  le  triangle  ouvert 
OMoP  constitué  par  la  portion  du  plan  couverte  de  ha- 
chures; et  la  deuxième  relation  géométrique  est,  par 
rappoit  à  ce  triangle  ouvert,  l'analogue  de  la  première 
appliquée  au  triangle  ferme  OMj  P.  La  transformation 
de  M.  Lemoine  consiste,  dès  lors,  à  substituer  aux  élé- 
ments d'un  triangle  fermé  de  l'espèce  OM  i  P  les  éléments 
correspondants  d'un  triangle  ouvert  de  l'espèce  OMoP. 
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Mais  les  deux  triangles  lennés  M,  OP  et  ]\LOP  sont 
d'espèees  dillércutes.  Si  l'on  parcourt  le  contour  du 
premier  triangle  dans  le  sens  Mi  OPMi,  on  laisse  l'aire 
comprise  à  sa  gauche,  le  triangle  MjOP  est  orienté  po- 
sitivement 5  si  Fou  parcourt  le  contour  du  second  triangle 
dans  le  sens  IMaOPAL,,  l'aire  comprise  est  à  droite,  le 
triangle  iM,OP  est  oriente  négativement. 

DEUXIÈME    PARTIE. 

Soient  trois  droites  dont  les  équations  sont 

X  ^  X  cos  ^^  -^  y  si  M  X  —  y^  =  o, 
Y  SE  a?  cos  ;j.  -f- j^  sin  jJi  —  q  =  o. 
Z  ss  a?  cosv  -h  j--  s  in  V  —  /•  =0. 

Elles  se  coupent  deux  à  deux  en  ti  ois  points  A,  lî,  C 
et  forment  un  triangle.  Considérons  une  courbe  géomé- 
tricpienient  définie  par  rapport  au  triangle.  Elle  est 
évidemment  indé[)endante  de  la  position  de  l'origine  et 
de  la  direction  des  axes  di;  coordonnées. 

Son  équation  cartésienne  est  de  la  forme 

?('^,   .X:  P;   q-    '•,    ^^,    I-^,    '0  =  0. 

Remplaçons  x  et  )'  par  leurs  expressions  en  fonction 
deX,  Y,  Z.  On  a  alors  identiquement 

?('^,  j,  P,  q.  '■.  >^.  !-t-  -O^/i^,  Y,  ^-  P;  q-  r.,  À,  i^,  v), 

et  l'équation 

/(X,  Y,  Z,  />,  q,  r,  X,   u,  v)  =  o 

cxpiime  la  relation  (jui  existe  entre  les  trois  valeurs  que 
prennent  les  polynômes  X,  Y,  Z,  pour  un  point  quel- 
conque de  la  courbe.  Elles  sont  indépendantes  de  la 
position  de  l'origine,  du  moins  quand  l'origine  varie 
en  restant  toujours  d'un  niêuie  coté  d(;  chacune  des  trois 


(  33  ) 
droites,  c'est-à-dire  quand  elle  reste  dans  une  même 
région  du  plan  limitée  par  ces  trois  droites.  La  fonction 
qui  les  lie  ne  dépend  donc  pas  de  p,  q^  r.  Mais  ces  va- 
leurs ne  dépendent  évidemment  pas  non  plus  de  Taxe 
Ox.  Or,  quand  l'axe  Ox  tourne  d'un  angle  0  positil'ou 
négatif",  les  valeurs  À,  a,  v  varient  toutes  trois  dans  le 
même  sens  de  la  même  quantité  0.  La  fonction  qui  doit 
être  indépendante  de  0  ne  peut  dépeindre  que  des  diffé- 
rences V [Jl,  )v  —  V,  |J.  —  A. 

Finalement  l'équation  en  coordonnées  Irilalcres  est 
de  la  for  nu; 

F(  X,  Y,  Z,  V  —  [X,  À  —  V.  [ji  —  À  )  =  f>- 

Cela  posé,  abaissons  de  l'origine  O  les  peipendieu- 
laires  sur  les  côtés  du  triangle  ABC;  ces  perpendicu- 
laires rencontrant  respectivement  les  côtés  en  L,  M,  N, 
considérons  les  directions  positives  OL,  OM,  0J\  et  ap- 
pelons À,  ,a,  V  les  angles  (OL,  Ox)  (0:M,  Ox),  (0\,  Ox). 
Ces  angles  sont  définis  à  un  multiple  de  ^r:  près. 

JNLiis  si  nous  laissons  fixes  les  deux  côtés  AJ3  et  AC  et 
si  nous  déplaçons  le  côté  BC  parallèlement  à  lui-même, 
nous  pouvons  prendre  parmi  les  valeurs  de  u.  et  de  v 
deux  valeurs  déterminées  qui  sont  alors  des  données. 
L'angle  À  prend  des  valeurs  connues  à  un  nuiltiple  de 
27Z  près  et  qui  augmentent  ou  diminuent  d'un  multiple 
impair  de  tt  après  le  passage  du  côté  BC  par  l'origine 
su[)posée  fixe. 

Pour  toutes  les  positions  du  triangle  ABC,  l'équation 
de  notre  courbe  reste 

F(X,  Y,  Z,  V  —  [JL.  X  —  V,  ^a  —  À)  =  o. 

Il  y  a  deux  cas  à  examinei-,  selon  que  la  droite  BC 
rencontre  la  perpendiculaire  a  celte  droite  menée  pai- 
l'origine  d'un  côté  ou  de  1  autre  de  l'origine. 

Ann.  de  Mat/u'rnal.,  3"  série,  I.   \\|[.  (.(;iii vicr  iSi,^;.)  3 
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Supposons  d'abord  que  l'origine  et  l'axe  Ox  soient 
placés  comme  l'indique  lajig.  3.  Nous  pouvons  piendre 
pour  u.  et  V  qui  sont  des  données  les  plus  pelils  angles 


positifs  que  fait  Ox  avec  OAl  et  ON.  Si  \x  est  le  plus 
petit  angle  positif  que  fait  Ox  avec  la  direction  OL, 
l'angle  A  est  de  la  forme  aAjï  +  )^| . 

A,  B,  C  étant  les  angles  géométriques  du  tiiangle 
ABC,  on  a  alors 

V  —  [J.  =   TT  A, 

X  V    =   2/17:  -I-  77  —   B, 

[i.  —  X   =  —  TC  —  G  î/lT.. 

D'autre  [)ait,  puisque  les  quantités /;.  </,/',  qui  sont  les 
valeurs  algébriques  des  segments  OL,  OM,  ON  sont  po- 
sitives, pour  tout  point  qui  est  à  l'intéricuir  du  triangle 
xiBC  et  qui,  par  suite,  dans  notre  cas,  est  dans  la  même 
région  que  l'origine  par  rapport  à  chacun  des  côtés  du 
triangle,  les  valeurs  des  polynômes  X,  \  ,  Z  sont  négatives 
et  chacune  d'elles  devient  positive  dès  que  le  point  tra- 
verse le  côté  correspondant.  Si  donc  nous  alïéctons  les 
distances  géométriques  du  [)oint  aux  trois  côtés  d'un 
signe  :  du  signe  +  si  le  point  est  par  rapport  au  côté  dans 
la  même  région  qui;  le  sommet  opposé;  du  signe  — ,  s'il 
est  dans  l'autre  région,  et  si  nous  désignojis  par  X',  Y', 


(  -^5  ) 
/y  les  valeurs  algébriques  ainsi   ohlenucs,  nous  voyons 
que  l'on  a 

X  =  -\,         Y^-Y'.         Z=-Z'. 

et  l'équation  de  la   courbe  C,,  lapjjoi-lce  <iu   triangle 
ABC,  est 

F(— X'.  —Y'.  — Z'.  -  —  A,  3.//7:  — --H,  — -r- C— >./jir)  =  o, 

ou,  coninie  l'équaliou  est  lioiuogène  en  X',  Y',  Z', 

(i)     F(X'.  Y'.  Z'.  -  —  A.  -iliT.-^-—  n,  -  r  — C  — i/i-jTi^o. 

Passons    maintenant    à    l'autre    cas    qui    comprend 
les  Jif^.  4  et  5.  Appelons  Ào  le  plus  petit  angle  positif 


que  fait  Ox  avecOL;  l'angle  À  est  de  la  forme  aAlI  +  Ao. 
A,  13,  C  étant  les  angles  géomi'trifiues  du  triangle  ABC, 
on  a 

V  —  ;JL  =   7T  -   A  . 

À  — V  =  xk-—  B. 
\x  —  K  ^—  C.  —  -xlc-. 

D'autre  j)art,  dans  \^Jig-  4i  ^«-'s  valeurs  des  polynômes 
Y  et  Z  sont  négatives  pour  tout  point  qui  est,  par  rapport 
au  côté,  dans  la  même  région  que  le  sommet  A.  Donc, 
X',  \',  Z'   étant   les    valeurs   alg-ébriques  définies    plus 
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haut, 

X  =  X',         Y  =  -Y',         Z=  — Z', 

et  l'équation  de  la  courbe  est 

(2)     F(-X',  Y',  Z'.  r  — A,  2/—  — B,  -- C  —  2A-7:)  =  o. 

Dans  la  fig.  5,  les  valeurs  des  polynômes  Y  et  Z  de- 
viennent positives  pour  tout  point  qui  est  par  rapport 
au  côté  dans  la  même  région  que  le  sommet  opposé,  et 
la  valeur  du  polynôme  X  est  négative  quand  le  point  est 
par  rapport  à  BC  du  même  côté  que  A.  Donc 

X=— X',         Y=:Y',        Z  =  Z', 

et  l'équation  est  encore 

(2)      F(-  X',  Y',  Z',  TT  — A,  2/iTr  — B,  _C  — 2^-71)  =0. 

L'équation  obtenue  est  rapportée  à  l'un  ou  l'autre  des 
deux  triangles  qui  constituent  les  fig,  4  et  5,  et  elle 
représente  une  courbe  Co  ou  C!,  dans  chacune  de  ces 
figures.  Mais,  comme  cette  équation  s'applique  à  un 
triangle  de  référence  quelconque,  si  nous  la  supposons 
rapportée  au  triangle  de  la y?^-.  3,  elle  représentera  dans 
cette  figure  un<î  courbe  C,  ijui  sera  précisément  l'ana- 
logue et  même  l'homothétique  des  courbes  Co  et  C, .  Les 
deux  courbes  d  et  C,  sont  définies,  par  rapport  au 
liiangh;  de  la//^.  3,  par  les  mêmes  conditions  géomé- 
triques. Donc,  si,  rapportée  au  triangle  ABC, 

(1)  F(X,  Y,  Z,  -  — A.  i/iTT-)-::  — B,  —  C  —  71  —  2/171)=  o 

est  l'équation  d'une  courbe  déterminée  par  rapport  à  ce 
triangle  par  certaines  conditions  géométriques, 

(2)  F(— X,  Y.  Z,  7:- A,  2/.-7T  — B,  —  Q.-ikT.)=o 

est  celle  d'une  courbe  déterminée  par  rap})ort  au  triangle 
par  les  mêmes  condi lions  géométriques. 


(  •^7  ) 

Si  Itî  problème  n'est  susceptible  que  d'une  solution, 
comme,  par  exemple,  la  détermination  d'un  cercle 
passant  par  les  trois  sommets  du  triangle,  les  deux  équa- 
tions se  ramènent  à  une  seule.  Si  le  problème  a  plusieurs 
solutions,  comme  la  détermination  d'un  cercle  tangent 
aux  trois  droites  qui  limitent  le  triangle,  les  deux  équa- 
tions représentent  des  courbes  dillerentes. 

On  voit  que  l'on  passe  d'une  des  équations  à  l'autre 
en  changeant  X  en  —  X,  Y  en  Y,  Z  en  Z,  et  A  en  A,  B 
en  B — (2m+i)7r,  C  en  C -h  (2 m  H- 1)71,  m  étant  un 
entier  arbitraire  positif  ou  négatif. 

Les  trois  triangles  3,  4  ^'t  5  ont  même  orientation, 
c'est-à-dire  que  le  contour  ABCA  peut  être   parcouru 

FiK.  6. 


dans  le  même  sens.  En  faisant  varier  les  trois  figures 
semblablement  à  elles-mêmes  et  en  les  déplaçant  dans 
le  plan,  ou  peut  donc  amener  les  trois  triangles  en  coïn- 
cidence et  les  origines  prennent  alors  les  positions  O,, 

Oo  et  o;.    . 

L'équation  générale 

F(X,  Y,  Z,  V  —  IX,  X  — V,  ,j._X)=o 

est  l'équation  d'une  courbe  satisfaisant  aux  conditions 
données,  quelle  que  soil  la  position  de  l'origine  par 
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rapport  au  triangle  ABC.  Elle  prend  la  forme  (i)  pour 
toutes  les  positions  de  rorigiae  telles  (jue  O),  qui  sont 
à  l'intérieur  du  triangle,  et  la  forme  (2)  pour  les  posi- 
tions telles  que  Oo  et  O!,  comprises  à  Tinlérieur  de 
l'angle  A  et  extérieures  au  triangle  ABC.  Le  triangle 
ABC,  c'est-à-dire  l'espace  ye/v/^e,  qui  est  limité  par  les 
trois  côtés  du  triangle,  est  le  lieu  des  origines  pour  les- 
quelles l'équation  générale  prend  la  forme  (i  ),  et  1  espace 
ouvert,  qui  est  la  partie  du  plan  couverte  de  liachure?, 
est  le  lieu  des  origines  pour  lesquelles  l'équation  géné- 
rale prend  la  forme  (2). 

On  aperçoit  donc,  et  il  n'est  guère  possible  de  donnei' 
à  ces  considérations  une  forme  plus  précise,  que  l'équa- 
tion (i)  coriespond  à  l'espace  ye/77/é^  comme  l'équa- 
tion (2)  à  Vcs^ace  ouvert,  et  que  la  transformation  par 
laquelle  on  passe  de  la  courbe  Cj  à  la  courbe  C,  revient 
à  substituer  à  un  élément  lié  à  l'espaccye/v/zé  l'élément 
correspondant  lié  de  la  même  façon  à  l'espace  ouvert. 
Ainsi,  le  cercle  inscrit  à  l'espace  fermé,  c'est-à-dire  le 
cercle  inscrit  au  triangle  géométrique  ABC,  se  transfor- 
mera en  le  cercle  inscrit  à  l'espace  ouvert,  c'est-à-dire 
le  cercle  exinscrit  au  triangle  dans  l'angle  A;  le  centre 
du  cercle  inscrit  se  transformera  en  le  centre  de  ce 
cercle  exinscril;  c'est  ce  que  confirme  le  calcul  direct. 

Abaissons  de  l'origine  O  les  perpendiculaires  OL, 
OM,  OM  sur  les  côtés  du  triangle  ABC,  et  appelons, 
comme  plus  haut,  À,  |ji,  v  les  angles 

(OL,  Ox).     (OM,  O^),     (ON,  0.T), 

connus  à  un  multiple  tie  27:  près. 

Nous  désignerons  par  c,  a,  h  les  valeurs  algébriques 
des  segments  k\^,  HC,  CA,  comptés  sur  les  directions 
positives  v  H-  -  j  À  -f-  -,  -j.  -f-  -• 


(  'h  ) 

Envisageons  des  svslèmes  de  points  et  de  droites  géo- 
niéliicjucnient  déllnis  par  rapport  au  triangle  ABC  et 
soit  une  relation  entre  les  segments  f|ui  aboutissent  à 
deux  de  ces  points,  l'un  des  deux  étant  pris  comme  ori- 
gine, et  entre  les  angles  de  deux  de  ces  droites,  l'une 
étant  choisie  comme  dioile  origine.  Si  pi,  Ot,  •  .  .,  ^p, 
0),,  oj.,,  .  .  .,  Wrt  sont  les  valeurs  algébriques  de  ces  seg- 
ments et  de  ces  angles,  celte  relation  se  mettra  sous  la 
forme  générale 

yipl,  pi.  ....  p/),  Wi,  t02.  ....  M„,  a,  h.  C,  V  —  ;j.,  ). /.  \X À  )  =:  o. 

Pour  cliacun  des  deux  cas  que  nous  ayons  distingués 
précédemment,  mettons  en  évidence  tians  la  formule 
générale  les  valeurs  aritliméliques  des  segments  o,, 
pa,  •  .  • ,  p/?,  rt,  h^  c  et  les  valeurs  de  sangles  ^éoiniitriques 
compris  entre  les  droites.  Nous  connaissons  dans  les 
deux  cas  les  valeurs  de  v  —  u.,  A  —  v,  a  —  A  en  fonction 
des  angles  A,  B,  C  du  triangle.  iJ'autie  part,  dans  la 
fig.  3,  a,  è,  c  sont  positifs;  dans  la  fi^.  4,  (i  est 
négatif,  h  et  c  sont  négatifs.  La  relation  algébrique 
i'ournit  pour  les  troi.s  figures  une  relation  géométrique 
entre  des  longueurs  et  des  angles.  Mais  la  relation  de  la 
fig.  5  se  ramène  à  celle  de  la  fig.  4-  Les  triangles 
de  ces  deux  figures  sont,  en  elfet,  homoiliéli(|ues  inverses 
et,  si  l'on  compte  deux  segments  homologues  sur  la 
même  direction,  les  vabmrs  algébriques  de  ces  segments 
sont  proportionnelles  et  de  signe  contraire.  Les  deux 
relations  étant  homogènes  par  rapport  aux  longueurs,  il 
suflit  donc  de  changer  le  signe  des  longueurs  dans  l'une 


pou 


r  obtenir  l'autre. 


Il  reste  ainsi  deux  formes  de;  la  relation  générale  entre 
les  segments  et  les  angles  du  système  de  points  et  de 
droites  géométriquement  délini  par  rapport  au  triangle, 
([ii'nn   déduit   l'une   de   l'autre,  lorsqu'on    remplace   les 
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côtés  n\  b' ^  c'  du  triangle  par  a\  —  b' ,  —  c',  cl  les 
angles  A,  B,  C  par  A,  B  —  (am  +  i)-,  C  +  {im  ■+■  i)-. 
Si  nous  interprétons  géométriquement,  pour  chaque  cas 
de  figure,  les  valeurs  algébriques  des  seguients  et  des 
angles  du  système,  nous  obtenons  deux  relations  géo- 
métriques entre  des  longueurs  et  des  angles  géomé- 
triques. 

Donnons  un  exemple.  Considérons  le  point  I  tel  que 
les  polynômes  X,  Y,  Z  aient  des  valeurs  égales;  abais- 
sons de  ce  point  la  perpendiculaire  sur  le  côté  va- 
riable BC  et  sur  cette  droite  prenons  une  direction  fixe 
comme  direction  positive.  Appelons  p  la  valeur  algé- 
brique du  segment  qui  a  son  origine  au  point  I  et  qui 
aboutit  au  pied  P  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce 
point  sur  le  côté  BC  Or,  le  côté  BG  l'estant  fixe,  le 
point  I  est  défini  indépendamment  de  la  position  de 
l'origine,  du  moins  quand  elle  reste  dans  une  même 
région  limitée  parles  trois  droites  AB,  BC,  CA,  et  indé- 
pendamment de  l'orientation  de  l'axe  Ox.  Donc  o  sera 
fourni  par  une  relation  où  n'entreront  que  les  éléments 
du  triangle  j\BC,  qui  sont  indépendants  de  la  position 
de  l'origine  et  de  l'orientation  de  l'axe  Ox,  c'est-à-dire, 
en  dernière  analyse,  les  éléments  «,  6,  c  définis  plus 
haut  et  les  difFérences  v  —  [j.,  \  —  v,  |ji  —  X.  Soit  cette 

relation 

/(p,  a,  6,  c,  V  —  [j,  X  —  V,  [j.  —  X)=  o. 

Puisque  pour  le  point  I  les  polynômes  X,  Y,  Z  ont  le 
même  signe,  ce  point  est,  par  rapport  à  chacun  des  côtés, 
dans  la  même  région  que  l'origine.  Donc,  dans  ]ajig.  3, 
le  point  I  est  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle,  et, 
dans  ]a  Jig.  4^  c'est  le  centre  du  cercle  exinscrit  au 
triangle  dans  l'angle  A. 

Interprétons  géométriquement,  dans  chacune  de  ces 
deux  figures,  la  relation  générale.  Si  la  direction  positive 


(  ^'  ) 

fixe  sur  laquelle  est  eomplé  le  segincnl  variable  IP  est 
convenablement  choisie,  pour  la  première  ligure,  p  est 
positif  et  égal  à  -h  /,,  /'(  étant  le  rayon  du  cercle  inscrit 
au  triangle  ABC.  D'ailleurs,  dans  ce  cas,  «,  è,  c  sont 
positifs  et  ont  pour  valeurs  cif,  Z>,,  »:(,  longueurs  des 
(ôtés  du  tiiangle  AlîC.  La  relation  générale  devient  la 
relation  géométri(jiie 

y"(  /'i ,  «1 ,  6) .  Cl ,  -  —  A ,  -2  //  -  H-  t:  —  B ,  —  T  —  C  —  2h-)  =  o. 

Dans  la  seconde  figure,  o  est  négatif  et  a  pour  valeur 
absolue  /v?,:»,  raj'on  du  cercle  exinscrit  dans  l'angle  A. 
D'autre  part,  a  est  négatif,  h  et  c  sont  positifs,  leurs 
valeurs  ai)solues  sont  «o^  ^21  <^2j  longueurs  des  côtés  du 
triangle.  La  relation  générale  revient  donc,  dans  ce  cas, 
à  la  relation  géométrique 

/( —  Ta, 2)  —  «2)  ^2,  Cz,  ■K  —  A,  ik-  —  B,  —  C  —  2/1-)  =  o. 
Cette  relation,  s'appliquant  à  tous  les  triangles,  devient, 
dans  \v.  triangle  3, 

f(—  ra,\,   —«1,    Oi,    Cl,  T.  —  A,  -I/CT.  —  B,  ^C  —  2kT.)  =  o. 

On  voit  que  l'élénient  —  /«  correspond  au  triangle 
ouvert,  comnie  l'élément  /"  correspond  au  Iriangleyè/'nie. 

Il  apparaît  ainsi  que  trois  droites  dans  un  plan  le  par- 
tagent en  quatre  espaces,  dont  un  fermé  cl  trois  ouverts, 
et  que  rélément  —  /correspond  à  l'espace  fermé,  comme 
les  éléments  /•«,  z'^,  /v,  ce  qui  revient  à  dire  que  les  élé- 
ments —  /',  /fl,  /•<:,,  7f  sont  les  solutions  d'un  même  pro- 
blème :  Calculer  le  rayon  d'un  cercle  tangent  à  trois 
droites.  Il  en  est  de  môme  des  éléments  — p^  p  —  /?, 
p  —  b,  p  —  c.  C'est  ce  que  confirme  le  calcul  direct; 
nous  avons,  par  exemple,  les  forniiilrs  bien  connues 
I         I  I  I 

1 i i ==0, 

/•        ra         ro        /> 

/-  -i-  /-fl  -i-  r/r,  -(-/>=  4  R7 

«-/•)(  Ta)  (r6)(/v)=-S2 
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et 

ra  f'o  -+-  ri,  /•(■  -4-  ra  /V  —  /•/•«  —  rr^  —  rrc  — ^ , 

d'une  part,  et,  d'autre  part, 

(—/>)(—  r)^{p  —  a)ra  =  {p  —  b)r/,=  (p  —  c)rc, 

—  p-T-ip  —  a)  -i-  (p  —  b)  -^  (  p  —  c)  =  o, 

{—P){P  —  «^)  iP  —  b)(p-  c)  =—  S2. 

Nous  avons  considéie  dans  nos  figures  des  triangles 
ABC  dont  les  côtés  varient  en  restant  parallèles  à  des 
directions  fixes,  mais  dont  on  peut  parcourir  le  con- 
tour ABCA  dans  le  sens  positif  des  angles  employés  en 
Trigonométrie.  Nous  disons  qu'ils  sont  orientés  positive- 
ment. Mais  il  est  d'autres  triangles  dout  les  côtés  sont 
parallèles  aux  mêmes  droites  et  dont  le  contour  ABCA 
est  parcouru  dans  le  sens  négatif  :  ils  sont  orientés  né- 
gativement. 

Prenons  un  triangle  de  chaque  espèce  et,  pour  chacun 
d'eux,  plaçons  l'origine  à  l'intérieur.  Dans  le  premier 
cas,  les  segments  c/,  ^,  csont  positifs  et,  dans  le  second, 
ils  sont  négatifs.  On  voit  ainsi  l'utilité,  pour  la  généia- 
lité  des  formules,  de  considérer  les  côtés  d'un  triangle, 
non  plus  comme  des  longueurs,  mais  comme  des  seg- 
ments. 

Il  est  de  même  utile  de  considérer  la  surface  d'un 
triangle  comme  une  quantité  algébrique.  On  lui  don- 
nera, par  exemple,  le  signe  +  pour  un  triangle  orienté 
positivement,  et  le  signe  —  pour  un  triangle  orienté 
négativement. 

La  transformation  à  laquelle  nous  sommes  parvenu 
n'est  pas  la  transformation  de  M.  Lemoine.  Or,  si  l'on 
se  reporte  à  la  première  Partie  de  ce  travail,  on  voit  que 
la  transformation  de  .M.  Lemoine  consiste  à  substituer 
symboliquemi  ni  à  l'espace  fei'mé  A'BC  l'espace  ouvert 


(  43  ) 
ABC  couvert  de  Uachures,  A,  et  A'  étant  deux  points 
symétriques  par  rapport  à  BC.  Notre  Iransfoiniation 
consiste,  au  contraire,  à  substituer  symboliquement  à 
l'espace  fermé  ABC  l'espace  ouvert  ABC,  relatif  à 
l'angle  A.  Pour  obtenir  la  transformation  de  M.  Le- 
moiiie  il  sufiit  d'ellectuer,  avant  notre  transformation, 
une  autre  transformation  qui  consiste  à  substituer  à 
l'espace  ft;rmé  A'BC  l'espace  fermé  ABC,  c'est-à-dire 
à  substituer  à  un  espace  fermé  orienté  négativemeni  uu 
espace  orienté  positivement. 

Donnons  un  exemple.  Notre  transformation  fait  cor- 
respondre, comme  nous  l'avons  vu,  —  /'  et  Va-  Mais  la 


Fi 
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transformation  qui  substitue  symboliquement  à  l'espace 
fermé  A'BC  l'espace  fermé  ABC  fait  évidcintuent  cor- 
respondre —  /'et  -f-  ''•  Doue,  par  la  transformation  de 
M.  Lemoine,  r  se  change  en  Va^,  c'est  ce  que  coulîrmele 
calcul. 
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[K23a] 
CONSTRUCTION   DE   LA   PERSPECTIVE    COMQIE 
»'l!l\E   SPHÈRE; 

Par  m.  m.  d'OGAGNE. 


Soient  (0  le  centre  de  cette  sphère  mis  en  perspective, 
ab  son  diamètre  parallèle  à  la  ligne  d'horizon. 

Si  3  et  A  sont  les  points  principaux  de  fuite  et  de  dis- 
tance, le  diamètre  perpendiculaire  au  tableau  a  sa  per- 
spective dirigée  suivant  (jys^  ses  extrémités  c  et  f/  se 
trouvant  à  la  rencontre  de  cette  droite  avec  Aa  et  AZ». 

Le  grand  cercle  horizontal  de  la  sphère  a  donc  pour 
perspective  l'ellipse  passant  par  a,  b,  c,  d  et  ayant  en  c 
et  d  des  tangentes  parallèles  à  ab.  Il  en  résulte  que  cd 
est  un  diamètre  de  cette  ellipse,  dont  le  centre  o  est,  par 
suite,  le  milieu  de  cd. 

Le  diamètre  conjugué  de  oc^  dirigé  suivant  la  paral- 
lèle menée  par  o  à  «è,  s'obtiendra  en  menant  à  cette 
ellipse  une  tangente  parallèle  à  pq.  Pour  cela,  opérons 
un  relèvement  de  front  autour  de  ab.  Le  cercle  horizon- 
tal de  la  sphère  se  relève  suivant  le  cercle  de  diamètre  ab, 
et  le  point  à  l'infini  sur  pq  se  relève  au  point  i  situé  sur 
la  perpendiculaire  élevée  à  ab  en  to  et  à  une  distance  toi 
de  ce  point  égale  à  C5  A.  Donc  les  tangentes  à  l'ellipse  abcd 
parallèles  à  pq  se  relèvent  suivant  les  tangentes  menées 
de  i  au  cercle  ab.  Traçons  l'une  de  ces  tangentes  iz. 
Quand  on  revient  à  la  position  primitive,  le  point  s  si- 
tué sur  la  charnière  ne  bouge  pas,  et  la  tangente  de- 
venant parallèle  à  pq  donne  le  demi-diamèlre  oe  conju- 
gué de  oc,  tel  que  oe  =  coe. 

L'ellipse  de  contour  apparent  de  la  sphère  est  l'en- 
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veloppc  (les  pcrspeclivcs  de  ses  cercles  de  front,  e'est- 
à-diie   des  cercles   ayant   pour  diamètres  les  cordes  de 
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l'ellipse  abcd,  parallèles  à  ah.  Il  en  résulte  d'abord  que 
ce  contour  apparent  a  un  axe  dirigé  suivant  cd .  En  outre, 
lorsque  la  corde  variable  vient  se  confondre  avec  la  tan- 
gente en  c  ou  en  d,  le  diamètre  du  cercle  correspondant 
étant  nul,  il  s'ensuit  que  les  points  c  et  d  sont  les  foyers 
de  l'ellipse  de  contour  apparent. 

Le  petit  axe  de  cette  ellipse,  dirigé  suivant  la  perpen- 
diculaire élevée  en  o  à  cd  est  nécessairement  égal  au 
maximum  de  la  corde  variable,  c'est-à-dire  au  diamètre 
conjugué  de  oc.  Nous  venons  de  voir  que  ce  diamètre 
est  égal  au  double  de  ojî.  11  nous  sufîit  donc  de  prendre 
sur  la  direction  du  petit  axe  oni  =  on  =  ojs.  Ayant  les 
somuiets  /;/  et  n  du  petit  axe  et  les  foyers  c  et  d,  nous 
obtenons  les  sommets  /;  et  </  du  grand  axe,  en  prenant 
sur  cet  axe  op  =  oc/  =  me. 

En  résumé,  la  construction  de  l'ellipse  de  contour 
apparent  de  la  sphère  ayant  ab  pour  diamètre  horizon- 
tal de  front  est  la  suivante  : 

Joindre  la  milieu  m  de  ah  [perspective  du  ccnlre) 
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ail  point  de  faite  principal 'O^  puis  les  points  a  et  b  au 
point  de  dislnnce  ])rincipal  A,  ce  qui  donne  sur  to'^  les 
points  c  et  d. 

Prendre  sur  la  perpendiculaire  élevée  en  co  à  ah  le 
segment  toi  égal  à  '^A  et  mener  du  point  i  au  cercle  de 
diamètre  ab  une  tangente  qui  coupe  ab  au  point  t. 

Sur  la  perpendiculaire  élevée  à  cd  en  son  milieu  o, 
porter  om  =  on  =:  (oô,  puis  sur  cd,  op  =  oq  =  me. 

L'ellipse  de  contour  apparent  cherchée  est  celle  qui 
a  pour  axes  mn  et  pq . 

Remarquons  c|ue  le  cercle  de  diamètre  ab  étant  la 
perspective  d'un  cercle  de  front  de  la  sphère  estbitan- 
gent  à  celte  ellipse.  D'après  la  construction  de  la  nor- 
male à  l'ellipse  donnée  dans  notre  Cours  ('),  la  corde  de 
contact  passe  par  le  point  A'  où  la  perpendiculaire  abais- 
sée de  to  sur  mp  rencontre  la  droite  qui  joint  le  point  o 
au  milieu  m.  de  nip. 


CONGRES  DE  ZURICH. 


L'abondance  des  niatièi'es  nous  a  seule  emprclié  jus- 
qu'ici de  constater  le  très  grand  succès  du  Congrès  in- 
ternational des  Mathématiciens,  dont  nous  avons  parlé 
plusieurs  fois,  et  qui  s'est  tenu  à  Zurich  an  mois  d'août 
dernier. 

Nous  espérons  pouvoir  donner  prochainement  le  texte 
des  résolutions  adoptées.  Bornons-nous  à  annoncer  que, 
d'après  les  décisions  prises,  le  prochain  Congiès  inter- 
national se  tiendra  à  Paris,  en  1900,  et  que  l'organisa- 


(')  Cours  de  Géométrie  descriptive  et  de  Géométrie  infinitési- 
male, \).  aSa,  note  au  bas  de  la  page. 
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lion    (Ml    est    confiée    à    la    Sociét.c    înailu'mtiluiuc   de 
Fi  an  ce. 

Ce  premier  essai  a  été  un  véritable  triom[)he  et  assure 
la  durée  et  la  solidité  de  cette  institution  nouvelle.  Le 
mérite  en  revient  pour  la  meilleure  pari  aux  Membres 
du  Comité  d'organisation,  qui  ont  droit  à  la  reconnais- 
sance de  tous  les  .Mathématiciens. 

La  Ri'nACTioN. 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  Lettre  de  M.  M.  d'Ocagne. 

....  Le  théorème  de  M.  Tany,  dont  j'ai  donné  récemment 
une  démonstration  géométrique  {^N.A.,  p.  474!  1897)  peut  s'é- 
tablir par  une  voie  tout  à  fait  élémentaire.  Reprenons  la  figure 
de  la  page  475  et  admettons  que  ab  pivote  autour  du  point  o. 

Le  rapport  — f  étant  constant,  et  le  triangle  abc  restant  sem- 
^  ob  ^ 

oc 
Mal)Ie  à  Ini-nicnie,  l'angle  boc  et  le  raijport  — r  sont  nécessaire- 

ob 

o-     1  7  oc        ^ 

ment  constants,  bi   donc  nous   posons  boc  =  to,  — r  =  A,  nous 

ob 

voyons  que  le  lieu  du  point  t"  s'obtient  en  prenant  la  droite  lio- 

mothétique  de  bb\  par  rapport  à  o,  le  rapport   d'homotliétie 

étant  À,  et  faisant  tourner  la  droite  ainsi  obtenue  de  l'angle  w 

autour  du  point  o. 

\\  suffit,  dès  lors,  pour  obtenir  la  tangente  au  lieu  du  point  c, 

lorsque  la  droite  ab  a  pour  envelop|)C  une  courbe  quelconque 

qu'elle   touche   au   point  o,  de  remarquer  que  cette  tangente 

n'est  autre  que  la  droite  que  décrirait  le  point  c  si  ab  pivotait 

autour  du  point  o,  droite  (jui  vient  d'être  déterminée 
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SOLITIOIVS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1539. 

(  1885,    p.  3r)2.  ) 

Ae  lieu  des  foyers  des  sections  faites,  dans  un  ellipsoïde 
de  révolution  aplati  par  un  faisceau  de  plans  passant  par 
une  même  droite  parallèle  à  l'axe  de  révolution,  est  une 
podaire  d'ellipse.  (Fouset.) 

SOLUTION 
Par  M.  E.  Bally. 

Proposons-nous  d'abord  le  problème  suivant  : 
On  donne  un  cercle  de  centre  O,  un  point  A,  et  le  cercle  de 
diamètre  OA.  On  joint  le  point  A  à  un  point  mobile  S  de  la 


première   circonférence,  AS  coupe  la  seconde  en  G  :  lieu  du 
point  F  qui  partage  le  segment  GS  dans  un  rapport  constant. 
Joignons  OC,  OS;  la  perpendiculaire  en  F  à  AS  coupe  OS 
en  T,  menons  TP  parallèle  à  AS.  On  a 

CF  _  OT  _  OP 

GS"  ~  ÔS  ~  OA' 

Le  rapport  ^=r;^  étant  constant,  le  point  T  décrit  un  cercle  de 

centre  O,  et  le  point  P  est  fixe.  TF  enveloppe  la  conique  anti- 
podaire  de  ce  cercle  par  rapport  au  point  P,  et  le  point  F  dé- 
crit la  podaire  de  cette  conique  relative  au  point  A. 
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Cette  conique  est  d'ailleurs  mie  ellipse,  une  hyperbole  ou 
un  système  de  deux  points  suivant  que  l'on  a  OP  <  OT, 
OF  >  OT,  OP  =  OT;  ou,  à  cause  de  l'égalité  des  deux  der- 
niers rapports,  OA  <  OS,  OA  >  OS,  OA  =  OS.  Le  lieu  est 
donc  une  podaire  d'ellipse,  d'hyperbole,  ou  un  système  de 
deux  cercles  tangents  au  point  A  aux  cercles  donnés,  suivant 
que  le  point  A  est  intérieur,  extérieur  à  la  première  circonfé- 
rence, ou  situé  sur  elle. 

On  s'assure  aisément  que  toute  podaire  de  conique  à  centre, 
relative  à  un  point  de  l'axe  focal  de  cette  conique,  peut  être 
ainsi  définie. 

Considérons  maintenant  la  quadriquc  engendrée  par  la  révo- 
lution d'une  conique  à  centre  autour  de  l'axe  no.n  focal  (ellip- 
soïde aplati  ou  hyperboloïde  à  une  nappe).  Les  sections  consi- 
dérées sont  semblables,  chacune  l'étant  à  la  section  méridienne 
qui  lui  est  parallèle. 

Figurons  le  cercle  équatorial  de  centre  O,  décrit  par  les 
sommets  de  l'axe  focal  de  la  méridienne  :  les  foyers  réels  des 
sections  sont  dans  le  plan  de  ce  cercle. 

Soit  A  la  trace  sur  ce  plan  de  la  droite  donnée  :  le  lieu  du 
centre  des  sections  est  le  cercle  de  diamètre  OA  (lieu  des  mi- 
lieux des  cordes  du  cercle  équatorial  qui  passent  en  A);  le  lieu 
de  leurs  sommets  est  le  cercle  équatorial.  Or,  G  et  S  étant  le 
centre  et  un  sommet  d'une  section,  et  F  le  foyer  voisin  de  S, 

1  tlF  ...   1,  .   .    ,    ,     , 

le  rapport  -::;k-  est  constant  et  égal  a  1  excenlricite  de  la  meri- 

dienne.  On  est  donc  ramené  au  problème  précédent. 

Suivant  que  la  droite  coupe,  ne  coupe  pas  ou  touche  lellip- 
soïde.  on  a  une  podaire  d'ellipse,  d'hy|)erbole  ou  un  système 
de  deux  cercles. 

Autre  solution  par  M.  Ducey. 


Question  1540. 

(  1883.   1).  3.)7..i 

Le  lieu  des  foyers  des  sections  faites,  dans  un  cylindre 
/larabo/ique,  par  un  faisceau  de  plans  passant  par  une 
niènie  droite  perpendiculaire  au  plan  diainéiral principal 
est  une  podaire  de  parabole.  (  FotnET.) 


(  5o  ) 


SOLUTION 
Par  M.  E.  Bally. 


Soit,  dans  le  plan  diamétral  princi|)al,  A  la  trace  de  la  droite 
donnée,   OD   la    génératrice   principale,   AO  la  trace  du  plan 
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perpendiculaire  à  OD  mené  par  A,  A  la  parallèle  à  OD  menée 
par  le  foyer  F  de  la  parabole  de  section. 

Soit  F'  le  foyer  d'une  section  d'axe  AO'.  Les  ordonnées  qui 
correspondent  dans  les  deux  paraboles  aux  points  d'abscisses OF 
et  O'X'  respeclivenient,  étant  égales,  on  a  : 

ÔF"  --=  ô'F.crx'. 

Menons  O' II  parallèle  à  OF;  on  aura 

Oh'=  O'F'.O'X', 

ce  qui  montre  que  F'  est  la  projection  de  II  sur  AO'.  La  paral- 
lèle à  AO'  menée  par  II  passe  en  un  point  fixe  P,  tel  que 
AP  =  OF.  La  droite  HF'  enveloppe  donc  la  parabole  antipo- 
daire  de  A  relative  à  P,  et  le  point  F'  décrit  la  podaire  de 
cette  parabole  relative  à  A. 

Si  la  droite  est  tangente  au  cylindre,  le  lieu  est  le  cercle  de 
diamètre  OF. 

Question  1749. 

(  1896,  p.  488.) 

On  sait  que  le  centre  de  gravité  de  l'aire  d'un  quadri- 
latère ABCD,  dont  les  diagonales  se  coupent  en  O,  est  le 
barycentre  des  cinq  points  A,  B,  C,  D  e^  O  affectés  des  coef- 
ficients I ,  I ,  I ,  I ,  —  1 . 

On  a  aussi  la  proposition  que  Toici  : 

L,e  centi-ç  de  gravité  d'un  octaèdre  dont   les  diagonales 
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AA',  BB',  ce  concourent  en   un  point  O   est  le  harycentre 
des  points    A,  A',  1},  B',  G,  G',  O    affectés    des    coefficients 

1 ,  I ,  .  .  .  ,  I ,  —  i.  (  FONTENÉ). 

soLLrroN 
Par  M.  E.  Hiîand. 

GonsitltMons  A  BA'B'  coiunic  base  commune  de  deux  pyra- 
tiiiile;^  (|ua(lrangulaiies;  soit  G  le  centre  de  gra\ité  de  l'aire  du 
.|iiadiiliil(;re,  son  coefficient  sera  3. 

c 


l'ortons  sur  C'C  la  longueur  G'O'  égale  à  O  et  affectons  les 
points  G,  G'  et  O  des  coefficients  i ,  i ,  —  i . 

Les  deux  points  G  et  G'  avec  les  coefficients  i,  i  pourront 
être  rem|)lacés  par  les  points  O  et  O'  avec  les  mêmes  coeffi- 
cients. Ge  qui  conduira  à  chercher  le  harycentre  des  points 
O'  et  G  affectés  des  coefficients  i  et  3.  Ge  harycentre  sera 
en  G'  sur  O'G'  et  au  quart  de  la  distance  à  partir  de  G. 

La  proposition  est  démontrée  si  G'  est  le  centre  de  gravité      C      y   a-a 
du  solide  considéré.  / 

Or,  on  peut  prouver  d'abord,  après  Lhuilier  (Annales  de 
Gergonne,  i8i,i-i8i3),  que,  si  l'on  a  un  solide  composé  de 
deux  pyramides  triangulaires  possédant  une  base  commune, 
en  prenant  le  point  O  de  percée  de  la  droite  GG'  avec  la 
hase  ABA',  puis  le  point  O'  tel  que  G'0'=GO,  le  centre  de 
gravité  du  solide  sera  sur  O'Gi  et  au  quart  à  partir  de  Gj 
(  Gi  étant  le  centre  de  gravité  de  la  hase).  En  effet,  soit  f\p  la 
masse  du  tétraèdre  G'ABA'  tX.  \q  celle  du  tétraèdre  G' ABA', 
on  aura  GO  :  0G'=  G'O'  :  O'G  =  />  :  ci. 

A  la  masse  \p^  on  substitue  les  ([iialro  masses />  aux  som- 
mets G,  A,  B,  A';  à  la  masse  \ri,  on  substitue  les  quatre 
masses   y    aux    sommets  G',  A,  B,  A'.  Les  trois  masses /> -î- </ 
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(les  sommets  A,  B,  A'  peuveiU  être  remplacées  par  une  masse 
3(y,_L.q,)  en  G]  ;  les  masses  />  et  gr  en  G  et  G'  peuvent  être 
remplacées  par  la  niasse  (p-i-q)  en  O'.  Donc,  finalement,  on 
peut  remplacer  toutes  les  masses  par  une  seule  en  G'i  située 
sur  O'Gi  et  au  quart  à  partir  de  G].  Donc,  Gj  est  le  centre  de 
gravité  du  solide  GABA'C. 

Gette  proposition  est  encore  vraie  si  la  base  commune  des 
deux  pyramides  est  un  quadrilatère  ABxV'B'.  En  le  décompo- 
sant en  deux  triangles  et  appelant  Gj  le  centre  de  gravité  du 
triangle  AA'B',  le  centre  de  gravité  du  solide  GAA'BG'  sera 
en  G',  situé  sur  O'Ga  et  au  quart  à  partir  de  G2. 

Le  centre  de  gravité  G'  du  solide  total  CABA'B'C  sera  sur 
G'i  G'j  en  un  point  G',  tel  que  l'on  ait 

G'i  G'  _  vol.CAB'A'C  _  B^  _  G^V  _  GjG 
Gnï'  ~   vol.  GABA'C'   ""   BO   ~  GTV  ~  G^G 

(O  étant  le  point  de  concours  des  diagonales  du  quadrilatère, 
V  le  point  de  rencontre  de  Gi  G2  avec  AA'  et  G  étant  tel  que 
G,V  =  GG2). 

Il  est  facile  de  voir  que  G  est  le  centre  de  gravité  du  qua- 
drilatère ABA'B',  et  à  cause  de 

G I  G        Gi G 

G^""  GTg' 

on  conclut  que  G'  est  sur  O'G  et  au  quart  à  partir  de  G. 

Cette  proposition  de  Lhuilier  est  vraie,  que  les  diagonales 
se  coupent  ou  ne  se  coupent  pas  en  un  même  point. 


ERRATA. 


3°  série,  t.  XVI,  1897  :  Page  493,  ligne  7,  en  rcmonUinl,  au  lieu  de 
relation,  lire  rotation. 

Page  496,  ligne  3,  au  lieu  de  peuvent  être  adjoints  ces  points, 
lire  peut  être  adjoint  le  point. 

Page  5oo,  ligne  10,  au  lieu  de  sur  le  cercle  K,  lire  à  rinlcriciir 
du  cercle  K. 

Page  5oo,  ligne  7,  en  remontant,  au  lieu  de  basée  sur  la  théorie 
des  fonctions  modulaires,  li/-e  faisant  la  base  de  la  théorie  des  fonc- 
tions modulaires. 

Page  593,  le  renvoi  au  bas  de  la  page  se  rapporte  à  M .  A.  Tiiévenet. 

Dans  le  renvoi,  au  lieu  de  1S79,  lire  1897. 


(  ^^^  ) 

[M'5h?] 

DEUXIÈME  COiNCOlIRS  DES  «  \011VELLES  AXMLES  » 
POUR  1897. 

Par  m.  E.  DUPORGQ  (  »  ). 


Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  appellerons  : 

i"  Cubique  ct/uilatèi-e  une  cubique  gauche  dont  les 
irois  asynipLotes  sont  deux  à  deux  rectangulaires. 
(Exemple  :  la  cubique  des  normales  à  l'ellipsoïde.) 

s*'  Tétraèdre  orthocentrique  un  tétraèdre  dont  li-s 
arêtes  opposées  sont  orthogonales.  Dans  un  tel  tétraèdre, 
les  hauteurs  sont  concourantes;  le  point  de  concours  des 
hauteurs  est  aussi  le  point  par  lequel  passent  les  perpen- 
diculaires communes  aux  arêtes  opposées;  enfin  ce 
tétraèdre  est  conjugué  par  rapport  a  une  sphère  qui  a 
son  centre  au  point  de  rencontre  des  hauteurs. 

Cela  posé,  on  propose  de  démontrer  les  propriétés 
suivantes  : 

I.  Si  deux  cordes  AB,  CD  d' une  cubique  équiiatère 
sont  orthogonales,  le  tétraèdre  ABCD  est  orthocen- 
trique. 

II.  Si  une  cubique  gauche  quelconque  passe  par  les 
sommets  d'un  tétraèdre  conjugué  par  rapport  à  une 
quadrique,  elle  est  circonscrite  à  une  infinité  de  té- 
traèdres conjugués  par  rapport  à  cette  qaadriijue. 

III.  Toute  cubique  équiiatère  circonscriie  à  un 
tétraèdre  orthocentrique  passe  par  le  point  de  ren- 
contre des  hauteurs  du  tétraèdre. 

(')  Mémoire  ayant  obtenu  le  prix. 
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IV.  Toute  cubique  passant  par  les  sommets  et  le 
point  de  rencontre  des  hauteurs  d'un  tétraèdre  ortho- 
centrique  est  équilatère. 

V.  Si  l'on  coupe  une  cubique  équilatère  par  une 
série  de  plans  parallèles,  le  lieu  des  points  de  rencontre 
des  hnuleurs  des  triangles  ayant  pour  sommets  les 
points  de  rencontre  de  la  cubique  et  des  plans  est  la 
sécante  double  de  la  cubique  normale  aux  plans  sé- 
cants. 

YI.  Soil  S  une  sphère  de  lajon  R  et  dont  le  cenlre  O 
est  sur  une  cubique  équilatère.  Il  existe  une  infinité  de 
tétraèdres  ABCD  inscrits  à  la  cubique  et  conjugués  par 
rapport  à  S. 

i"  Le  lieu  des  centres  de  gravité  de  ces  tétraèdres 
est  une  droite. 

1°  On  considère  les  sphères  S  circonscrites  aux  té- 
traèdres i\.BCD  ;  le  lieu  des  centres  de  ces  sphères  est 
une  droite.  —  Comment  se  déplace  cette  droite 
lorsque  O  restant  fixe  R  varie? 

3"  Chaque  sphère  S  coupe  la  cubique  en  deux  autres 
points  E  et  F.  Démontrer  que  ces  points  sont  fixes  et 
ne  dépendent  pas  de  R. 

4"  Lorsque  O  varie,  la  droite  EF  décrit  une  qua- 
drique  et  le  plan  OEF  enveloppe  un  cône  du  deuxième 
degré. 

5°  Lorsque  O  varie,  le  milieu  de  EF  décrit  une 
cubique  équilatère. 

Nous  commencerons  par  rappeler  que,  s  il  existe  un 
triangle  inscrit  à  une  conique  C  et  conjugué  à  une 
conique  C,  il  en  existe  une  infinité  jouissant  de  la  même 
propriété  :  on  dit  que  la  conique  C  est  harmoniquement 
circonscrite  à  la  conique  C.  De  môme,  une  quadrique  Q' 
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t'sl  liarinoniquenieiu  circonscrite  à  une  quadrique  Q, 
quand  il  existe  un  l<'lraèdre  à  la  fois  inscrit  à  Q'  et  con- 
jugué à  Q,  et  il  y  a  alors  une  infinité  de  tétraèdres  ana- 
logues. A  ces  propriétés  correspondent  par  dualité  des 
propriétés  relatives  aux  coniques  ou  aux  quadriques 
harinoniqueinent  inscrites. 

La  condition,  qui  exprime  rpi  une  conique  ou  qu'une 
quadrique  est  liarinoniquement  circonscrite  à  une 
conique  ou  à  une  tpiadrique  donnée,  étant  linéaire,  on 
voit  que,  si  deux  coni(]ues  ou  deux  quadriques  sont  har- 
jiioniqueinent  circonscrites  à  nue  troisième,  il  en  sera 
de  même  de  toutes  les  coniques  ou  quadriques  du  faisceau 
linéaire  déterminé  par  les  deux  premières.  En  parti- 
culier : 

Elant  donnée  une  conicjue  C  harnioniquenient  cir- 
conscrite à  une  conique  C,  si  un  quadrangle  inscrit 
dans  C  est  tel  que  V un  des  couples  de  ses  côtés  opposés 
soit  formé  de  deux  droites  conjuguées  à  C,  il  en  est  de 
même  des  deux  autres  couples. 

Par  dualité,  cette  propriété  se  transforme  en  la  sui- 
vante qui  nous  servira  dans  la  suite  : 

Etant  donnée  une  conique  C  hnrmojuquement  in- 
scrite à  une  conique  C,  si  un  quadrilatère  circonsciit 
à  C!  est  tel  que  l'un  des  couples  de  ses  sommets  opposés 
soit  formé  de  points  conjugués  à  C,  il  en  est  de  même 
des  deux  autres  couples. 

I.  Ceci  posé,  soient  A,  13,  C,  D,  L,  M,  N  sept  points 
d'une  cubique  gauclie  quelconque.  Considérons  la 
conique  suivant  laquelle  cette  cubique  se  projette  du 
])oinl  A  sur  le  plan  LMN  :  à  celte  conique  sont  inscrits 
le  triangle  LMN  et  le  triangle  formé  par  les  traces  du 
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trièdre  ALîCD  :  ces  deux  triangles  étant  inscrits  à  une 
même  conique,  il  existe,  comme  on  sait,  une  conique 
tangente  à  leurs  six  côtés  :  oxi  déduit  de  là  que  la 
conique,  inscrite  au  triangle  LMN  et  tangente  à  deux 
faces  du  tétraèdre  ABCD,  est  tangente  aux  deux  autres 
faces.  Autrement  dit  : 

Si  sept  points  A,  B,  C,  D,  L,  M  et  N  apparliennent 
à  une  même  cubique  gauche,  il  existe  une  conique  F, 
inscrite  à  la  fois  au  triangle  LMlY  et  au  quadrilatère 
formé  par  les  traces  du  plan  LMN  sur  les  faces  du  té- 
traèdre ABCD. 

Si  les  points  L,  M  etN  sont  les  points  à  l'infini  d'une 
cubique  gauche  équilatère,  c'est-à-dire  les  sommets  d'un 
triangle  conjugué  à  l'ombilicale,  la  conique  F  sera  liar- 
moniquement  inscrite  à  l'ombilicale  et  inscrite  au  qua- 
drilatère qui  admet  pour  sommets  les  points  à  l'infini 
des  arêtes  du  tétraèdre  ABCD.  Si  donc  deux  sommets 
opposés  de  ce  quadrilatère  sont  des  points  conjugués  à 
l'ombilicale,  il  en  sera  de  même  des  deux  autres  couples 
de  sommets  opposés  :  autrement  dit,  si  deux  arêtes 
opposées  du  tétraèdre  ABCD  sont  orthogonales,  il  en 
sera  de  même  de  deux  arêtes  opposées  quelconques,  et 
ce  tétraèdre  sera  orthocentrique. 

II.  Soit  F  une  cubique  gauche  circonscrite  à  un 
tétraèdre  T  conjugué  à  une  quadrique  Q  ;  toutes  les  qua- 
driques  qui  contiennent  celte  cubique  sont  alors  harmo- 
niquement  circonscrites  à  Q  :  par  suite,  a  étant  un 
point  quelconque  de  F,  elles  couperont  le  plan  polaire  P- 
de  a  par  rapport  à  Q  suivant  des  conic|ues  harmoni- 
quement  circonscrites  à  cette  quadrique.  Or  ces  coniques 
ne  sont  évidemment  assujetties  qu'à  passer  par  les  trois 
points    |i,  Y  et   o  où   le  plan  P  coupe  la  cubique   F  :   il 
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faut  donc  que  le  liiangle   Jjvo  soit  conjugué  à  la  qua- 
drique  Q.  Ainsi   : 

Le  plan  jwlaire  P  d'un  point  (piclconque  a  de  la 
cubique  Y  coupe  cette  courbe  aux  trois  sommets  d'un 
triangle  conjugué  à  la  quadrique  Q. 

Réciproquement  : 

Si  un  triangle  [jyo  inscrit  à  la  cubique  V  est  con- 
jugué à  la  quadrique  Q,  le  pôle  a  du  plan  Tivo  par 
rapport  à  Q  sera  sur  la  cubique. 

En  etFet,  le  plan  polaire  de  p  par  rapport  à  Q  doit 
couper  la  cubique  aux  sommets  d'un  triangle  conjugué 
à  Q,  et,  comme  y  et  o  sont  deux  de  ces  sommets,  le  troi- 
sième est  nécessairement  a. 

Nous  dirons  que  la  cubique  F  est  harinoniqucnient 
circonscrite  à  la  quadrique  Q. 

m  et  IV.  Supposons  que  le  tétraèdre  T  soit  ortlio- 
centrique  et  que  la  quadrique  Q  soit  la  sphère  S  con- 
juguée à  ce  tétraèdre.  D'après  ce  qui  précède,  toute 
cubique  gauche  circonscrite  au  tétraèdre  T  et  passant 
par  le  centre  O  de  ^  coupera  le  plan  polaire  de  O  par 
rapport  à  S,  c'est-à-dire  le  plan  de  l'infini,  aux  trois 
sommets  d'un  triangle  conjugué  à  l'ombilicale  :  autre- 
ment dit,  cette  cubique  sera  équilatère. 

Réciproquement,  toute  cubique  équilatère  circon- 
scrite au  tétraèdre  T  passera  par  le  point  O. 

V  .  Soient  B,  C,  D  les  points  d'intersection  d'une  cu- 
bicjue  équilatère  avec  un  plan  P,  et  AO  la  sécante  double 
de  celte  cubique,  normale  au  plan  P.  11  existe  une 
sphère  S  de  centre  O  telle  que  le  point  A  soit  par  rap- 
|)Ort  à  elle  le  pôle  du  [)lan  P,  el  la  cubique  F  est  liarnio- 
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niquemeiit  ciiconsciile  à  celte  sphère,  puisqu'elle 
passe  par  sou  centre  et  qu'elle  est  équilalère.  Le  té- 
traèdre ABCD  est  donc  conjugué  à  la  sphère  S,  et  la 
droite  AO  passe,  par  suite,  par  rorthocentre  du 
triangle  BCD.  Ce  point  décrit  donc  bien  la  droite  AO 
quand  le  plan  P  se  déplace  parallèlement  à  lui-nièuie. 
Si  le  plan  P  est  perpendiculaire  à  une  tangente  à  la 
cubique,  la  sécante  AO  se  confond  avec  cette  tangente, 
et  le  Irièdre  ABCD  est  trirectangle. 

VI.  Nous  venons  d'oblenir  une  infinité  de  té- 
tiaèdres  ABCD  inscrits  à  la  cubique  F,  admettant 
même  orthocenlre  O  et  un  ^ommet  commun  A.  Il  est 
facile  de  voir  (jue  les  sphères  S  circonscrites  à  ces  té- 
traèdres passent  par  un  cercle  fixe. 

11  existe,  en  elî'et,  une  quadrique  H  passant  par  la 
cubique  F  et  admettant  pour  direction  de  plan  cjclique 
celle  du  plan  P  ;  soit  Q  la  direction  conjuguée  de  plans 
cycliques.  La  quadrique  H  et  la  sphère  S  ont  en  com- 
mun la  circonférence  (BCD)  :  elles  ont  donc  une  autre 
circonférence  commune,  et  celle-ci  est  évidemment  la 
section  de  la  quadrique  H  par  le  plan  de  direction  Q 
mené  par  A,  c'est-à-dire  la  circonférence  (AEF),  en  dé- 
signant pai-  E  et  F  les  points  où  ce  plan  coupe  la  cu- 
bique. 

i",  2°  et  3"  (  '  ).  Ainsi,  si  l'on  considère  deux  tétraèdres 
orthoceniriques,  inscrits  à  la  cubique  F,  ayant  même 
orthocentre  O,  et  admettant  un  sommet  commun  A, 
les  sphères  circonscrites  à  ces  tétraèdres  passent  par 
deux  mêmes  points  E  et  F  de  la  cubique.  11  est  facile  de 
voir  que  (^ette  condition,  imposée  aux  tétraèdres,  d'avoir 


(')  Ces  trois   parties  sont  résolues  dans  l'ordre  inverse  de  celui 
dans  lequel  elles  sont  énoncées. 
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un  sommet  commun,  est  supeifliie  cl  que  les  points  E 
et  F  ne  dépendent  ([uo  du  point  O. 

Soient,  en  effet,  ABCD  et  A'H'C'D'  denx  tétraèdres 
ortliocentriques  inscrits  à  T  et  de  même  orlhocentre  O. 
Considérons  le  plan  B'C'D"  mené  pat-  B'  parallèlement 
au  plan  BCI),  et  qui  coupe  la  cubi(|ue  en  C"  et  D".  Les 
tétraèdres  ABCD  et  A'B'C'D'  ont  cliacun  un  sommet 
commun  avec  le  tétraèdre  AB'C'fy,  qui  admet  égale- 
ment O  pour  orlhoceulre.  Par  suite,  les  sphères  circon- 
scrites aux  deux  premiers  tétraèdres  coupent  la  cubique 
en  deux  mêmes  points  de  la  sphère  circonscrite  au  troi- 
sième. 

On  sait  (juinn;  sphèie  liarmoniquement  circonscrite 
à  une  quadrique  en  coupe  orlhogonalement  la  sphère 
orthopiique  ;  si  donc  les  tétraèdres  ABCD  considérés 
sont  conjugués  à  une  même  sphère  i]  de  rayon  R,  les 
sphères  S  couperont  orthogonalement  la  sphère  de 
centre  O  et  de  rayon  Ry/^.  Comme  elles  doivent,  d'autre 
part,  passer  par  les  points  E  et  F,  elles  auront  une 
circonférence  commune  dans  le  plan  OF!F  et  leurs 
centres  to  seront  sur  une  même  perpendiculaire  A  à  ce 
plan  ;  cette  droite  A  se  déplacera  parallèlement  à  elle- 
même  dans  le  plan  perpendiculaire  au  milieu  du  seg- 
ment EF,  cjuand  le  rayon  R  variera. 

Soient  G  le  centre  de  gravité  d'un  des  tétraèdres  con- 
sidérés, g  le  eentie  de  gravité  de  l'une  de  ses  faces, 
enlîn  O),  G|  et  (o,  les  projections  orthogonales  sur  cette 
face  des  points  O,  G  et  to.  On  sait  que  G|  divise  le  seg- 
ment O,^  dans  le  i-apport  f,  et  que  g  divise  le  seg- 
ment 0|(o,  dans  le  rapport  |.  Il  en  résulte  que  G,  est 
le  milieu  de  O,  o),  cl,  par  suite,  G  le  milieu  de  Oto. 
Le  lieu  du  point  (t  est  donc  la  droite  parallèle  à  A,  située 
dans  le  plan  OA  el  équidisiante  de  la  dioite  A  et  du 
point  O. 
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4°  A  tout  point  O  cU;  la  cubique  Y  correspond,  comme 
nous  l'avons  vu  précédemment,  une  sécante  double  EF  -, 
de  notre  démonstration  il  résulte  de  plus  que,  si  O' 
désigne  un  point  quelconque  de  la  cubique,  auquel 
correspond  de  même  une  sécante  double  E'F',  les 
plans  O'EF  et  OE'F'  sont  parallèles,  leur  direction 
commune  et  celle  des  plans  normaux  à  OO'  étant  deux 
directions  cycliques  conjuguées  d'une  même  qua- 
drique  H,  contenant  la  cubique  F. 

Par  un  point  arbitraire  Q  menons  le.«  parallèles  Qa 
et  ùa'  aux  cordes  EF  et  E'F'  ;  quand  le  point  O'  se  rap- 
proclie  indéfiniment  du  point  O  sur  la  cubique,  le 
plan  Qaa'  tend  à  devenir  le  plan  tangent  le  long  de 
l'arête  Oa  au  cône  engendré  par  cette  droite,  et  sa  direc- 
tion coïncide  alors  avec  celle  du  plan  OEF  ;  nous  voyons 
donc  que  : 

Si  l'on  considère  le  cône  décrit  par  la  droite  Oa,  le 
plan  OEF  est  parallèle  au  plan  tangent  à  ce  cône  le 
long  de  l'arête  Qy.. 

Nous  allons  cherclier  à  déterminer  ce  cône.  Remar- 
quons, à  cet  elFet,  que  la  direction  du  plan  Qy.yJ  et  celle 
des  plans  normaux  à  00',  directions  cycliques  conju- 
guées d'une  quadrique  H  passant  par  la  cubique,  sont 
aussi  des  directions  cycliques  du  cône  asymptote  de  cette 
(juadrique,  cône  dont  trois  arêtes  sont  parallèles  aux 
asymptotes  de  la  cubique  F.  Considérons  le  trièdre 
0X1 Z  formé  par  les  parallèles  menées  par  le  point  O  à 
ces  arêtes  :  il  nous  suffit  évidemment  de  prendre  les 
points  d'intersection  i,  2,  3  des  arêtes  du  trièdre  OXYZ 
avec  un  plan  normal  à  00',  et  de  faire  passer  par  ces 
trois  points  une  spbère  qui  coupe  les  arêtes  en  trois 
nouveaux  points  i',  a',  3'  pour  obtenir  un  plan  l'a'S', 
parallèle  aux  plans  O  E'F' et  O'EF.  Remarquons  que  les 
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droiu^s  I  :i  cl  i'>.'  sont  anliparallèles  dans  l'angle  XOY; 
])ar  suile,  coiunie  la  projection  sur  le  plan  XOY  de  la 
normale  00'  au  plan  i  2  3  (-st  perpendiculaire  à  la 
droite  i  "2,  cette  projection  et  la  trace  du  plan  OE'F'  sont 
symétriques  par  rapport  aux  côtés  de  l'angle  XOY.  Il  eu 
est  de  même  pour  l(;s  autres  faces  du  trièdre.  On  déduit 
aisément  de  i.à  la  propriété  suivante  :  soient  Ox  et  Oy 
les  traces  des  faces  ZOX  et  ZOY  sur  un  plan  quelconque 
normal  à  OZ;  soit  ni  la  trace  sur  ce  plan  de  la  droite  00', 
et  M  la  droite  qui  joint  les  projections  de  m  sur  Ox  et 
Oy  :  In  plan  OE'F'  et  le  plan  OM  sont  sjrnétriq ues  par 
rapport  à  la  droite  OZ. 

Or,  il  est  facile  de  voir  que  si  le  point  /«décrit  une 
hyperbole  passant  par  O  et  ayant  des  asymptotes  paral- 
lèles à  Ox  et  Oj',  la  droite  M  passera  constamment  par 
le  centre  a  de  cette  hypei-bole^  c'est  justement  ce  qui  a 
lieu  quand  le  point  O'  décrit  la  cubique  :  l'hyperbole 
équilatère  décrite  par  le  point  JM  a  alors  pour  asym- 
ptotes les  traces  sur  le  plan  xOj  des  plans  déterminés 
par  le  point  O  et  par  les  asymptotes  de  la  cubique  res- 
pectivement parallèles  à  Ox  et  Oy  :  la  droite  Oa  s'ap- 
puie donc  sur  ces  deux  asymptotes,  et  le  plan  OE'F' 
passe  constamment  par  la  symétrique  de  Oa  par  rap- 
port à  OZ.  Nous  retrouvons  donc  ainsi  que  ce  plan  passe 
[)ar  une  droite  fixe,  que  nous  savons  parallèle  à  EF. 
Ainsi  : 

La  litoite  EF,  correspondant  à  un  point  O  de  la 
cubique,  est,  en  direction,  symétrit/ue,  par  /apport  à 
l'une  quelconque  des  asymptotes  de  la  cubique,  de  la 
droite  qui  passe  par  O  et  rencontre  les  deux  autres 
asymptotes. 

Or,  cette  droite  0«,  qui  s'appuie  sur  la  cubique  et 
deux  de  ses  asymptotes,  A.t  it  A, ,  engendre  évidemment 
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une  quadrique  U.  (^)iiand  le  point  O  s'éloigne  à  l'infini 
dans  la  direction  de  A^,  la  droite  Oa  coirespondante  est 
la  parallèle  à  A^  qui  rencontre  A^  et  A^-,  c'est-à-dire  la 
génératrice  parallèle  à  A^  dans  l'hyperholoïde,  H,  défini 
par  les  trois  asymptotes  :  les  plans  asymptotes  aux  qua- 
driques  U  et  H  menés  par  l'asymptote  A^  sont  donc 
confondus.  Si,  maintenant,  par  un  point  fixe  Q,  nous 
menons  les  parallèles  aux  droites  Oa,  elles  engendrent 
un  cône  du  second  degré  qui  passe  par  la  parallèle  il^  à 
As,  et  le  plan  langent  à  ce  cône  le  long  de  celte  généra- 
trice a  la  direction  du  plan  asymptote  que  nous  venons 
de  considérer.  Les  parallèles  iîa  aux  droites  EF,  étant 
symétriques  des  droites  Ùa  par  rapport  à  Q'Ç,  engendre- 
ront un  cône  du  second  degré  ayant,  le  long  de  Q(!^,  le 
iiiènie  plan  tangent  que  le  cône  des  droites  Ùa.  \ous 
trouverions  de  même  les  plans  tangenls  au  cône  décrit 
par  Qa,  le  long  des  généraliices  parallèles  à  Ox  et  Oj, 
et  nous  en  concluons  que  : 

Le  cône  engendré  par  les  parallèles  Oa  à  EF  est 
identique  au  cône  asymptote  de  l'hyperholoïde,  H, 
qui  passe  par  les  trois  asymptotes  de  la  cubique. 

Les  droites  EF  décrivent  donc  la  quadrique  liomo- 
thétique  à  ce  cône  et  qui  passe  par  F,  et,  comme  nous 
avons  vu  que  le  plan  OEF  est  parallèle  au  plan  tangent 
à  ce  cône  le  long  de  l'arête  Qa,  nous  obtenons  finale- 
ment le  résultat  suivant  : 

La  droite  EF  engendre  une  quadrique  passant  par 
la  cubique  F,  et  ayant  le  même  cône  asymptote  que 
l'hyperholoïde  H,  qui  passe  par  les  trois  asymptotes 
de  cette  cubique.  Ce  cône  asymptote  est  d'ailleurs 
l'enveloppe  du  plan  OEF. 

5"   Projetons  orthogonalemeul   la  cubique   F  sur   un 
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j)lan  peipcndiculaire  ;i  l'asymptote  A;  :  nous  obtenons 
une  hyperbole  équilatèie,  y,  passant  par  la  trace />  de  A^ 
cl  admettant  pour  asymptotes  les  projections  des  asym- 
ptotes Aj^-et  Ay.  Soit  a  son  centre,  co  le  milieu  de  pa  et  q 
le  symétrique  de  p  par  rapport  à  a.  Le  [)oiiil  w  est  évi- 
demment la  projection  du  ccnli'c  de  l'hyperboloïde  H, 
qui  coïncide,  comme  nous  venons  de  le  voir,  avec  celui 
de  la  quadrique  Q  engendrée  par  EF.  Le  plan  A^ay 
étant  d'ailleurs  un  plan  asymptote  de  la  quadrique  Q 
la  coupe  suivant  deux    dioitcs    parallèles   à  A;    :   celle 


des  généra- 
trices EF  (sécantes  doubles  de  la  cubique)  se  projette 
évidemment  au  point  rj  :  le  point  r,  symétrirpie  de  y 
par  rapport  à  oj,  est  donc  la  projection  de  l'autre,  qui 
appartient  au  système  dillérent  de  génératrices  et 
rencontre,  [)ar  conséquent,  toutes  les  droites  EF. 
Les  projections  de  celles-ci  passent  donc  pai-  ;•;  le  lieu 
du  milieu  des  cordes  EF  a  donc  pour  projection  le 
lieu  des  milieux  des  segments  interceptés  par  l'iiypei- 
bole  V  sur  les  droites  passant  par  /'.  Or  ce  dernier  lieu 
est  évidemment  l'hyperbole  symétrique,  par  rapport 
à  (L),  de  l'hypcibole  ^'.  Les  points  de  la  (juadrique  Q  qui 
se  pi'ojctlent  sur  ce  lieu  sont  donc  diamétralement 
opposés  à  ceux  de  la  (  ubiijuc  T.    Donc  : 

Le  lieu   (les  milieux  des  eu/des  VA'   est   In  ciihuiiie 


(  ^>4  ) 

gauche  symétrique   de  la   cubique  F  par  rapport   au 
centre  de  Vlijperholoïde  H. 

[I12b] 

SIR  LES  FORMES  ARITIIMÉTIOUES  LINÉAIRES  A  C0EFFICIE1\TS 
RÉELS  QIIELCO^OUES; 

Par    m.    a.     HURWITZ. 


Gottinger  Nachrichten,  1897.  Cahier  XV. 


Traduit  avec  l'autorisation  de  l'auteur  par  M.  L.  LAUGEL. 


M.  Minkowski,  dans  son  Livre  Géométrie  der 
Zaliien  (  '  )j,  a  énoncé  et  démontré  le  théorème  suivant, 
remarquable  tant  par  son  caractère  élémentaire  que  par 
les  nombreuses  applications  qu'il  comporte  : 

Dans  n  formes  linéaires  homogènes  entières  à  n  va- 
riables, à  coejjicients  réels  quelconques  et  de  détermi- 
nant A  di/férent  de  zéro,  on  peut  toujours  donner  aux 
variables  des  "valeurs  numériques  entières  qui  ne  soient 
pas  toutes  nulles  et  telles  que  chacune  des  formes  ait 
une  valeur  absolue 

.<  v/^[bs7Â. 

(')  H.  Minkowski,  Géométrie  des  nombres,  p.  lo^  ;  Leipzig,  1896. 
Relativement  aux  applications  du  théorème  à  la  théorie  des  formes 
quadratiques  et  à  la  théorie  des  corps  de  nombres  algébriques,  com- 
parez §  14-47  du  Livre  précité,  et  ensuite  le  Mémoire  de  M.  Minkowski, 
Sur  les  formes  quadratiques  positives  et  les  algorithmes  ana- 
logues aux  fractions  continues  {Journal  de  Crelle,  t.  107,  p.  278 
et  suiv.),  et  le  Compte  rendu  présenté  par  M.  Hilbert  à  la  Deutsche 
Rlathcmatiker  Vereinigung  :  la  Théorie  des  corps  de  nombres  algé- 
briques, théorèmes  42-i7  et  théorème  50. 


(()5  ) 
M.  Miiikowski  m'a  communiqué  une  démonstration 
purement  arilhméli(:(uedece  théorème, due  àM.  Hilbert, 
et  qui  sera  reproduite  dans  le  second  fascicule  de  la 
Géométrie  des  nombres.  Inspiré  par  cette  Communica- 
tion, j'ai  trouvé  une  nouvelle  démonstration,  reposant 
sur  des  principes  analogues,  où  l'on  emploie  des  mé- 
thodes auxiliaires  très  simples,  et  qui  se  recommande 
par  son  peu  de  longueur.  J'expose  cette  démonstration 
dans  les  pages  suivantes. 

I 

Soient 

n  formes  linéaires  à  coefficients  numériques  entiers  des 
variables  «,,  ii,,  ■  ■  -,  ««•  Le  déterminant  de  ces  formes, 
dont  la  valeur  absolue  sera  désignée  par 

(2)  abs  I  a^i  j  =  D, 

sera,  par  hypothèse,  différent  de  zéro. 

Conformément  aux  définitions  de  Kronecker,  deux 
formes  linéaires  cp,  'l  à  coefficients  numériques  entiers 
des  variables  «),  «2,  . . .,  w«  seront  dites  congrues  pour 
les  modules  y,  ,y"o,  ...,  /),,  c'est-à-dire  satisferont  à  la 
formule 

(3)  cp  =  t};         (motl/,,/2,  ...,/„), 

lorsque  la  différence  '^ — '!»  est  représenlable  sous  la 
forme 

(4)  c?  — '^  =  ^i/i-Har2/2-t-...-)-a^„/„, 

OÙ  Xi,  X.,,  ■■.■,  x,i  désignent  des  nombres  entiers.  Au 
cas  contraire,  o  et  '}  sont  dites  incongrues  pour  les 
modules/, , y.,  ...,/«. 

Maintenant  le  point  essentiel  sut  lequel  repose  la  dé- 


(66  ) 
niouslralion    que    nous  allons  exposer  est  le   théoièiiie 
suivant  : 

Le  nombre  des  formes  linéaires  incongrues  pour  les 
modules  f  y ,  /o,  .  .  .,  fn  esL  égal  à  D. 

Ce  lliéorème  a  déjà  été  démontré  diiréremment  sous 
une  autre  forme  (  '  ).  iNéanmoins,  pour  éviter  les  lacunes, 
nous  l'établirons  ici  rapidement. 

Si  l'on  désigne  par  k  un  des  nombres  i ,  2,  .  .  .,  77,  la 
congruence 

où  les  nombres  entiers  ô^,  o^Ji^,,  oyi,„  doivent  être  re- 
gardés comme  les  inconnues,  possède  des  solutions 
où  0/;  est  un  nombre  positif  (qui  n'est  pas  nul).  En 
effet,  on  a  évidemment 

Du,,  =  o(  mod  /,,  /o /„). 

Parmi  les  solutions  de  (5),  clioisissons-en  une  où  o/; 
soit  positif  et  le  plus  petit  possible,  et  posons  alors 

(  6  )      gk  =  0/,  ^a•  -+-  0/:J,+i  U/c^i  —  .  .  .  -i-  0/,,„  Ua      (A'  =  I  ,  5.,  ...,  n). 

Si  o  est  une  forme  linéaire  quelconque  h  coefficients 
numériques  entiers,  on  peut  choisir  les  nombres  ?, , 
t2,  . . .,  t„  tels  que  la  forme 

(7)  ^  —  flg'l—fiS'l  —  ---—  tngn  —  Pi«i  +  Coi/.2-f----+C/t"n 

satisfasse  aux  conditions 

(8)  oîci<oi,        o;|c2<02,         ....         olc„<o„. 


(')  Comparez,  par  exemple,  Frobenius  :  Théorie  des  formes  li- 
néaires à  coefficients  entiers  {^Journal  de  Crelle,  t.  86,  p.  17/1  et 
siiiv.). 


(  ^7  ) 
Eiisuitr  Jeux  formes  difrérentes 

II))  C^Ux~  CiU.,-.-.  .  .—  C„ll„ 

salisfaisaiit  à  ces  conditions  ne  peuvent  pas  cire  con- 
grues ])our  les  modules/i,/2i  ■  •  •■,  fu^  car,  en  les  retran- 
rliaiit  l'une  de  lautrc,  on  obtiendrait  une  forme  dont 
rexislence  est  exi;lue  par  le  mode  même  de  détermina- 
tion des  formes  gk- 

De  là  résulte  que  chaque  forme  linéaire  cp  est  con- 
grue à  une  seule  et  unique  des  ô,  Oo,  .  o^  formes  (9)  qui 
sont  caractérisées  par  les  inégalités  (8).  En  particulier, 
chaque  forme  congrue  à  zéro  pour  les  modules  y"), 
yo,  . .  -^  fn  est  re[)résenlable  sous  la  forme 

d'où  il  résulte  que  non  seulement  les  formes  g^^ 
gii  ■■■'  gn  peuvent  être  exprimées  sous  la  forme  de 
fonctions  linéaires  homogènes  à  coeflîcients  numériques 
entiers  des  formes  /,,y2,  ...,/*,<,  mais  eiicore  que  la 
léciproque  (  '  )  est  vraie.  Par  conséquent,  les  valeurs 
absolues  des  déterminants  des  deux  systèmes  de  formes 
sont  identiques  et,  par  suite,  le  nombre  0,02...  3„ 
des  formes  linéaires  incongrues  pour  les  modules  f^, 
fn,  .  ..,/«  est  égal  à  D. 

II. 

Soit  /  -h  I  le  premier  nombre  entier  qui  surpasse  \/  D, 
en  sorte  que  l'on  ait 

(i)  /-"S  D  <('r-hi)". 

Parmi  les  (  /•  -f-  1)"  formes 

(•2)  r,  «1  H- C2f<2 -+-•••— c„a„, 


(')  Par  la  réciproque,  nous  entendons  les  mêmes  quatre  dernières 
lignes  du  texte  où  l'on  remplacera  g  par/  cl/  par  g.        L.  F-. 


(  68  ) 
qui  sont  caractérisées  par  les  inégalités 
(3)  olcil/-,         »Sci±r,         ...,         o|c,.,^/-, 

il  en  existe  alors  certainement  deux  différentes,  qui  sont 
congrues  pour  les  modules  fiif-î^  ...,/„.  La  forme 

c|ue  Ton  obtient  en  retranchant  l'une  de  l'autre  deux 
pareilles  formes,  a  ses  coefficients  compris  entre  —  /• 
et  +  r,  et,  par  conséquent,  ceux-ci  sont  en  valeur 
absolue  ^^/D.  Enfin,  cette  forme  est  représentable  sous 
la  forme 

où  X,,  o^o,  ...,  Xn  désignent  des  nombres  qui  ne  sont  pas 
tous  nuls.  En  comparant  les  coefficients  de  «,,  z<o,  ...,  u,i 
dans  l'équation  (5),  on  reconnaît  que  : 

Si 

(6)        a,-,a;i  + a/-2^2-H- •  .-^- «;«a-«         (i  =  i,  2,  . .  .,  n) 

sont  n  formes  linéaires  à  coejficients  numériques  entiers 
des  variables  X\,x-2,  •  •  -,  x,ii  de  déterminant  différent 
de  zéro  et  égal  en  l'aleiu  absolue  à  D,  o/z  peut  toujours 
donner  aux  variables  des  valeurs  numériques  entières, 
qui  ne  sont  pas  toutes  nulles,  telles  que  chacune  des 
formes  ait  une  valeur  absolue  ^  y/D. 

Comme  on  le  reconnait,  c'est  là  le  théorème  de  Min- 
kowski  pour  les  formes  à  coefficients  numériques  entiers. 

m. 

Soient  maintenant 

(i)  rtiXi-^  ri-iX^-^-.  .  .-h  l'inXu         {i  =  i ,  ■!,  .  . . ,  n) 


(  ^>\)  ) 

n  formes  linéaires  à  cocflicienls  ralioiincls.  La  valeur 
al)soliie  de  leur  délerininaiiL  A  esl  supposée  dillérente 
de  zéro.  Choisissons  le  nombre  enlicr  positif^  tel  que 
les  formes 

(•2)      fir(r,iXi^  ri.iXi-{-...-h  ri„x„)         (i  =  i,  2,  . .  . ,  «) 

aient  des  coeffieients  numériques  entiers.  Puisque  la  va- 
leur absolue  du  déleiniinanl  de  ces  formes  esl  ^^"""A,  on 
peut,  au  moyen  de  valeurs  numériques  entières,  qui  ne 
sont  pas  toutes  nulles,  attribuées  à  oT)  ,  Xo,  ...,  .r,,, 
rendre  toutes  ces  formes  ^ j"^ y/A  en  valeur  absolue,  et, 
par  conséquent,  rendre  toutes  les  premières  foimes(i) 
^  y/A  en  valeur  absolue.  On  a,  de  la  sorte,  démontré  le 
théorème  de  Minkovs^ski  pour  les  formes  à  coefficients 
rationnels. 

IV. 

Pour  étendre  maintenant  le  théorème  aux  formes 
à  coeflicienls  (/iie/conc/ues  on  a  besoin  d'un  théorème 
auxiliaire  que  nous  allons  d'abord  démontrer. 

Une  réunion  de  plusieurs  sys(èmes  (en  nombre  fini 
ou  infini),  chacun  de  /i  formes  linéaires,  sera  nommé 
un  «  ensemble  »  de  systèmes  de  formes  (').  Nous  consi- 
ilérerons  un  tel  ensemble,  satisfaisant  aux  conditions 
suivantes  : 

On  pourra  déterminer  deux  grandeurs  positives  0 
et  î  telles  que,  pour  chaque  système  quelconque  de 
formes 

(1)     yi=^  CiiTi-h  CiiXi-+-..  .-+-  Ciu^n  (t  =  I,  ■>.,...,  «), 

(pii  appartient  à  l'ensemble,  cha(jue  coefficient  c,Vf  soit 


(')  G.  Cantor,  Contribution  à  l'exposition  de  la  Théorie  des 
ensembles  transjlnis  {Matli.  Ann.,  t.  LWI,  p.  !\'t<\)  ot  Tra\.iu\  prô- 
cédenls  du  inùriif'  auteur. 

^1/î//.  de  .Mal/ténud..  3-  scric,  l.  XVII.  (  Février  iS<j8.)  5 


(  70  ) 
en  valeur  absolue;  inférieur  à  o,  et  que  la  valeur  absolue 
du  détermînaul  |  c/a  ]  soit  supérieure  à  t. 

Maintenant,  soit  (i)  un  système  déterminé  de  formes, 
pris  dans  l'ensemble,  et  soient  x,,  x^t  . .  .,  x,t  un  sys- 
tème de  nombi'es  entiers,  pour  lesquels  les  valeurs  des 
formes  j-,,y2j  •••jj"«  soient  toutes  en  valeur  absolue^  G, 
(j  désignant  une  grandeur  positive  assignée.  Les  solu- 
tions des  équations  (i)  peuvent  être  désignées  par 

(  -J-)     oci  =  -(ufi  ^  ^i-uy-i  -»-•••+  'înifa         {1  =  1,-2,  .  ..,  n  ); 

en  ee  cas  v/;;  est  le  sous-déterminant  de  c^y^  dans  le  dé- 
terminant j  Cik  I  divisé  par  le  déterminant  lui-môme. 

Puisque  chacun  des  (n  —  i)!  éléments  de  ce  sous- 
déterminant  est,  pris  en  valeui- absolue,  inférieure  o"~', 
on  a 

(3)  al)SY,7,  <(  « -- I)! -^— , 
et,  par  suite, 

(4)  l^iK/i'/^G.        (i  =  \,  -2,  ...,  n). 

Cette  limite,  pour  les  valeurs  absolues  des  nombres 
entiers  x,,  x-i,  ■  •-,  Xn-,  ne  dépend  que  de  o,  t,  G.  On 
peut  donc  énoncer  le  tliéorètne  suivant  : 

Si  XiyX-2i  •  • .,  x,i  est  un  système  de  valeurs  numé- 
riques entières^  pour  lequel  les  formes  d'un  système  de 
formes  pris  dans  l'ensemble  sojit  toutes  prises  en  i^a- 
leur  absolue,  ^  G,  ce  système  de  valeurs X\ ,  x.,,  ...,  x,i 
se  trouve  nécessairement  parmi  un  nombre  fini  de 
systèmes  de  i^aleurs  qui  dépendent  exclusivement 
de  0,  £,  G. 

[Si  l'on  représente  chaque  système  de  valeiu's  numé- 
ri(pies  entières  x,,  x-^,  . . .,  a:«  par  un  point  d'un  espace 
à  n  dimensions,  dont  les  coordonnées  sout.ri ,  x^i  ••-,  x,,^ 


(  7'  ) 
le  théorème  précédent  apparaît  comme  conséquence  de 
ce  lait  que  la  totalité  des  points  dont  les  coordonnées 
ont  ])0ur  valeur  des  nombres  entiers  [points  d'un  rê- 
senu)^  forme  un  ensemble  de  points  sans  points-limites 
(Haiilungsstelle)  à  distance  fini**]. 

V. 

Les  formes 

(  I  )  Cil  X\  -+-  CiiXi  -^ .  . .  -4-c/„.r„         (  i  =  },  ■}.,   ...,/<) 

peuvent  maintenant  avoir  des  coefiicienls  réels  (piel- 
conques  et  un  déterminant  A  diilérent  de  zéro.  Alors 
chaque  coefficient  Ci^  sera  représenté  par  une  série  fon- 
damentale de  Cantor 

(.)  c,,  =  (/4y,  ;-^|',  ...,4',  ...), 

en  sorte  que  r'/j^  désigne,  par  suite,  un  nombre  rationnel 
qui,  pour  ).  croissant  indéfiniment,  tend  vers  la  li- 
mite Ci/t.  Si  l'on  désigne  par  A'^  le  déterminant  du  sys- 
tème de  formes 

(  3  )      r\]Kri  M-  /•'/,'  ro  -i- .  .  .  -+-  /•[/  ':r„         (i=t,i,  ...,  n), 

on  a  évidemment 

(4)  LimA(>''  =  A. 

A  =  oo 

Si  l'on  convient  mainienant  d'altiibucr  à  A  les  va- 
leuis  I,  2,  3.  ...,  on  tirera  de  (3)  un  cnsembh;  de 
systèmes  de  formes  qui  satisfait  aux  conditions  du  pré- 
cédent paragraphe  (juand  on  y  supprime  les  systèmes 
de  form(;s  où  l'on  aurait  A''^  =  o.  Pour  chaque  indice  X 
déterminé,  on  peut  attribuer  à  a-,,  Xo,  . .  .,  x„  des  va- 
leurs numériques  entières,  ((ui  ne  sont  pas  toutes  nulles, 
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(i  =  1.  •^.,  ...,  n), 

el  il  existe  alors  certainement^  d'après  le  lliéorènie  du 
numéro  précédent,  un  pareil  système  de  nombres  en- 
tiers x^,x-2,  ...,x„,  qui,  pour  un  nombre  infini  d'in- 
dices X,  satisfait  aux  inégalités  (5).  Pour  un  tel  système 
.r(,  JC2,  •'-,  3C„i  on  peut  passer  a  la  limite  ).  =^  x,  et 
l'on  obtient  alors 

(6)  I  C/i  Xi  -f-  Ci-iXi-^.  .  .-+-CinXn  |  i  j/absA, 

et  le  théorème  deMinkowski  se  trouve  maintenant  com- 
plètement démontré. 

VI. 

Lorscpie  .ri,  Xj,  .-.,  X/,  sont  des  nond)ies  entiers 
tjui  ne  sont  pas  tous  nuls  et  qui  satisfont  aux  inéga- 
lités (6),  ou  bien  c'est  partout  le  signe  ■<  (jui  peut 
avoir  lieu  dans  ces  inégalités,  ou  bien  dans  une  ou  plu- 
sieurs d'entre  elles  c'est  le  signe  d'égalité  qui  peut  avoir 
lieu.  Mais  nous  allons  aussi  démontrer  qu'il  est  pos- 
sible de  déterminer  X| ,  Xo,. .  .  . ,  x„^  de  telle  sorte  que 
ce  soit  le  signe  <^  qui  ait  lieu  en  ii  —  i  quelconques 
des  inégalités  (6),  dans  les  [ji — i)  dernières,  par 
exemple  (  '  ). 

Si  l'on  désigne  par  A',,  Ao,  .  .  .,  k„,  n  grandeurs  posi- 
tives qui  salisfont  à  la  condition 

(i)  /kiAo  ..  .kn  =  absA, 


(')  Mi.N'KowsKi,  Géométrie  des  nombres,  p.  io(i. 
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les  formes 

(O       ^{CnJTi-^  Ci2T.,-\-..  .-h  Cin^n)  (t  =  I,  -2,  . . .,  n) 

ont  pour  détcriniiiaul  zh  i. 

Par  conséquent,  on  peut  déteriniucr  les  nombres  en- 
tiers .r, ,  x-2-,  .  .  . ,  J/o  qui  ne  sont  pas  tous  nuls,  tels  que 
l'on  ait 

(3)  I  c/iJ"i-i-c/2^2-H..  .-!-C/,jar„  I^A-/         (i  =  i, -2,  . . .,  «). 

Choisissons  maintenant  une  suite  de  grandeurs  po- 
sitives 

(4)  ^1,    s,,     ...,    Il,     ..., 


qui  soient  toutes  -<  ^  '  abs  A  et  qui  satisfassent  à  la  condition 
lim£x=o,  et  déterminons,    jiour  chaque  indice  X,  la 

grandeur  positive  î-,  au  moyen  de  l'équation 

(  5 )  ( 7âbIÂ  ^  t',)  (  V^h^  -  t-, )'"  '  =  abs  A. 

On  a  évidemment  aussi 

lim£~!  =  o. 

Maintenant,  pour  chaque  indice  ).,  les  inégalités 

( 6 )         <    I  c/i  Xi  -H  Cjo  37,  + .  .  .  -f-  C/„^„  1 1  y/abs  A  —  S) 
l  (i  —  \,  1,  . .  .,  n), 

pourront  être  salisCaites  [en  vertu  de  (3)].  El,  d'après  le 
paragiaphe  1\  ,  on  peut  supposer  qu'un  seul  et  même 
système  x,,  ar^,  .  .  . ,  x„  satisfait  aux  inégalités  (6)  pour 
un  noinbie  inlini  d'indices  À.  Alors,  pour  un  paieil  sys- 
tème, on  auia 

I  f/i  ^1  ^  Ci.,x.,  4- .  .  .  -f-  CinX,,  \  <  '(/absA  (  /  =  i ,  2,  ...,//), 


(  74  ) 
et  le  passage  à  la  limite  a  =  oo  nous  luoutre  (|ue  Ton  a, 
en  même  temps, 

[Li7d] 

Stll  IJ\E  PROPiUÉTÉ  FOCALE  DES  CO.MQUES; 

Par  m.  g.  GALLUGCI. 


1.  Deux  tangentes  quelconques  d'une  conique  et 
les  perpendiculaires  abaissées  des  foyers  sur  ces  tan- 
gentes touchent  une  autre  conique. 

Soient  AB,  AC  les  deux  tangentes,  F,  F'  les  deux 
foyers,  R,  Q,  R',  Q'  leurs  projections  sur  AB,  AG  et  M 
la  projection  de  A  sur  l'axe  focal  FF'  (  '  ).  Les  points  A, 
M,  R,  Q  sont  sur  le  cercle  décrit  sur  AF  comme  dia- 
mètre et  les  points  A,  M,  Pi',  Q'  sur  le  cercle  décrit  sur 
AF'  comme  diamètre;  mais  R,  Q,  R',  Q'  sont  sur  la  po- 
daire  des  foyers;  donc  les  trois  droites  RQ,  R'Q',  AINl 
concourent  en  un  point  A)  qui  est  le  centre  radical  des 
trois  cercles  précédents.  La  droite  AM  est  donc  la  po- 
laire du  point  A'^RQ'.R'Q  par  rapport  à  la  podaire 
des  foyers  et,  par  conséquent,  ce  point  doit  se  trouver 
sur  le  diamètre  perpendiculaire  à  AM,  c'est-à-dire  sur 
FF'.  Il  résulte  de  tout  cela  que  l'hexagone  des  droites 
AB,  RF,  QF,  AC,  FQ',  F'R'  est  un  hexagone  de  Brian- 
clion. 

2.  Dans  un  triangle  ABC,  soient  F,  F'  deux  points 
inverses,  P,  Q,  R,  P',  Q',  R'  leurs  projections  sur  BG, 
CA,    AB;    posons    :    A'=RQ'.R'Q,    B'=RP'.R'P, 

(')  Le  Iccleiir  csl  prie  de  (aire  la  figure. 


(75  ) 
C'=PQ'.PQ,     A,  =  11Q.IVQ',      B,  =  RP.I1'P'. 
C)  ^  PQ.  P'Q'.  On  a  les  propriétés  suîvanles  : 

I  "  Les  points  A',  B',  C  sont,  sur  FF'  ;  '  ' 

"j."  Les  droites  AA|,  BB|,  CC|  50«/  perpendiculaires  u^ 
«FF; 

3"  jCrt  droite  AA'  passe  par  B|  ef  C)  ;  rfe  même  BB' 
passe  par  Ci  e^  A,  e^  CC  passe  par  Ai  ef  B,  ; 

4"  /^e  triangle  Ai  Bi  Ci  e^i  conjugué  par  rapport  au 
cercle  des  points  P,  Q,  R,  P',  Q',  R'^ 

5"  Le  triangle  ABC  et  celui  des  droites  A' A, ,  B'B,  ,'^ 
C'C|  sont  réciproques  par  rapport  au  même  cercle; 

6°  Les  droites  P'Ai,  Q'B|,  R'C,  concourent  sur  le 
même  cercle,  ainsi  que  les  droites  PA',  QB',  RC 

Les  propriétés    i"  et  2°  sont  établies  par  le  raison- 
nement précédent;   les  autres   s'en   déduisent    très  fa-/? 
cilement.  Toutes    ces    propriétés  ont   été  données   par 
H.  SchrÔter  dans  le  cas  particulier  où  P,  Q,  R  sont  les 
milieux  des  côtés  et  P',  Q',  R'  les  pieds  des  hauteurs. 

f^oir  :  ScHROTER,  Steiners  V orlesung  iiher  Géomé- 
trie, a*"  Partie,  p.  84;  Franke,  Ueber  gewisse  Linien  im 
Dreiecke  {Journal  de  Crelle,  vol.  99,  p.  i6i);  Schro- 
TEu,  Bemerkung  zu  dem  Aufsatze  'von  Heirn  Franke 
{Journal  de  Crelle,  vol.  99,  p.  233). 

[Hll]  [J4a] 
SIU  LA  CO\YERGE\CE  DES  SlJ«STITL'TIO\S  IMFOKMES; 

l'Ai»  M.   i:.-.M.  LlilMERAY. 


Dans  un   article  précédent  (')  j'ai    étudié  la  couver 
gence  de  la  substitution 


(')   Voir  p.  3o6;  1897. 


(  76) 

vers  une  racine  a  de  l'équation /jr  —  x  =  o,  quand  la 

ionelion  donnée  fx  est  liolomnrplie   dans  le  voisinage 

dfx 
du  point  rt,  et  quand  la  dérivée  -j—  prend  en   ce   point 

une  valeur   dont  le  module  est  i ,   et  Faroument  — !-^, 

k  étant  plus  p(;lit  que  «  et  pi-eniier  avec  lui.  J'ai  montré 
cju'alors  les  n  premières  dérivées  de  la  dillérence 
f"X  —  X  sont  nulles  pour  x  ^a  et  que,  en  supposant  la 
déi'ivée  («  +  i)''^^"*'^  de  cette  même  dillérence  non  égale 
à  G  pour  X  ^  a,  il  existe,  dans  un  cercle  infiniment 
petit  décrit  autour  du  pointa,  7i  secteurs  de  convergence 
el  ti  secteurs  de  divergence  pour  la  substitution  propo- 
sée; ces  secteurs  ont  tous  même  amplitude  et  alternent 
entre  eux. 

Considérons,  à  présent,  le  cas  où  la  première  dérivée 
de  la  différence  y'' x  —  x,  qui  ne  s'annule  pas  en  «,  est 
d'ordre  m -\-  i ,  ni  étant  nécessairement  plus  grand  que 
n-^  les  77/ premières  dérivées  â.ef"x  —  x  étant  des  fonc- 
tions (|ue  l'on  sait  former  des  ni  premières  dérivées  de 
fx  —  X,  le  fait  se  produira  s'il  existe  entre  ces  der- 
nières certaines  relations  convenables.  Considérons  la 
fonction  j'',,  =y"j:  5  comme  elle  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

•^  (m  -4- 1)  !  ^  ' 

nous  pourrons  répéter  les  raisonnements  de  notre  pre- 
mière étude  et  nous  trouverons,  autour  du  point  a,  non 
plus  77,  mais  777  secteurs  de  convergence  pour  la  substi- 
tution X,  f"x;  pour  obtenir  ceux  de  la  substitution 
proposée,  il  suffit  de  remarf|uer  que,  loisque,  à  une 
distance  très  petite  de  a,  on  passe  de  la  fonctiony^x  à 
la  fonction/^^+'x,  l'argument  de  la  dérivée  de  la  der- 
nière dilïère  très  peu  de  celui  de  la  dérivée  de  la  pre- 
mière aueinenté  de  -'-•  Pour  obtenir  les  secteurs  de 
°  /i 


(  77  ) 

coiivi-igcncc  de  x,  /x,  on  fera  loiuner  ceux  de  x,  j'"x, 

,           I                     /       •  r     1  '                1       ,     1     ,    2  (  /i  —  1  )  Â  t: 
dans    le    sens  negalir,   d  un   angle  égal    a 

i'oni-  que  les  secteurs  de  convergence  d'une  subslilulioii 

x,f'f.r  soienl  les  nièmes  que  ceux  de  x,  /".r,  il  faut  et 

.,        ,.,•               n         ,     '^(  n  —  q)k~       •                   i.-    i      ^     'xkiz 
\\  suKit  (lue  ranale soit  un  uuilLiplecle ; 

c'est-à-dire 

mq  =^  o         (motl  n). 

Si  n  et  m  étaient  premiers  entre  eux,  un  secteur  de 
convergence  pour  une  substitution  ne  le  serait,  du 
moins  dans  sa  totalité,  pour  aucune  autre.  Si  n  et  m 
admettaient  un  plus  giand  diviseur  commun  r/,  la  va- 
leur -,  de  q  satisferait   à    la  condition  ci-dessus,   et  les 

secteurs  de  convergence  [)our  x,/"jc  le  seraient  aussi 
pour  les  substitutions 

X,     f  'h-         (f=  I,  2,  ...,/i), 

mais  pour  celles-là  seulement. 

Or  les  deux  dernières  hypothèses  sont  inadmissibbîs 
et  m  est  toujours  multiple  de  ii.  En  eliet,  considérons  la 
suite  des  diverses  itératives 

pour  une  valeur  donnée  de  x,  ou  il  y  a  convei-gence, 
ou  il  y  a  divergence  (écartons  le  cas  où  après  //  itéra- 
tions on  retomberait  exactement  sur  la  valeur  initiale). 
Su[)posons,  par  exemple,  le  cas  de  la  convergence,  et 
considérons  la  suite  des  itératives 

en  [)artant  de  la  même  valeur  x  que  tout  à  l'heure,  nous 
aurons  convergence  puisqu(;  ces  itératives  appartiennent 
(■Iles-mèmes  à  la  première  suite;  il  est  donc  impossible 


(  7^^  ) 
d'admettre  qu'un  secteur  de  convergence  pour  une  sub- 
stitution ne  Je  soit  pas  dans  sa  totalité  pour  une  autre 
quelconque;  m  est  donc  toujours  multiple  de  n,    on  est 
ainsi  amené  à  ce  théorème  : 

Soit  a  lin  point-racine  de  V équation  fx  —  x  =  o, 
fx  étant  lioloniorphe  dans  le  'voisinage  de  a;  dési- 
gnons par  f"  la  n^''"^''  itérative  de  fx^  par  p  un  mul- 
tiple de  /z,  par  «,,  «o?  •  •  •  les  valeurs  que  prennent  en 
a  les  dérivées  de  fx  par  rapport  à  x  5  par  A, ,  Ao,  ... 
les  valeurs  que  prennent  en  a  les  dérivées  de  f'Kx  —  x 
par  rapport  à  la  même  variable^  et  supposons  qu'il 
existe  entre  les  cii  des  relations  telles  que  les  p  quan- 
tités A),  A 2,  ...,  A./>  soient  nulles;  cela  posé,  si  Von 
assujettit  les  ai  à  satisfaire  à  une  nouvelle  condition 
choisie  de  telle  sorte  que  l'on  ait  A^^,  =  o  ,   on  a  aussi 

A;r,^2  ^  Oj  ■^/'+3  ^^  ^7  '  •  '  y  -^p+n  ^^  ^  j  autrement  dit  — 
relations  convenables  sont  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  les  p  premières  dérivées  de  f"x  —  x  soient 
nulles  pour  x  ^  a. 

Jl  serait  désirable  de  démontrer  directement  ce  théo- 
rème qu'il  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier. 
Ainsi,  poui-  n  ^^  2,  la  relation 

«1  +  1  =  0 
t;ntraine 

Al  =  o,         Aj  =  o. 

Jointe  à  la  piécédente,  la  relation 

entraine 

A3  =  o,         Ai  =  o. 

Jointe  aux  deux  précédentes,  la  relaliun 
2«5-l-  i5ao<7i  -    3oa|  =0, 
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eiUraine  à  son   loiir 

A3  =  0,         As  =  o,         .... 

l'ouï"  ti  =  3,  la  iclaliou 

ai  =  é~  ^ 
ciili'aîiu; 

A|  =0,        Ao  =  o.         A3  —  o. 

Jointe  à  la  précédente,  la  lelalion 

(— 3<7i -;- I  jrt| -4- ,>.«2«.-j) -f- e  ^  (--3(74-t- 3a|  —  i{a.>«a)  =  o 
entraîne 

Av  =  o,         A5  =  0,         Ag  =  o,  .... 

Serrc't  a  nioulré  (^Algèbre  supérieure)    que  la  Ibnc- 

liou 

r         I 

y  =  2COS  —  ■ 

Il  X 

satisfait  à  l'équaliou  fonctionnelle 

f'^x  —  o;  =  o. 

Toutes  les   dérivées  de  j"x  —  x  sont  nulles  au  point- 

racine  et  d'ailleurs,  en  tout  point,  les  coefficients  de  — » 

dans  le  développement  de  cette  fonction,  satisfont  aux 
eonditions  sus-énoneées. 

Si  une  fonction  satisfait  à  l'équation  fonctionnelle 

f"^x  —  .r  =  o. 

pour  une  valeur  quelconque  de  ,r  il  ne  sautait,  par  dé- 
linition,  exister  ni  convergence,  ni  divergence,  puisque 
après  n  itérations  on  retombe  sur  la  valeur  initiale;  c'est 
ce  que  montre  aussi  notie  analyse;  la  «'"'"^  itérative 
ayant  pour  valeur  x,  la  première  dérivée  de  J"x  —  .r, 
différente  de  zéro,  est  d'ordre  infini;  il  y  a  donc  une 
infinité  de  secteurs  de  con\ergen(;e  et  de  secteurs  de  di- 
vergence   infininn.'nt  petits,    et  alternant;   on   ne    peut 


(  8o  ) 
doue  plus  dire  qu(3  x  soil  pris  daus  un  secteur   do  con- 
vergence ou  dans  un  secteur  de  diveigence. 

A  pari  ce  cas,  nous  arrivons  donc,  comme  dans  notre 
première  étude,  à  trouver,  autour  du  point  a  et  dans  un 
cercle  infiniment  petit,  deux  aires  de  convergence  et  de 
divei'gence  de  même  surface.  Il  se  peut  qu'un  secteur  de 
divergence  fasse  partie  d'une  région  de  convergence  à 
distance  finie,  cette  région  aboutissant  finalement  à  un 
secteur  de  convergence;  c'est  ce  qui  se  passe  pour  la 
fonction 

dont  nous  nous  sommes  déjà  servi  (')  et  qu'a  employée 
aussi  M.  Leau,  dans  sa  ilièse  si  intéressante  (-).  Nos 
résultats  ont  été  communiqués  à  l'Académie  des  Sciences 
le  i6  novembre  1896  et  le  3i  mai   1897. 


[A31]  [G6c] 

Slli  LES  EVPHESSIOXS  dites  SlRPllISSA^CES; 

Par  m.  D.   GRAVÉ,  à  Saint-Pétersbourg. 


Dans  le  Mémoire  intitulé  De  fonnulis  exponejitlali- 
bus  replicatis  {^),  Euler  traite  le  problème  suivant  : 
Soient  les  relations 

(Mi{x)  =  a-^,         (-02  (x)  =  «^.(.r)  =  a""", 
W3{x}  =  a^^^ix)— aa"''^         ,..^ 


(  '  )  Un  théorème  sur  les  fonctions  itératives  (  Bull,  de  la  Soc. 
math.,  l.  XXIII,  1895  ). 

(-)  Etude  sur  les  équations  fonctionnelles,  avril  1897. 

{•')  Acta  Academiœ  Scientiarum  Imperialis  Pclrnpolilanœ, 
pro  anno  MDCCLWVII.  Pars  prior,  page  38. 


(  «'  ) 

où  <7  ^  o  ;  nous  aurons 

t.j„(jr)  =  aw,-,  .»■), 

Il  faut  trouvcM'  la  foncliou  limite  ti(.r)  vers  la(|uclle 
tend  tO/i^jc)  avec  l'accroissement  du  nombre  entier  //. 

Ce  problème  se  trouve  complètement  résolu  clans  le 
jMémoire  cité  d'Euie*-.  (domine  l'aulc^ur  ne;  démontre  pas 
sa  solution,  j'ai  pour  but  d'exposer  ici  les  résultats 
d'Ruler  avec  les  démonstrations  nécessaires. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  au  lieu  de  w/i(x),  écrivous 
tout  simpleuient  x,i.  En  nous  bornant  aux  valeurs 
réelles  de  a:,  nous  pouvons  évideniuient  supposer  x  po- 
sitif, car,  si  l'on  avait  a:<^  o,  on  pourrait,  au  lieu  de  x, 

prendre  x,  =  a-^ . 

1^ 

Montrons  d'abord  que  si  a'^  e^  =  i ,  444^^^  ■  ■  •  ■>  <>iï 
aura,  pour  //  =  x, 

En   ellel,  d'après  des  considérations  bien  connues, 

log£-  ^^^ 
X     ~  e 


d'où,  pour  le  cas  considéré, 
loga- 


<log«, 


ou 
c'est-à-dire 


a-  <  .r, . 
Ainsi  nous  voyons  que  l'ou  a 

^  <  ^1  <  .^2  <  •  •  •  <  ^rt-I  <  ^11- 

Démontrons  que  toutes  les  dillércnces 

^k-h\  —  •?•/.  =  a-^'-  —  ^k 
sont  plus  i^randcs  qu  un  ((rl.iin  moiuImc  posilil. 


(  82  ) 
En  considéranl  la  fonction  '-^ix)  =  a-^  —  x,  formons 
sa  dérivée  o'  (x)  =  a^  \os^a  —  i.    Nous   voyons  que,  si 
rt.^e,  la  dérivée  est  positive  et  la  fonction  'f{x)  a   sa 
moindr-e  valeur  pour  0^=0;  mais  on  a 

ç  (  o  )  =  I  , 

d'où  il  suit  que  a  (a)  ^  1 . 
1 
Si  e^<^a<^  e^  la  dérivée  s'annule  poui- 

log  lo<ï« 
"  log« 

et  nous  obtenons 


«^  — a-  > 


logrt 


Ln  desiirnant   par   a   le   nombre  posilii j — — ^^—5 

s  i  r  log« 

nous  aurons 

ç(ir)  >  a, 

c'est-à-dire   que  toutes  les  différences  Xh+\ — ■  X/^  sont 

plus  grandes  que  a.   Ainsi  nous  voyons   (jue  x,i   croit 

sans  limites  avec  le  nombre  n. 

1 

Prenons  à  présent  le  cas  suivant  !■<«■<  e*^.  L'équa- 
tion a^'=zx  a  dans  ce  cas  deux  racines  réelles,  une 
entre  i  et  e  et  l'autre  entre  e  et  ce.  Désignons  la  pre- 
mière racine  par  ).  et  l'autre  par  [j.. 

La  fonction  x,  —  x  =  a^' —  x  =  'f{j^-)  pour  jr  =  o  et 
pour  a;  =  GC  est  positive;  il  ne  reste  qu'à  étudier  ses 
valeiH's  pour  toutes  les  valeurs  posiîives  de  x.  Formons 
la  dérivée  '^'(x)  =  r/'  loger  — ^  i ,  et  désignons  sa  racine 
positive  par.Toj  nous  obtenons  évidemment 


a^o  — . 

\oixa 


(  83  ) 
1 
Comme  i  <i  a  <C.  f^''-,  <>ii  a 


o  <  loga  <   ^  » 
d'où 

loga 
on  auia 

ou 

.TologCT  >  I. 

Ainsi  Ja  fonclion  'f  (.r)  décioÎL  dans  riulervallc  do  o  jiis- 
(ju'à  JTo,  atteint  sa  valeur  minimum  pour  x,,  et  com- 
mence à  croître  pour  tous  les  x  >  Xq. 

En  sub.stituant.ro  dans  l'expression  pour  la  fonction 
'■f{x),  nous  obtiendrons 

o{xo)  =  n^o—  .r,,  =  j Xo=  j ^—  <  o  ; 

logrt  log« 

par  conséquent  l'équation  o(x)  =  ()  a  deux  racines 
simples,  une  entre  o  et  Xo  et  l'autre  entre  x^f  et  ce. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  racines  réelles  de  l'équa- 
tion ':>(^x)  =  o  sont  séparées  par  le  nombre  e.  En  cllet, 
en  substituant  e  à  x,  nous  obtenons 


oie) 


Considérons  trois  intervalles  de  o  à  À,  de  A  à  ;j.  et  de 
a  à  GO. 

La  fonction  (o(x)  est  positive  dans  h;  premier  et  le 
troisième  intervalle  et  négative  dans  le  second.  Par 
conséquent,  si  nous  prenons  la  valeur  initiale  x  dans  le 
premier  ou  le  troisième  intervalle,  les  valeurs  consécu- 
tives x/(  croissent  avec  A.  Au  contraire,  si  la  valeur 
de  X  se  trouve  dans  le  second  intervalle,  les  nombres  x/( 
décroissent. 


(  84) 
En  posant  x  =  a  +  o,  où  o  ]>  o,  nous  aurons 

«iA+8 —  jx  —  0  =  (a^  —  i)ix  —  0  <  ô(log  [JL  —  i). 

Ainsi  nous  voyons  que  .r;,.,.,  —  ^T/i  >  o(log[jL  —  i),   de 
sorte  que,  ([ueltjue  petit  que  soit  o  pour  x  >  p.,  on  aura 

lini  )x,i\n  =  x  —  --c- 

Comme  r«  ^  i ,  il  s'ensuit  que 

si  X  -<  ^.  En  prenant,  au  lieu  de  H,  la  raeineÀ,  on  aura, 

|)oui'  X  <<  A, 

a^  <  a>-, 
c'est-à-dire 

.ri<Xi. 

Ainsi  nous  remarquons  que  x«<<).;  mais  comme,  pour 
X  -<  X,  on  a 

nous  voyons  que  x,/.,  avec  l'augmentation  de  «,  tend 
vers  une  limite  qui  ne  surpasse  pas  X;  mais  comme  cette 
limite  doit  être  égale  à  l'une  des  racines  de  l'équation 
a^^  X,  par  conséquent  cette  limite  doit  être  égale  cà  A, 
c'est-à-dire  qu'on  peut  écrire 

lini  ja-„  j„  =  «  =  X. 

De  la  même  façon,  nous  démontrerons  que,  si  x  se 
trouve  entre  À  et  [x,  on  aura 

a?  >  .r,  >  r,  > . . .  >  a:  > . . . >  X, 

et,  par  conséquent, 

Si  X  =  [JL,  on  aura 

ce  ^^^  Û^i  ^^^  3^2  ^—  •  •  •  — —  *^/i  -—■  Î-Jt- • 

et,  par  suite, 

lim  i,r„{„  =  «=  [JL. 


Le  cas  limite  a  =  e'"  donne; 

liiii  \-rn\n-z^=  e 
pour  .r  ;^  r», 

pour  J"  >>  6'. 

Passons  à  présent  au  cas  a  <C  i  ■ 

Kii  considérant  la  fonclion  'f  (j^),  nous  remarquons 
que  la  dérivée  de  cette  fonction  pour  a  <;  i  est  constam- 
ment négative;  par  conséquent  la  fonction  est  décrois- 
sante; elle  est  positive  pour  j:  =  o  et  négative  pour 
,r  =  1 ,  donc  elle  a  une  racine  réelle  comprise  entre  o 
ei  I. 

Nous  désignerons  cette  racine  par  À. 

Considérons  à  présent  l'équation 

Cette  équation  n'a  pas  évidemment  de  racines  réelles 
1  1 

quand  «  >  e*";  pour  i  <<  «  -<  e^  les  deux  racines  À  et  jjl 
de  l'équation  «*=  x  sont  l(;s  seules  racines  de  l'équa- 
tion (i). 

En  restant  toujours  dans  le  cas  a  <;  i ,   et  en  posant 

/ï  =  7  )  nous  obtiendrons  h~^  \  . 
b 

Prenons  la  fonction  'h{x)  =  a"'  —  .r. 

En  posaut  r  =  a-'",  nous   pouvons  écrire  la  dérivée 

•y(a^)  sous  la  lorme 

i'(  ar)  =  aï  y  log^a  —  i  =  h-yy  log-Z»  —  i . 

La  seconde  dérivée  s(;ra 

^'' ix)  =  log'aarj(i  -i-  \ogay)  =  —  \og^l/b-yy(  i  —  loi^by). 

Si  l'on  suppose  h  «<  o,  on  aura 

I  —  log^/y~-^>  o. 
Ann.  de  Matliémat.,  3'  série,  t.  WU.  (Février  1898.  b 
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et  nous  obtiendrons 

<h"  {  x)  <  o: 

parconséquent,  la  première  dérivée  4''(-^')  ^^^  ""•'  fonc- 
tion décroissante.  Mais  on  a 

i   (  o  1   =    7 1   <  O, 

0 
d'où 

t!/'i'  j'  )  <  o. 

La  fonction  'h^x)  décroît  et,  comme  on  a 

^1;  (  o  )  =  a  >■  o .  <h{i)  =  a"  —  [  -<  o , 

elle  devient  nulle  pour  la  rainne  ).  de  l'équation 
n^  =  .r . 

Pour  le  cas  h  >■  e,  l'équation  'h" [x  )  =  o  admet  une 
racine  réelle  enire  o  et  i;  cette  racine  est  égale  à 

_  log  los/-» 

Xf)  ---  — j -. —  • 

logA 

Pour  o<.r  <<  -^o;  O"  ^ 
niais,  pour  .r„  <C  -i^  ^  i ,  on  a 

Dans  le   premier   intervalle    la   fonction   ^' (x)    croit 

1     I         I         log- A 
en  partant  de  la  valeur — ^ i  qui  est  négative  pour 

toutes  les  valeurs  de  h  et  atteint  la  valeur  maximum 
poura:  =  jro.  Après  cette  valeur  la  fonction  commence 
à  décroître. 

Si  '^'{j^o)  <i  o,  la  fonction  '^'(x)  sera  négative  pour 
toutes  les  valeurs  de  x,  et  par  conséquent  la  fonction 
'^{x)  a  la  racine  unique  ).  qui  sera  en  même  temps  celh^ 
de  l'équation  a^=x. 

Si   l'on  a  'b'(x„)  ^>  o,  il   n'est  pas  difficile  de  se  cou- 
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vaincre  que   l'équation   <l(x)  =  o,    outre  la   racine  de 
l'équalion  a*=x,  en  admet  deux  autres.  Mais,  comme 
on  a 

i)'{Xo}  =  -  logô  —  I, 

démontrons  que  si  log^  >•  e,  l'équation  'l{.v  )  =  u  aura 
deux  racines  réelles  comprises  entre  o  et  i,  distinctes 
de  À. 

Dans  ce  cas 

La  fonction  '^(x)  a  évidemment  une  racine  /.  qui 
appartient  à  l'équation  a'^=x.  Substituons  cette  ra- 
cine dans  l'expression  de  la  première  dérivée^  on  aura 
la  relation 

il'  (  À  )  =  Â2  log-  b  —  1  =  log-  À  —  I  r;:  o, 

où  '^(a)  devient  nulle  pour  h  =  e'*,  A  =  ->  et  'V(a)  est 
positive  pour  b  >>  e''. 

Par  conséquent,  il  vient,  pour  £  infiniment  petit  po- 
sitif, 

4^  (  X  —  £  )  <  o,  <il(k-\-z)^0. 

Mais,  en  tenant  compte  des  inégalités 

•>(o;>o,         J;(i)<o, 

nous  arrivons  à  ce  résultat  que  l'équation  'i;(a:)  =  o  a 
deux  autres  racines  réelles,  une  entre  o  et  A  et  l'autre 
t'ntre  A  et  i.  En  désignant  la  première  racini*  par  "a,  et 
la  seconde  par  )..,,  nous  aurons 

^î^*  Ài,         Àj  =  a'-',         Àj  =  a'-'. 
Ainsi   nous  voyons  rlu<^    pour  le  c.a.^—^a<Ci,   on 

vil  ge 
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aura 

si  .T/i^  À;  mais  «*"/.  =  Xa+i  et  a'=:  )>.  d'où 

Quand  ,î"  •<  A,  on  aura  évidemment 

.r  <  À,         r., <  À.         .r^ <  ) ,         a-^n     <  ^i 

.r,  >  )v.         a7.,  >  À,  . .  . ,         x-iii+i  >  )>. 

Comme  la  fonction  '}(j^)  a  le  même  signe  que  '■p(j'), 
on  aura  les  inégalités 

ot  nous  remarquons  que  les  expressions  avec  indices 
pairs  croissent  en  restant  toujours  plus  petites  que  A; 
par  conséquent  elles  tendent  vers  une  limite.  De  même 
façon,  les  expressions  avec  indices  impairs  décroissent 
en  restant  plus  grandes  que  À  el  tendent  vers  une  limite 
lixe.  Il  est  évident  que  ces  expressions  ne  peuvent  pas 
avoir  une  autre  limite  que  la  racine  de  la  fonction  '\>{.r) 
el,  par  conséquent, 

1  i ni  I  T.2„  j „  =3  a>  =  li m  I  Xi,i+,i  | „  =  „  =  À , 

Pour  a:  >  A,  les  raisonnements  sont  les  mêmes.  Les 
expressions  avec  les  indices  pairs  s'approchent  de  la 
limite  A  en  décroissant. 

Prenons  le  dernier  cas  a  <^  —' 

Considérons  quatre  intervalles 

I(o,  À,),      II(Xi,Ài,     1H(X,À2),     IV(X2,  +  Xj. 

Les  signes  des  fonctions  '^  el  •i>  pour  ces  intervalles 
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composent  la  Table  suivaiile  : 


1. 

II. 

III. 

IV. 

o{ar) 

-^ 

-;- 

— 

— 

•l{x) 

-+- 

— 

-^ 

— 

La  Table  des  signes  de  la  fonction  montre  que  la  ra- 
cine )v  se  trouve  toujours  entre  deux  nombres  consécu- 
tifs de  notre  série 


ÏNous  allons  établir  que  les  nombres  avec  des  indices 
pairs  ou  infinis  doivent  se  trouver  dans  un  même  inter- 
valle. En  effet,  si  a:  se  trouve  dans  le  premier  intervalle, 
Xi  doit  être  dans  le  quatrième,  et  ince  versa. 

Cela  peut  être  démontré  de  la  manière  suivante  :  Si 

j:  -<  )m  ,  nous  aurons 

«■'■>  «^'1, 

ou,  en  d'autres  termes, 

^1  ^  ^^  î , 

et  vice  versa;  si  w  >>  /.•,•,  on  aura 

Xi<  II. 

Nous  remarquons  que  toutes  les  valeurs  x-2/s  à  indices 
pairs  seront  comprises  dans  un  même  intervalle,  et 
toutes  les  autres  x-,/,^,  dans  un  autre. 

Six  se  trouve  dans  le  second  intervalle,  toutes  les  va- 
leurs Xok  seront  dans  le  même  intervalle,  mais  tous  les 
nombres  à  indices  impairs  seront  dans  le  troisième  in- 
tervalle, et  vice  versa. 

F".n  ellet,  si 


on  aura 

ou 

De  même  façon,  si 

on  aura 

ou 
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a'-i  >  a^  >  a>' 

l<x<  X,, 

À  >  ^1  >  X 1  • 


De  loul  ce  qui  précède  nous  [)Ouvons  Cfinclure  que. 
si  .r  se  trouve  clans  les  deux  premiers  intervalles  I,  11, 
on  aura 

\\m\xin  !n=K  =  Ài,  lim  ■  ^2/i+t  J«  =  =o  =  Xj. 

Pour  les  intervalles  111.  r\  ,  où  x  1>  À,  on  a 

limja'jrt  ■„  =  «=  À».         lim}a"2„+i  {«=»==  À,. 

On  peut  résumer  les  résultats  obtenus  dans  le  théo- 
rème que  voici  : 

Théorème.  —  I ai  fonction  limite  ù{x)  se  détermine 
de  la  manière  suivante  : 


i .   n>  e^, 

ii(  j")  =  ce  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x. 


2.    ï<a^e^, 


Q(x)  —  1  pour         — oo<!.r<[Jt, 

Q(  [jl)  =  [j.  »  .r  =  [X, 

Çi( x)  =  yz  n  u.  <  .1-  <  -(-  co. 


3.   -<a<i 


ii(x)  =■  ). 
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i.    o  <C  a  <Z  —',  «-'11  écrivant 

ti|(  j-)  =  liiii  !^2,i{„.-«,         iiiia;  I  =  l.iin  j-rj,,-*-!  {«  =  «  ; 

ili{T}  =  li,     02(.r)  =  Xo         pour         —  00  <  a;  <  À, 
Û,(X)  =  îi,(X)=  X  «  -r  =  X, 

lîi(:r)  =  Xo,     i22(.r)=X,  »  X<a:<-4-oo. 

Il  n'est  pas  (lilîicilf  d(!  Iromci'  la  proposition  concci-- 
n;inl  les  opérations  inverses. 

Désignons  j)ar  Loct^jf  le  logarithme  du  nonihi-e  x  piis 
dans  le  système  ayant  pour  bast;  a. 

(Considérons  la  série  des  nombres 

.r,  =  Loga-r,  r-y  —  Log„.r,,  ....  .r„  =  Loga^n    i- 

Si,  dans  le  calcul  des  nombres  consécutifs,  nons  par- 
venons à  un  nombie  négatif  .r/;,  le  nombre  suivant 
Xf,^^  =  LogrtXA  sera  évidemment  imaginaire. 

Désignons  par  'M.r)  la  limite  vers  laquelle  tend 

i.Oiia  LojJa   .  .  .   Log„  LoSa^-, 

avec  augmenlalion  indéfinie  du  nombre  d'opéi  ations  con- 
sécutives. 

1 

Considérons  le  cas  l'^a^e^. 

Cette  limite  à(x)  est  égale  à  tJ.  pour  \  <i  x  <i-h  co\ 
elle  est  égale  à  A  pour  x  =  /.. 

Pour  le  cas  o  <!  rt  <  -  >  on  aura 

e 

<\i(x)  =  X         pour         Xi<vF<Xî. 
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CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  G.  Fonlené. 

....  A  propos  de  la  Règle  des  analogies  de  M.  Lemoine, 
dont  il  est  question  dans  le  numéro  de  janvier,  je  dirai  ceci  : 
Dans  un  petit  Livre,  Géométrie  dirigée,  édité  par  la  librairie 
Nony,  je  désigne  par  a,  p,  y  les  droites  dirigées  qui  portent 
les  côtés  d'un  triangle  dans  un  plan  orienté,  et  je  pose 

r/ =  BC,  A  =(p,  Y)-^'2Air; 

b  =  CA,  B  =(y,  a)-f-2/.Tr; 

c^ÂB.  G  =(a,  ^)+2/.7:; 

ayant  défini  le  signe  de  la  dislance  d'un  point  à  une  droite 
dirigée,  dans  un  plan  orienté,  j'appelle  h,  h',  h"  les  distances 
des  points  A,  B,  G  aux  droites  a,  p,  y;  je  désigne  par  /•  le  rayon 
algébrique  du  cycle  tangent  aux  trois  côtés,  c'est-à-dire  la 
dislance  du  centre  à  une  tangente  dirigée,  etc.  Il  résulte  de 
l'ensemble  du  Livre  que  toutes  les  formules  de  la  Géométrie 
acceptent  l'emploi  des  signes  et  qu'une  même  formule  contient 
plusieurs  formules  absolues,  selon  la  manière  dont  on  dirige 
les  côtés  du  triangle.  Le  plan  étant  orienté  dans  le  sens  ABC 
par  exemple,  on  pourra  diriger  les  côtés  du  triangle  de  B 
vers  G,  de  G  vers  A,  de  A  A^ers  B,  ou  diriger  le  premier  de  G 
vers  B,  les  deux  autres  restant  dirigés  comme  ci-dessus  ;  en 
désignant  par  a',  b',  c'  les  valeurs  absolues  des  côtés,  et  par 
A',  B',  G'  les  valeurs  absolues  des  angles  intérieurs  du  triangle, 
on  aura,  selon  les  cas. 


)a  =  a' , 
.   b  =  b\ 


a  = —  a', 

A  =  7:  —  A' 

b^b', 

B  =  — B', 

c  =  c', 

G=.-G', 

A  =  71  —  A', 
B  =  7:  — B',         ou 
c  =  c',        C=r.—T/, 

résultat  conforme  à  ce  qui  est  dit  à  la  page  35. 

Dans  les  deux  cas,  en  appelant  /•  le  rayon  du  cycle  inscrit, 
en   posant  a  -\-  b  -\-  c  =  2/9,   on   aura  s  =  pr  ;  de  même,  on  a 
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toujours  /•=(/)  —  a)  col  —  ;  cliacune  de  ces  formules  en  con- 

lient  deux.  Il  faut  d'ailleurs  observer  que,  une  fois  les  formules 
fondamentales  établies,  on  n'a  pas  à  examiner  les  différents  cas 
de  figure  pour  démontrer  un  théorème  général. 

....  J'ai  appris,  par  l'énoncé  qu'a  donné  la  Rédaction,  que 
la  question  1749  était  connue  pour  le  quadrilatère.  La  dé- 
monstration donnée  page  5i  est  terminée  à  la  douzième  ligne, 
car  le  fait  que  le  centre  de  gravité  du  solide  est  au  quart 
de  GO' s'établit  aisément  du  premier  coup  pour  un  assemblage 
de  deux  pyramides  :  le  raisonnement  analogue  est  classique 
pour  un  quadrilatère  décomposé  en  deux  triangles. 


RIRLIOGRVPHIE. 

OEuvREs  DE  Laguerre,  publIécs  sous  les  auspices  de 
rAcadémie  des  Sciences,  par  MM.  C.  Hcnnite,  II.  Poin- 
caré  et  ^.i?o«cAe,  Membres  de  l'Institut.  2  vol.  gr.iu-8  ". 

T.  I  :  Algèbre,  Calcul  intégral  ;  Paris,  Gautliier- 
Villars  et  fils,  1897. 

Fxtrait  de  la  Préface.  —  Les  beaux  travaux  de  Laguerre 
lui  avaient  attiré  l'estime  et  bientôt  l'admiration  des  juges  les 
plus  compétents.  Il  a  paru  utile  de  réunir,  dans  un  ensemble 
complet,  les  Mémoires  si  remarqués  qu'il  a  publiés  pendant  sa 
vie.  Cette  réunion  d'articles  séparés  formera  deux  Volumes, 
dont  nous  présentons  le  premier  au  public. 

C'est  grâce  au  bienveillant  appui  de  l'Académie  des  Sciences 
que  cette  Œuvre  a  pu  être  entreprise  ;  le  monde  savant  lui  en 
sera  profondément  reconnaissant. 

Dans  ce  premier  Volume,  on  trouve  un  grand  nombre  d'ar- 
ticles sur  les  équations  numériques  et  sur  les  équations  algé- 
briques, sur  l'évaluation  des  fonctions  et  sur  les  équations  dif- 
férentielles. A  la  fin,  figure  une  Note  de  I\L  Ilermite,  sur  un 
.Mémoire  de   Laguerre,  concernant  les  équations  algébriques. 

JMusieurs  des  travaux  de  Laguerre  que  contient  ce  Volume 
avaient  primitivement  été  publiés  dans  les  Noiae/ies  Annales, 
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dont  réminenl  Géoinètre  fut  un  des  plus  fidèles  et  des  plus  bril 
lanls  collaborateurs. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1384. 

SOLITION    ET    GÉ.NÉKALISATIOX, 
Par  .M.  A.  Droz-Farnv. 

Dans  les  Nouvelles  Annales  de  1896,  page  388,  M.  H.  Bro- 
card a  publié  une  très  intéressante  solution  de  la  question  1384, 
proposée  par  M.  Mannheim: 

D'un  point  pris  sur  une  hyperbole  équiiatère,  on  mène  des 
parallèles  aux  asymptotes  de  cette  courbe.  Démontrer  que  les 
côtés  d'un  triangle  quelconque  inscrit  dans  l'hyperbole  déter- 
minent sur  ces  droites  des  segments  proportionnels. 

Dans  cette  Note,  je  me  propose  de  donner  de  ce  théorème 
une  démonstration  purement  géométrique  et  de  prouver  que 
le  théorème  reste  valable  pour  une  hyperbole  quelconque. 

Soit  ABC  un  triangle  inscrit  dans  une  hyperbole  H,  dont 
les  points  à  l'infini  sont  Q  et  R.  D'un  point  P  pris  quelconque 
sur  H  on  mène  les  parallèles  PQ  et  PR  aux  asymptotes.  En 
vertu  d'une  proposition  bien  connue,  les  deux  triangles  PQR 
et  ABC,  inscrits  dans  H,  sont  circonscrits  à  une  conique  qui 
sera  évidemment  une  parabole,  puisqu'elle  admet  comme  tan- 
gente la  droite  à  l'infini  QR. 

Mais  on  sait  que  trois  tangentes  fixes  à  une  parabole  déter- 
minent sur  toute  tangente  variable  des  segments  proportion- 
nels à  des  quantités  constantes. 

D'où  la  proposition  généralisée  de  iM.  Mannheim. 

Question  1529. 

1883,  p.  1.52.  I 

Trois  droites,  issues  de  trois  sommets  d'un  triangle,  dé- 
terminent sur   les  côtés  opposés  six  segments,  tels  que  la 
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différence  entre  le  produit  de  trois  segments  non  consécu- 
tifs et  le  produit  des  trois  autres  est 

abc    /A' 


aoc    /A    \' 
a'  b'  c  \\  / 


Inin  ; 


A,  a,  6,  c  désignent  l'aire  et  les  côtés  du  triangle  donné  ; 
A',  a  ,  b\  c  l'aire  et  les  côtés  du  triangle  formé  par  les 
trois  droites;  l,  m,  n  les  segments  de  ces  trois  droites  com- 
pris entre  les  sommets  et  les  côtés  du  premier  triangle. 

GesÀRO. 


SOLUTION     ET     GKNKR  VLISATIOX, 
Par    M.  pRANCEsno  Kkiirari. 


f.    Soient 


1.  \,,  B,,  Cl  points  situés  respecliveinent  sur  les  côtés  BC=rt, 

CÂ  =  6,  AB  =  c  du  triangle  ABC  =  A; 

2.  A',   B',  C  les  points  d'intersection  des  couples  de  droites 

(BB„CG,),  (CG,,AA,),  (AA„BBi); 

3.  a',   b',   c'   respectivement    les    côtés    B'G',    C'A',    A'B'    du 

triangle  A'B'C'=:  A'; 

4.  AAi  =  /,  BB,  =  m,  CC,  =  n: 


5. 

BA, 

À, G  ~ 

,     CB, 

d' 

où 

BG 

A-+-. 

1  I 

1 

BA, 

=  -/7-' 

6. 

I  - 

^/i-t 

-  /ip  =  IM 

AG, 
G,  H 


=  '/' 


BG 

aTT; 


pq  = 


-^  q—  qh 


v%- 


lis.   ■• 


Les   triangles  AA,*],   AA|B  <Jlg.  i),  coupés  respectiveuicnl 
par  les  droites  BB,,  GG,.  donnent 

AG,  A,B  GB,  AB'    A,  G   BG, 


C'A'    BG    B,A 


R'A,     GB    G,  A 


l/ 


(  1)6  ) 
d'où,  en  vertu  de  (t ), 

AC         h  -f- 1  AB' 


et  de  là 
d'où 


C'A,-     hp    '  B'A.  ='7^''-^'^' 


AC         /(-M  AB'         q(h 


-  hp  ' 

h-^l 

Ml 

AC— AB' 

A  A,  -a,  AAi  1x3 

( I  —  hpq  )(i  -h  h) 


l  AAi  ;JL3[JL, 

Par  analogie, 

^  _  (  I  --  hpq  )((-(-  />  )  r'  _  (  I  -H  AyO<7  )  (  I  -r-  (/  ) 

En  multipliant 

<7'  6'c'        (  ]  —  hpq  )'■'■  (  I  -H  A  )  (  I  -I-  />  )  (  i-H-  7  > 

(•-i)  -7 =  '—^ —' 

inin  [Xi[jl2;j^:î 

L'aire  du  triangle  A'B'C  circonscrit  à  ABC  est 

(3,  K_U-l,pqfl 

A  jX,  [X,  fl:j 

donc  on  a 

Inin    /A'V  I  —  hpq 


a'b'c'\A/         (  i  H- Aj(n-/7)(i -+- (/) 
d'où,  par  (i), 

A,C.B,  A.G,B  -  BA,.CB,.AC,  -=  abc  4^  (^  V- 

abc   \A  / 

II.  Soient  : 

1.  ABCD  un  tétraèdre; 

2.  Al,  Bi,  Cl,  Dj   points  situes  sur  les  côtés  AB  =  a,  BG  =  b, 

CD  ==  c,  DA  =  d  du  quadrangle  gauche  ABCD  ; 

3.  A',  B',  C,  D'  respectivement  les  points  d'intersection   des 

trois  plans  (GDAi,  DAB,,  ABGi),    (DAB,,  ABG,,  BGD,), 
(ABGi,  BGDi,  GDAi),  (BGDi,  GDAj,  DAB,); 

4.  y.',    P',   y',   aj,    Pi,   yi    l'aii'C   des   triangles  A'B'C,    B'G'D', 

CD'A',  D'A'B',  ABG,,  BGD,,  GDA,,  DAB,; 
:i.  A,  A'  les  volumes  des  tétraèdres  ABGD,  A'B'C  D'; 

.    AA,  BB,  GG,  DD, 

^-  Â7B  =  '''  B7G  =^'  G7D  ^  '7.  ÏÏ7Â  =  '•' 


(9- 


7.      I 
I 
S.  \ 


AB 
AA, 


h 


A|{ 
A,  H 


=  A  -M . 


-^  /i  -r-  h/j  -r-  hpq  =  [J^i,  \  -h  p  -^ pq  —  dqr  =  1X2, 

-\-  q  -T-  q  r  -r-  qrh  =  ;x3,  \  -^  r  -^  rli  -~-  rhp  =  \x<,\ 

l(î  point  d'intersection  des  droites  BCi,    DBj,  et  S  celui 
des  droites  AGi,  Cl)|. 

Fis.  2. 


Des  triangles  BGCj,  DAGi  ifif^-  2),  coupés  respectivement 
par  les  droites  DBi,  CDi,  on  a 


BN    (Wp  GBj_ 
NG,  "DC    BTB 

d'où,  en  vertu  de  (4), 


=  —  ij 


G, S   AD,   J>G 
SA    DiD  GGi 


(•5) 


BN 


9a^  _    ''q   ^ 

SA         «jT  -+- 1 

Or  le  triangle  A'B'G'  est  circonscrit  au  triangle  ABC,,  et 
SCS  côtés  A'B',  B'G',  C'A'  rencontrent  les  côtés  BCj,  G,  A,  AB 
de  ABC,  respectivement  aux  points  N,  S,  A|,  et  de  là,  en 
a|)pliquant  la  formule  (3)  et  ayant  égard  aux  valeurs  (5),  on 
trouve 

o^  _  (\  —  hpqry-{q  -\-  1) 

Par  analogie, 

^'   _  (  \  —  /ipqr)^(r  —  \)  f   _  (i  —  Jipqry^j/i  -l-  1) 

0'    _  (  1  —  hpqr  )-{p  -h  \) 


r>i 


[X;  JJl|  ;jl2 


(  98  ) 

En  multipliant 

a'  p'  v'  o'    _  (  I  —  hpqr)^{li  ■+■  i){  p  -+■  i){q  ^  i)( r -h  i ) 


—  > 


le  volume  du  tétraèdre  A'B'G'D',  dont  les  faces  passent  par 
les  côtés  AB,  BC,  CD,  DA  du  quadrangle  ABCD  et  rencon- 
trent respectivement  les  côtés  opposés  en   C],   Di,  Aj,  B,  est 


(6) 

A'        (i  —  hpqr)^ 

A                1JI|  IJI.2  1J.3[JL4 

Donc  on  a 

«iPiTiOi 

/A- 

\  3                          \  —  hi 

a'p'v'S'   V--^  /         (/i  —  i){/?-f-i)(<7 -i-i)C'--Hi) 
d'où,  en  vertu  de  (  4  )' 

AiB.BiG.CiD.Di  A  — AA,.BB,.GG,.DD, 

/    ,3CiP,Y,3i  /A' y 
=  abcd     ,,j,\^,      -7-      • 

Remarque. —  Les  formules  (3),  (6)  se  déduisent  aisément 
des  formules  de  l'aire  du  triangle  et  du  volume  du  tétraèdre 
en  coordonnées  segmentaires  ou  en  coordonnées  barycen- 
triques. 


QUESTIONS. 


62  (  '  )  (1843.  p.  96).  Soit  un  nombre  quelconque  m  de 
points  donnés  et  n  un  nombre  entier  moindre  que  m  —  1  ;  on 
peut  déterminer  n  -~- 1  points  tels  que  si,  des  points  donnés  et 
des  points  trouvés,  on  mène  des  lignes  droites  à  un  autre 
point  quelconque,  la  somme  des  puissances  an  des  lignes 
menées  des  m  points  donnés  soit  à  la  somme  des  puissances  'lu 
des  lignes  menées  des  autres  points,  comme  m  est  à  n  —  \. 

(Ce  théorème  a  été  donné  sans  démonstration  par  Mathevvs 

(')  Nous  commençons  dans  ce  numéro  la  réimpression  des  ques- 
tions restées  jusqu'ici  sans  solution  et  nous  la  continuerons  progres- 
sivement dans  la  limite  où  nous  le  permettront  les  nécessités  de  la 
mise  en  pages. 


(  99  ) 

Slewarl  dans  l'OuMage  intitulé  :  Sunie  gênera/  theurerns  of 
considérable  use  in  tlw  kiglier  parts  of  Mathetnatics.  On 
trouve  dans  cet  Ouvrage  plusieurs  autres  théorèmes  du  même 
genre  et  qui  n'ont  pas  été  démontrés.) 

12(;  (1846.  p.  4i8j.  Est-il  possible  de  démontrer  que  -yy-  est 
une  quantité  irrationnelle? 

187  (1S48,  p.  240).  Deux  côtés  d'un  angle  droit  louchent 
deux  coniques  confocales  (^ )  situées  dans  le  même  plan;  le 
lieu  du  sommet  est  un  cercle;  la  droite  qui  réunit  les  deux 
points  (le  contact  a  pour  enveloppe  une  conique. 

(  Chasles). 

I9;î  (  1848,  p.  368).  Trouver  et  discuter  l'équation  de  la  sur- 
face qui  jouit  de  celle  propriété,  que  la  somme  des  dislances 
de  chacun  de  ses  points  aux  trois  côtés  d'un  angle  trièdre  tri- 
rectanjrle  esl  constant. 


1786.  A,  B,  c,  D  étant  quatre  quantités  imaginaires  don- 
nées et  X  une  quantité  imaginaire  variable,  on  forme  le  déter- 
minant 

j    A    —  X         B  -T-  X 

I      c.  —  X  I)  -T-  X 

Démontrer  : 

1"  Que  si  le  module  de  A  reste  constant,  le  point  X,  extré- 
mité de  X,  parcourt  une  circonférence; 

1"  Que  si  l'argument  de  A  reste  constant,  le  point  X  par- 
court une  droite. 

Trouver  le  centre  de  cette  circonférence  et  la  direction  de 
celte  droite  lorsque  l'argument  de  A  est  nul.      (Laisant.  ) 


UECTIFICATtOX. 


La  question  1298,  comprise  dans  la  liste  de  celles  qui  sont  restées 
sans  solution  (1897,  p.  58o),  a  été  résolue  par  M.  Cii.  Hexky  (1881, 
p.  4'8).  C'est  à  M.  l'auqucmberguc  que  nous  sommes  redevable  de 
celte  rectification,  et  nous  lui  en  exprimons  nos  remerciments. 

(  '  )  Il  faut  entendre  ici  par  confocales  deux  coniques  ayant  les 
mêmes  foyers;  on  les  appelle  aujourd'hui  plus  habituellemeut /lowo- 
focales,  en  réservant  le  premier  mot  aux  coniques  ayant  un  seitl 
foyer  rommun. 


NECROLOGIE. 


M.  GAUTHIER-YILLARS. 


, 


Au  moment  où  ce  numéro  des  Nouvelles  Annales 
allait  être  mis  sous  presse,  nous  avons  appris  la 
mort  de  M.  Jea>-Albert  GAUTHIER-YILLARS 
père,  décédé  le  5  février,  à  l'âge  de  69  ans. 

Nous  ne  pouvons  songer  même  à  esquisser  ici  la 
vie  de  cet  homme  de  bien,  d'un  grand  cœur  et  d'une 
haute  intelligence.  Mais  nous  avons  le  devoir  de 
payer  à  sa  mémoire  le  tribut  qu'elle  mérite,  et 
d'adresser  à  sa  famille  nos  condoléances  les  moins 
banales  et  les  plus  profondément  sympathiques. 

Tous  ceux  qui  l'ont  personnellement  connu  par- 
tageront les  sentiments  que  nous  exprimons  ici. 

Tous  ceux  qui  s'intéressent  aux  développements 
et  aux  progrès  de  la  Science  comprendront  quelle 
perte  nous  venons  de  faire,  car  ils  savent  quelle 
aide  puissante  il  a  donnée  à  la  Science  française. 

Les  Nouvelles  Annales,  en  particulier,  lui 
doivent  un  hommage  spécial,  et  c'est  avec  un  grand 
serrement  de  cœur  que  nous  l'apportons  sur  sa 
tombe. 

Les  Rédacteurs. 


(  ""  ) 

[M'2e] 

SUR    M   QUADRAiXGLE    MORILË; 

Pau  m.  g.  FONTENÉ, 

Professeur  au  Collèee  Rùllin. 


1.  Étant  données  deux  droites  Ox,  Oj  et  une  co- 
nique i^,  la  correspondance  établie  entre  un  point  A 
de  0.r  et  un  point  ^^  de  O)',  par  la  condition  que  la 
droite  AB  soit  tang;ente  à  la  conique  I,  est  une  corres- 
pondance doublenuMit  quadratique,  telle  tjiie,  si  l'un 
des  points  A  et  B  est  en  O,  les  deux  positions  de  l'autre 
point  sont  confondues  en  O:  cela  loiine  ti'ois  condi- 
tions et  la  correspondance  dépend  de  cinq  paramètres, 
comme  la  conique.  Si  l'on  pose  OA  =  n,  013  =  ^, 
l'équation  tangentielle  de  la  conique  est 

a-    '    ah        b-    '     a         b  ' 

d'où  résulte  la  relation  doublement  quadratique 

F «2 62 -f-  E «2  6-4-  D«62_4_Crt2_|_  B«6-h  A«2=  o, 

sans  terme  indépendant,  sans  terme  du  premier  degré. 
La  réciproque  est  exacte. 

On  a  un  fait  corrélatif,  dont  la  réciproque  s'énonce 
ainsi  : 

Etant  donnés  deux  points  O  et  O'  sur  une  droite  o), 
si  les  droites  a  et  h  issues  de  ces  deux  points  ont  une 
correspondance  doublement  quadratùjue,  telle  que, 
quand  V une  des  droites  a  et  h  prend  la  position  lo,  les 
deux  positions  de  V autre  droite  se  confondent  en  u),  le 
lieu  du  point  d^ intersection  des  droites  a  et  h  est  une 
conique  S. 
Ann.  de  Mattiémat.,  ?>"  série,  i.  WII.  (  Mai^  iSijS.)  7 


(     I09.    ) 

2.  Soit  un  quadrilatère  complet  (le  lecteur  est  prié 
de  faire  la  ligure)  dont  les  trois  couples  de  sommets 
sont  O,  Q,,  Ooûo,  O3CÎ3,  les  sommets  0| ,  00,03  étant  en 
ligne  droite:  considérons  deux  coniques  Si,  So  (deux 
cercles  par  exemple)  respectivement  conjuguées  par 
rapport  aux  triangles  0,  O0O3,  ùjO,  O3,  et  envisageons 
successivement  les  deux  divisions  de  points  O3O2O,, 
03Q,Q2-  Pvelativement  à  la  première,  les  côtés  a,  b,  c 
d'un  triangle  mobile  ABC  passent  par  les  trois  points 
fixes  0|,  Oo,  O3,  les  sommets  A  et  B  décrivent  les  co- 
niques S,  et  So,  et  l'on  cherche  le  lieu  du  sommet  C. 
Rappelons  d'abord  que,  quand  une  conique  S|  est  coji- 
jugnée  par  i-apport  à  un  triangle  Q,  Oo  O3,  un  point  A 
de  celte  conique  donne  lieu  à  un  quadrangle  inscrit 
A  A,  Ao  A3,  dont  les  couples  décotes  opposés  se  croisent 
aux  trois  sommets  du  triangle  conjugué.  Cela  posé,  si 
l'on  mène  par  le  sommet  Oo  du  triangle  QjOoOs  les 
droites  b  et  b'  conjuguées  par  rapport  aux  côtés  issus 
de  Oo,  elles  coupent  S)  aux  quatre  points  AAo,  A3A|, 
la  lettre  A  se  rapportant  à  S),  l'indcie  de  AAo  se  rap- 
portant à  Oo,  et  les  deux  droites  AA3,  A(  Ao,  ou  0  (;t  c', 
passent  en  O3  et  sont  conjuguées  par  rapport  aux  côtés 
du  triangle  issus  de  O3  ;  cojnme  la  conique  So  est  con- 
juguée par  lapport  au  triangle  ûoOiOs,  dont  les  côlés 
issus  de  O3  sont  portés  par  les  mêmes  droites  que  ceux 
du  premier  triangle,  les  droites  c  et  c'  coupent  cette 
conique  So  aux  quatre  points  BB3.  B|  Bo?  tels  que  les 
deux  droites  BB|,  B0B3,  ou  a  et  «',  passent  en  0|  et 
sont  conjuguées  par  rapport  aux  côtés  du  triangle  issus 
de  Oi  ;  il  existe  donc  entre  les  droites  rt  et  b  une  corres- 
pondance doublement  quadratique,  laquelle  satisfait 
aux  conditions  du  n"  1,  et  le  point  C  d'intersection  des 
droites  a  et  b  décrit  une  conique  S3  ;  d'ailleurs,  si  l'on 
considère   le  triangle  £^30)00,  les  droites  a,  a   et  les 


(  '"•>  ) 

droites/^,  h'  sont  respectiveniciil  conjui^uccs  par  rapport 
aux  côtés  de  ce  triangle  issus  de  Oj  et  de  O2,  et  la  co- 
nique S3,  qui  passe  par  les  points  d'intersection  C,  C(, 
Co,  C3  des  droites  «,  a'  avec  les  droites  Z>,  h\  est  conju- 
guée ])ar  rapport  h.  ce  triangle.  Il  est  facile  de  voir  cjue 
cette  conique  passe  par  les  points  coinnuins  aux  co- 
niipies  S|  et  So,  les  trois  points  A,  13,  C  pouvant  être 
confondus  avec-  l'un  de  ces  points.  J>es  notations  sont 
résumées  dans  le  Ta  1)1  eau  : 


a 

/a 

// 

c . 

c 

B,B3 

GC2, 

•-^3^1 

A  A3, 

A,  A, 

C2C3 

AA2. 

A3  A, 

BB,, 

B"i  B, 

HB, 

ce, 

(|ui  permet  en  même  temps  de  suivre  la  démonstration 
en  le  lisant  à  partir  de  AAo,  A 3 A). 

Ou  a  maintenant  trois  coniques  S(,  So,  S3.  En  con- 
servant d'abord  les  deux  coniqiies  Sj,  So  et  en  rt.'mpla- 
çant  la  division  de  points  O3O0  O,  par  la  di\  i.^ionOaQ,  Q2 
les  côtés  a,  [j,  c  d'un  triangle  nujbih;  ABD  passent,  de 
même,  par  les  trois  points  fixes  Q,,  Qo,  O3,  a  étant  DA , 
|j  étant  1)B,  les  sommets  A  et  B  décrivent  les  coniques  S) 
et  So,  et  le  sommet  I)  décrit  une  conique  S,  conjuguée 
par  rapport  au  triangle  Q,  QoOs  et  passant  par  les  points 
comuiuiis  aux  coniques  S,.  So,  S3.  D'ailleurs,  les 
droites  AA,,  A0A3,  ou  a,  a',  passent  en  Q,  et  sont  con- 
juguées par  rapport  aux  côtés  du  triangle  0,  O0O3  issus 
de  Ci|  ou  ])ar  rappoit  aux  côtés  du  triangle  ft,  Q0Q3,  et 
de  même  les  droites  BBo,  B3B,,  ou  {3,  [i',  passent  en  Ûo 
et  sont  conjuguées  par  rapport  aux  côtés  du  triangle 
QoO(03  issus  de  iîo^  ou  par  rapport  aux  côtés  du 
triangle  ii,  Qo  1)3  :  les  droites  a,  a' coupent  les  droites  jj,^' 
aux  quatre  points  D,  D,,  Do,  D3,  situés  sur  la  conique  S. 
l'>n  prenant,  d'autre  part,  les  coniques  S,  et  S3,  conju- 
guées par  rapport  aux  triangles  Q)0302  et  Q3O1O2,  et 


(  io4  ) 

en  prenant  par  exemple  la  division  Je  points  Oa^i  O3, 
on  mène  par  ù,  les  sécantes  a  et  a' qui  coupent  la  co- 
nique S,  aux  points  A  A,,  A2A3,  on  passe  par  les  droites 
AA2,  A,  A3,  ou  ^,  h',  issues  de  Oo,  qui  coupent  la 
conique  S3  aux  points  CCo,  C,  C3,  et  l'on  obtient  les 
droites  CC3,  C,  Co,  ou  y,  v',  passant  en  Q3  :  les  droites  a, 
a'  coupent  les  droites  y,  y'  cmi  quatre  points  situés  sur  la 
conique  S,  et  ces  points  sont  nécessairement  les  points 
d'intersection  D,  D,,  D.,  D3  de  cette  conique  avec  les 
droites  a  et  a'.  On  a  le  Tableau  : 


a, 

a' 

^ 

^' 

Y, 

t' 

AA„ 

A2A3 

BB,, 

B3B, 

GC3, 

Cl  Co 

DD,, 

D2D3 

DD.,. 

D3D1 

DD3, 

D,D, 

On  peut  alors  énoncer  ce  théorème  : 

Étant  donné  un  quadrilatère  complet,  si  i on  consi- 
dère quatre  coniques  respectivement  conjuguées  par 
rapport  aux  quatre  triangles  du  quadrilatère  et  for- 
mant un  faisceau,  d'oii  il  résulte  que  deux  d'entre 
elles  peuvent  être  prises  arbitrairement  et  déterminent 
complètement  les  deux  autres,  un  quadrangle  mobile 
ABCD  peut  avoir  ses  sommets  situés  respectivement  sur 
les  quatre  coniques,  les  six  côtés  a^b^  c^  a.,  [îi,  y  passant 
respectivement  par  les  six  sommets  du  quadrilatère. 

On  peut  prendre,  par  exemple,  les  quatre  cercles 
conjugués  par  rapport  aux  quatre  triangles  du  quadri- 
latère. On  a  un  théorème  corrélatif. 

La  figure  fixe  dépend  de  douze  paramètres;  on  peut 
se  donner  les  deux  coniques  S),  So  et  la  droite  indé- 
finie 0,0203,  prendre  ses  pôles  0,  et  Qo  pai'  rapport 
aux  deux  coniques,  etc.;  le  cas  singulier  où  la  droite 
0,0203  est  tangente  aux  deux  coniques  a  été  donné 
par  M.  Williamson  (voir  Salmon,  Sections  coniques), 
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et  c'est  de  là   que  m'est  venue  l'Idée  du  théorème  gé- 
néral . 

Les  six  côlés  «,  ^,  c,  a,  ^,  v  du  ((uadrangle  mobile 
ABCD  donnent  lieu  à  six  droites  «',  b' ,  c',  a',  |i',  -/res- 
pectivement conjuguées  des  picmières  par  rapport  aux 
côtés  des  angles  O, ,  Oo,  0»,  fii,  Û^,  Q,  du  quadrilatère,  et 
de  là  résultent  quatre  quadrangles  A  A,  Aa  A3,  BBjBjBa, 
...,  respectivement  inscrits  aux  quatre  coniques  S,, 
S2,  S3,S  et  non  comparables  au  quadrangle  ABCD.  Ces 
quatre  quadrangles  donnent  lif;u  à  deux  séries  de  quatre 
quadrangles  tels  que  ceux  du  théorème,  et  dont  les 
sommets  sont  indiqués  par  les  lignes  et  les  colonnes  du 
Tableau  suivant  : 

A      B      C      D 

Di     C,     B,     A, 

G2     D2     A2     B, 

B3     A3     D3     C3; 

la  droite  a,  qui  contient  les  quatre  points  B,  B,,  C,  Ci, 
porte  les  côtés  BB,  et  CC»  des  quadrangles  BBiB^Bj  et 
CCiCaCa  inscrits  à  S2  et  à  S3  et  les  côtés  BC,  B,C(, 
BCi^  BjC  de  quatre  des  huit  quadrangles  du  Tableau; 
sa  conjuguée  a'  contient  les  quatre  points  B2,  B3,  Co, 
C3,  etc.  Si  l'on  se  donne  D,  on  obtient  les  deux  qua- 
drangles DABC  et  D  A,  B0C3. 

3.  La  correspondance  établie  entre  les  points  A  et  C 
des  coniques  S(  et  S3,  par  le  lait  que  la  droite  AC  passe 
en  O2,  est  une  correspondance  doublement  quadra- 
tique; il  en  est  de  même  de  la  correspondance  établie 
entre  les  points  C  et  B  des  coniques  S3  et  Sj,  par  le  fait 
que  la  droite  CB  passe  en  0|,  et  il  arrive  que  la  corres- 
pondance résultante  entre  les  points  A  et  B  des  co- 
niques S(  et  Sj  se  décompose  en  deux  correspondances 
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doublement  quadratiques,  dont  l'une  eonsiste  en  ce  que 
la  droite  AB  passe  par  le  point  O3.  Cela  exige  (iVo«t^e//e5 
Annales,  p.  43"^;  1897)  que  les  positions  du  point  C 
qui  donnent  deux  points  A  confondus  donnent  aussi 
deux  points  B  confondus,  et  il  en  résulte  que  les  tan- 
i^^entes  menées  de  0|  à  So  et  de  O^  à  S|  doivent  se 
couper  sur  S3. 


[04da] 
SUR  L'HYPERIIOLOIDE  OSCJJLATEïlU  A  l^E  SURFACE  RÉGLÉE 

LE  LO\G  D'U.\E  GÉNÉRATRICE; 

Par  m.  P:[ixest  DUPORCQ. 


Dans  le  numéro  de  septembre  dernier  de  V Internié- 
dlaire  des  Mathématiciens,  j'ai,  à  la  suite  de  réponses 
fort  intéressantes  de  M.  Mannlieini  et  de  M.  dOeagne, 
indiqué  sans  démonstration  une  solution  d'un  problème 
proposé  par  M.  Chômé,  La  construction  à  laquelle  je 
suis  parvenu  fournit  un  mojen  de  résoudre  la  question 
suivante,  dont  celle  Note  contiendra  le  développement: 

Construire  l' liyporholoïde  oscillateur  à  la  surface 
réglée  engendrée  par  une  droite  abc  qui  s'appuie  sur 
trois  courbes  données  (rt),  (b)  et  (c). 

11  suiiit  évidemment  de  construire  la  génératrice  A  de 
cet  liyperboloïde,  autre  (jue  abc^  qui  passe,  par  exemple, 
pai-  a.  Nous  remaj-querons  d'abord  que  cette  génératrice 
est  comnmne  à  tous  les  hjpcrboloïdes  H,  osculaleurs 
en  a  à  la  courbe  (<7),  et  tangents  en  b  et  c  aux  courbes 
[b)  et  (c)  :  car,  si  l'on  prend  la  droite  abc  pour  axe 
des  z  et  le  plan  osculateur  en  a  à  [a)  pour  plan  des  xj  , 
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l'axe  des  x  étant  d'ailleurs  la  tangente  à  cette  courbe, 
les  hvperboloïdes  II  ont  [)our  équation  générale 

nix-  -\-  À>-  -f-  «j-  -I-  b  zx  ~  [■'•xy  -r-  y  —  o, 

équation  dans  laquelle  les  paramètres  a  et  b  sont  déter- 
minés par  la  connaissance  des  plans  tangents  le  long  de 
l'axe  des  z,  et  le  paramètre  m,  par  celle  de  la  courbure 
de  (rt).  On  voit  bien  que  la  génératrice  A,  représentée 
par  les  équations 

n  X  '~  b  ■ 


y  =  o, 


o, 


ne  dépend  pas  des  paramètres  variables  A  et. j/..  D'ailleuis, 
la  courbe  (a)  n'intervenant  que  par  son  plan  osculaleur 
et  sa  courbure  en  «,  on  peut  évidemment  la  supposer 
plane. 

Ceci  posé,  considéi'ons  le  plan  P,  mené  par  b  paral- 
lèlement au  plan  de  la  courbe  («)  :  nous  allons  cherclier 
sur  ce  plan  la  trace  a  de  la  génératrice  A. 

Soient  bb'  et  bt  les  traces  sur  ce  plan  des  plans  tan- 
gents en  b  et  c  aux  hyperboloïdes  H,  et  soit  ce'  la  paral- 
lèle menée  de  c  à  bt.  Tous  les  hyperboloïdes  H  sont  tan- 
gents eu  c  à  ce'  et  osculateurs  en  a  à  la  courbe  (<7).  Or 
on  sait  que  toutes  les  quadriques  qui  passent  par  cinq 
points  coupent  un  plan  quelcon(jue  P  suivant  des  co- 
niques liarmoniquement  circonscrites  à  une  même  co- 
nique r,  la  droite,  joignant  deux  des  cinq  points  consi- 
dérés, et  le  plan  déterminé  par  les  trois  autres  ayant 
évidemment  pour  traces  sur  le  plan  P  un  point  et  une 
droite  qui,  par  rapport  à  F,  sont  pôle  et  polaire.  Ici, 
deux  des  cinq  [)oints  à  cnvisagei-  sont  confondus  en  c 
sur  la  droiti;  ce',  et  les  trois  autres  sont  confondus  en  a 
sur  la  courbe  (a). 

Pour  déterminer  dans  le  [tlan  P  la  coni(]ue  F  corres- 
pondant à  ces  cinq  points,  considérons  sur  la  courbe  (a  ) 
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un  point  quelconque  a' ,  et  désignons  par  V  la  conique 
du  plan  P  qui  correspond  aux  cinq  points  suivants  : 
deux  points  c  et  c'  confondus  en  c  sur  la  droite  ce',  deux 
points  a  et  a!  confondus  en  a  sur  la  courbe  (a),  enfin  le 
point  a!']  cette  conique  Y'  a  pour  limite  la  conique  F 
quand  le  point  a"  se  rapproche  infiniment  du  point  a. 
Or,  désignons  par  r  la  trace  de  la  droite  ca'  sur  le  plan  P  : 
elle  se  trouve  sur  la  courbe  (/•),  suivant  laquelle  la 
courbe  (a),  vue  du  point  c,  se  projette  sur  le  plan  P, 
et  la  tangente  en  b  à  cette  courbe  est  évidemment  la 
droite  Z»a.  Par  rapport  à  la  conique  F  les  traces  des 
droites  ce' ^  en  et  ca"  ont  respectivement  pour  polaires  les 
traces  des  plans  aa' a"^  c' a' ci!'  et  c' aa'  -^  autrement  dit  : 

1°  F'  est  une  parabole  d'axe  parallèle  à  ht\ 

2"   Elle  est  tangente  en  h  à  hv^ 

3°  Lapolairedu  poinirparrapportàF'  estladroite  Z>a. 

Soit  II  le  point  où  h-x  coupe  la  parallèle  ru  à  bt,  et 


soit  s  le  milieu  du  segment  ru.  Ce  point  étant  évidem- 
ment sur  la  parabole  F',  on  en  déduit  immédiatement 
que  si  /•  se  rapproche  indéfiniment  de  b  sur  la  courbe  (/) 
la  limite  F  de  la  parabole  F'  a  en  b  une  courbure  opposée 
à  celle  d(3  la  courbe  (/•),  et  moitié  moindre.  D'après 
une  propriété  connue  du  centre  de  courbure  de  la  para- 
bole, la  directrice  de  F  passe  donc  par  le  centre  de 
courbure  p  de  la  courbe  (r)  en  b,  c'est-à-dire  par  la 
trace  sur  le  plan  P  de  la  droite  co),  to  désignant  le  centre 
de  courJ)ure  en  a  de  la  courbe  {a  ). 
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Nous  avons  donc  obtenu  une  parabole  F  à  laquelle 
sont  liarmoniquemenl  circonscrites  les  coni(|ues  suivant 
lesquelles  le  plan  P  coupe  les  hyperboloïdes  H  :  ces 
coniques  sont  d'ailleiiis  tangentes  en  h  à  la  droite  hh' , 
qu'elles  eonpent,  par  const'quent,  en  des  points  con- 
jngués  par  ra])port  à  F  :  elles  passent,  par  suite,  par 
le  pôle  de  cette  droite,  ([ui,  situé  sur  la  droite  èa,  n'est 
donc  autre  que  le  point  a  hii-mèiue. 

La  construction  de  ce  point  est  donc  ramenée  au  pro- 
blème suivant  : 

Construire  le  pôle  a  de  la  droite  hh'  par  rapport  à  la 
parabole  F,  tangente  en  h  à  ^a,  dont  l'axe  a  pour  di- 
rection bt,  et  dont  la  directrice  passe  par  le  point  p  de 
la  normale  bp  en  b. 

Soient  è' l'intersection  de  bb'  avec  F,  K  le  milieu  de 
bb',  q  le  point  de  concours  des  perpendiculaires  bq  et  rx.q 
aux  droites  fy.b'  et  b'x.  Ce  point  est  l'orthocentre  du 
triangle  aplati  formé  par  la   tangente  aZ>'  et  deux  tan- 


Fi£ 


gentes  confondues  avec  by..  La  droite /^^  est  donc  la  di- 
rectrice de  F  et  est,  par  suite,  perpendiculaire  à  aK. 
Or,  en  direction,  aK  est  conjuguée  de  bb'  par  rapport 
aux  droites   y.b  et  y.b'  :  la  perpendiculaire  qp'  à  bb'  est 
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donc  conjuguée  de  qp  par  rapport  à  Tanglc  bqy.;  aulre- 
ment  dit,  b  est  le  milieu  de  pp' . 

Par  suite,  pour  construire  le  [ioint  a,  il  suffit  de 
prendre  le  symétrique  p'  de  p  par  rapport  à  Z»,  de  mener 
les  perpendiculaires  pq  vl  p' q  aux  dioites  ht  et  bb' ,  et 
de  projet(n-  leur  point  commun  g  sur  la  trace  Z»a  du  plan 
tangent  en  a  aux  hjperboloïdes  H. 

Le  milieu  o  du  segment  pq  est  évidemment  situé  sur 
la  jîerpendiculaire  bo  à  bb'  et  sur  la  perpendiculaire 
qo  au  milieu  de  by..  Si  donc  on  suppose  connus  le 
point  to,  la  génératrice  A  et  la  trace  bb\  on  voit  ([ue  la 
droite  pq  passe  par  le  point  fixe  o  quand  le  point  c  se 
déplace  sur  la  droite  ab  :  cette  remarque  permet  de  con- 
struire facilement  la  trace  bt  du  plan  langent  en  c  aux 
surfaces  réglées  satisfaisant  à  ces  données,  ce  qui  était 
justement  la  question  posée  par  ÎM.  Chômé. 

Supposons  que  le  plan  de  la  courbe  (a)  soit  normal  à 
la  droite  ab  :  les  droites  pq  sont  alors  les  traces  sur  le 
plan  P  des  plans  déterminés  par  le  point  to  et  les  nor- 
males aux  surfaces  H  aux  dilléients  points  de  ab  :  la 
droite  too  appartient  donc  au  paraboloïde  de  ces  nor- 
males. Le  plan  atùoq  est  donc  le  plan  tangent  à  ce  pa- 
raboloïde au  point  w;  d'ailleurs,  le  point  a  est  le  point 
central  de  la  génératrice  nui  et  le  plan  tangent  à  ce 
point  est  le  plan  ^^iab.  Le  paramètre  de  distribution  des 
plans  tangents  au  paraboloïde  des  normales  est  donc, 
pour  la  génératrice  «ta  : 


tang  baq 
ou  encore,  en  désignant  par  o  l'angle  bwx, 

K  =  • 

tang'f 

Or.  si  l'on  désigne  par  p,  et  Oo  les  rayons  de  courbure 
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principaux  de  la  surface  11  eu  «,   on    a  évidemmenl, 
d'après  la  relation  d'Enler, 

I  I     .   „  o         r         „  o 

■ —  =  —  sin-  '  -A cos^  -'- 

rtto       pi  a        0-2  1 

et 

—  €0  5--! — i sin^  '-  =^  n. 

fi  '•        p2  '-'• 

On  en  déduit  aisétneiit 

K  —  y/pi  Oj . 

On  retrouve  ainsi  ce  lliéorènie,  dû  à  Ossian  Bonnet, 
et  dont  la  démonstration  directe  est  immédiate  : 

Si  l 'on  considère  le  pnraholoïde  des  normales  à  une 
snrfdce  réi^lce  S  le  long  d  une  génerat/ice,  le  para- 
mètre de  distrihution  des  plans  tangents  à  ce  parabo- 
loïde  le  long  d'une  des  normales  considérées  est  égal 
à  la  moyenne  géoméLricjiLe  des  rayons  de  courbure 
principaux  de  S  au  pied  de  cet  le  normale. 

Ce  théorème  s'appliquerait  évidemment  aussi  à  la 
noriiialie  à  une  surface,  admettant  pour  J>ase  une  ligne 
asyniptoti(|ue  de  cette  surface.  Son  application  aurait 
permis  d'établir  rapidement  la  construction  précédem- 
ment obtenue,  dans  le  cas  où  la  courbe  (a)  est  normale 
à  la  irénérati'ic(;  abc. 


[M-3d] 
SUU  am  CERTAINE  SIRFACE  DU  TROISIÈME  ORDRE; 

Par  m.  Gii.  BIOCHE. 


La  surface  qui  a  pour  équation 

(  X  -h  V  -f-  Z  -f-  T  )■•  -  X-'  -  Y  =  —  Z3—  T^ 


(  i'^  ) 

à  laquelle  Clebsch  a  donné  le  nota  de  surface  diagonale^ 
présente  certaines  particularités  que  je  crois  bon  de  si- 
gnaler ici  ( *). 

I. 

i.  D'abord  la  surface  diagonale  a  ses  vingt-sept 
droites  réelles  et  distinctes,  et  la  détermination  de 
celles-ci  peut  s'effectuer  facilement.  Si  l'on  ordonne 
l'équation  par  rapport  à  une  des  lettres,  T,  par  exemple, 
elle  devient 

T2(X  +  Y  +  Z)  +  T(X  +  Y+Z)2-t-(Y  +  Z)(Z  +  X)(X  +  Y)=o, 

ou 

T(X+Y+Z)(X  +  Y-+-Z  +  T)  +  (Y  +  Z)(Z  +  X)(X-+-Y)  =  o; 

cette  forme  d'équation  met  en  évidence  les  droites 

i  T  =  o,         I  T  =  o,         (  T  =  0, 

j  Y  +  Z  =  o,         I  Z  -i-  X  =  o,         i  X  +  Y  =  o, 

et,  à  cause  de  la  symétrie  de  l'équation  initiale,  on  peut 
trouver  d'autres  systèmes  de  trois  droites  dans  chacune 
des  faces  du  tétraèdre  de  référence;  ou  a  ainsi  douze 
droites. 

2.   On  voit  de  plus  que  le  plan 

XH-Y-+-Z-f-T  =  o 

coupe  la  surface  suivant  un  triangle  formé  par  les  traces 
des  plans 

Y-t-Z  =  o,        Z-4-X  =  o,        X-hY=:o 
sur  le  premier. 


(')   Voir  un  très  intéressant   Mémoire  de  Eckardt  au  Tome  X  des 
Math.  Annalen;  1876. 
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3.   On   trouve  les  autres  dioites    en  menant  pai'   les 
trois  dernières  droites  obtenues  des  plans  convenable- 
ment détermines.  Pour  simplifier  le  calcul  posons 

X-+-Y  =  -2P,         Z  +  T  =  2Q, 
\-Y  =  ?.P',        z  — T=2Q'. 

L'équation  de  la  suiface  peut  s'écrire 

4(P-hQ)3— P3— 3PP'2— Q3— 3QQ'2  =  o. 

L'intersection  de  la  surface  par  le  plan 

P  +  X  Q  =  o 
est  donnée  par 

4(1  — X)3Q3-f-X3Q3+3XQP'2_Q3_  3QQ'2=  o. 

Si  l'on  supprime  dans   cette  équation  le   facteur  Q,  il 
reste 

[4(i-X)3-^À3— f]Q2+3XP'2— 3Q'2  =  o; 

cette  équation  est  celle  d'une  quadrique  qui  se  réduit  à 
un  système  de  deux  plans  si  l'on  a 

1  =  0        ou         3(i  —  X)  (X2_  3X  _|- i)  —  o. 

Les  solutions  ).  =  o,X  =  i  conduisent  à  des  droites 
déjà  obtenues 5  il  reste  à  prendre 

3±/5. 

on  a  donc  les  droites 

(  2(X-4-Y)^-(3-+- v/5)(Z-t-T;  =0, 
î  2CZ  — T)-(v/5-f-i)(X-Y;  =  o, 
\  2(X^Y)-l-(3  +  v/^)(Z-+-T)  =  o, 
1  2(Z  — T)-^(/5  +  i)(X  — Y)  =  o 

et  celles  qu'on  obtient  en  cliangeant  le  signe  devant  i/n; 
on  a  ainsi  quatre  droites.  Les  liuit  autres  s'obtiennent 
en  permutant  les  lettres  X,  Y,  Z,  T. 
On  a  donc  les  vingt-sept  droites. 
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II. 

A.  Il  peut  arriver  qu'en  un  point  d'une  surface  toutes 
les  courbures  soient  nulles,  on  a  alors  des  ombilics 
d'une  nature  spéciale  qui  ont  pour  homologues,  si  l'on 
transforme  homograpliiquemenl  la  surface,  des  points  de 
même  nature.  Ces  points  peuvent  exister  sur  des  sur- 
faces du  troisième  ordre,  il  peut  même  y  en  avoir  une 
infinité.  M.  de  Saint-G(Minain  a  montré  que  ce  cas  se 
présentait  pour  les   surfaces  dont  l'équation  est  de  la 

forme 

Y3^XF(X.  Y.Z.Ti  =o. 

F  étant  une  fonction  du  deuxième  degré  (Comptas  ren- 
dus, i4  décembre  1885). 

Il  est  facile  de  constater  que  chaque  sommet  du  té- 
traèdre de  référence  est  un  de  ces  on^sbilics  spéciaux^ 
par  exemple  le  plan 

X  —  Y  +  Z  =o 

conpe  la  surface  suivant  trois  droites  situées  dans  les 

faces 

X  =  o,         Y  =  o.         Z  =  0. 

On  a  encore  six  ombilics  spéciaux  aux  points  d'inter- 
section des  arêtes  du  tétraèdre  avec  le  plan 

X-^Y-^Z-i-T  =  o. 

Par  exemple,  le  plan 

X  -^  Y  =  o 
contient  les  droites 

^  X  -+-  Y  =  o,         ^  X  -^  Y  =  o,         (  X  -H  Y  =  o. 
j   Z  -^  T  =  o,         ]  T  =  o.         I  Z  =  o. 
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On  a  donc  dix  ombilics  spéciaux  doiil  quatre  souL  les 
sommets  d'un  tétraèdre,  et  six  les  traces  des  arêtes  sur 
nn  même  plan. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  surfaces  ayant  pour  équa- 
tion 

(X  H-  Y  -+-  Z  4-  T )'«  —  X'"  —  Y'«  —  Z"'  —  T'"  =  o, 

m  étant  impair,   possèdent  aussi   dou/-e  ombilics  ajaiit 
même  disposition  que  pour  le  cas  de  m  =  3. 


[02q] 

SIR  LA  DÉTERMI\ATIO\  DES  COIRBES  PAR  ÏM  ÉQIATIOX 

E\TRE  LES  DISTAXCES  TAAGEMIELLES  DE  LEIRS  POINTS 

A  DES  COIRRES  DO.WÉES; 

Par  m.  Maikice  n'OGAGNE. 


Si  M,  A  =  /, ,  Mo  A  ^  /o,  .  . .,  M„  A  =  /„  sont  les  dis- 
tances tangenticlles  du  [)oint  Aaux  courbes  (M(),  (Mo), 
.  .  . ,  (M/î),  l'équation 

définit  une  courbe  (A). 

Pour  que  les  points  de  celle  courbe  soient  détermi- 
nés sans  ambii^uïtc;,  il  faut  que  le  signe  des  distances 
/, ,  /o,.  ,  . ,  /„  soit  délini  avec  précision. 

Rappelons  la  convention  (pie  nous  avons  adoptée 
dans  notre  Cours  de  Géométrie  infinitésimale.  Prenant 
pour  sens  positif  d'une  courbe  en  un  point  le  sens 
direct  (irigonométrique  positif)  de  son  cercle  oscula- 
teur  en  ce  point,  nous  étendons  ce  sens  positif  à  toute 


(  ■•6  ) 

la  tangente;  dès  lors  Je  sens  positif  de  Ja  normale  est 
celui  qui  va  du  point  considéré  sur  la  courbe  vers  le 
centre  de  courbure  correspondant  (')  {loc.  cit.,  p.  261). 

On  peut  donc  dire  que  la  distance  //  sera  prise  posi- 
tivement ou  négativement  suivant  que  le  segment  M/A 
de  la  tangente,  considéré  comme  une  force  appliquée 
en  M/,  tendra  à  faire  tourner  le  rayon  de  courbure  M/ pi/ 
autour  du  centre  de  courbure  jjl/  dans  le  sens  direct  ou 
dans  le  sens  rétrograde. 

La  détermination  de  la  normale  en  A  à  la  courbe  (A) 
résulte  du  théorème  suivant,  donné  dans  notre  Cours 
(p.  271)  : 

Si,  sur  la  tangente  AM^,  on  porte  te  segment 
ALi=  —r  et  si  la  perpendiculaire  élevée  à  cette  tan- 
gente en  Li  coupe  au  point  À/  la  droite  qui  joint  le 
point  A  au  centre  de  courbure  ij.^  répondant  au  point 
Mi,  la  normale  en  K  à  la  courbe  (A)  est  dirigée  sui- 
%'ant  le  'vecteur  résultant  des  vecteurs  K\i. 

Il  suffit  d'ajouter  que  chaque  segment  AL/  doit  être 
porté  sur  la  tangente  correspondante  (dont  le  sens  posi- 
tif a  été  ci-dessus  délîni)  en  tenant  compte  de  son  signe. 

Si  la  courbe  (M/)  est  un  cercle,  on  peut,  du  point  A, 
lui  mener  deux  tangentes  AM/  et  AM^,  et  si  //  et  /| 
sont  les  longueurs  de  ces  tangentes  prises  avec  leurs 
signes,  ou  a 


(')  Si  la  courbe  se  réJuit  à  un  point,  on  peut  choisir  indifférem- 
ment  le  sens  positif  sur  une  droite  passant  par  ce  point,  mais  une 
fois  ce  choix  fait,  le  sens  positif  de  la  direction  normale  est  parfai- 
tement défini;  c'est  celui  que  l'on  obtient  en  faisant  tourner  de  90», 
dans  le  sens  direct,  la  partie  positive  de  la  première  droite. 


(   "7  ) 
Si  donc  ou  a,  [)oiir  cliaqiu;  [)oiiil  tie  lu  tourbe  (A), 

Im  /,,  ...,//,...,/„)  =  o. 
ou  a  aussi 

F(/,,...,  —  /;,....  /„)  =  o. 

La  uoiuiale  obtenue  eu  parlant  de  l'une  ou  de  l'autre 
équaliou  doit  doue  être  la  uièine,  e'est-à-dire  que  le 
veel(Hir  A//  doit  être  le  uiènie  dans  les  deux  cas. 

Or,  ou  a  évidemuieut 

à¥  _^  dF  _ 

Eu  d'autres  termes,  1(!S  segments  AJ./  et  AL^  sont 
égaux  et  de  signes  contraires,  de  même  (jueles  segments 
AM/  et  AM^,  et  comme  la  droite  A  jj»./  est  la  bissectrice  de 
l'angle  Al,  AM^-  ou  voit  immédiatement  que  le  point  Ai 
est  le  même  dans  les  deux  cas. 

Renuirque.  — ■  Ou  peut  changer  à  la  fois  le  sens  de 
tous  les  segments  A  À/.  La  direction  de  leur  résultante 
reste  la  même.  Donc,  au  lieu  de  porter  à  partir  de  A  sur 

chaque  segment  INI/ A   le  segment   AL/=  -r- ,   on   peut 

1  A  r  ^F 

porter  le  segment  AL/  =  —  -rr-- 

Exemple.  —  Supposons  (jue  l'équation  donnée  soit 

I!/j  =  Â*.  Dès  lors  —j-  =  //.  Nous  pouvons  donc  prendre 

AL/=  —  li^  ce  qui,  {/uel  que  soit  le  signe  de  M/ A,  fait 
coïncider  Li  avec  M,-  et,  par  suite,  X,  avec  [jl/.  Donc, 
dans  ce  cas,  la  normale  est  dirigée  suivant  le  vecteur 
résultant  des  vecteurs  A  [j.,  ;  en  d'autres  termes,  elle 
passe  par  le  centre  de  gravité  des  centres  de  courbure 
[jL/.  On  retrouve  ainsi  un  cas  particulier  dun  théorème 
Ann.  de   Mathémnt.,  .V  série,  t.  WII.  (Mars  iS(|S.)  8 


(   ,18  ) 
de  M.  J.   Poniey  (Nom'elles  Annales,    1889,  p.   ^^7), 
que,    dans   le  cas    général,    nous    avons    déjà    rattaché 
à  notre  théorème  [Nouvelles  Annales,   1890;  p.  291). 


[Bla] 


REMARQUES  SUR  Li\E  MATRICE  ; 

Par  m.   L.   RâVUT. 


Considérons  la  matrice 


(  o    r    000) 
1    0000 
00010 
o  o  o  o   I 
o  o   I   o  o 


dont  la  sixième  puissance  égale  i.  Il  s'agit  de  prouver 
que  l'on  a,  pour  équation  identique  de  cette  matrice, 

(S2_,)(S-^—  I)   ^O. 

Pour  l'établir,  posons 


S  = 


(  o  I  o  O  o 
I  0000 
00000 
00000 
00000 


(00000) 
00000 
o  o  o   I   o 
o  o  o  o   I 
00100 


D'une  manière  générale,  nous  avons 

S"  =  p"  ^  q". 


=l>--—p^-p'-\- 


(    "9  ) 
JVous  pouvons  donc  écrire 

(S2— i)(S3— i)=  S^-S^-S^-t- 
(   I  o  o  o  o  ) 
I    O    I    o  o  o 
o  o   o  o   o      -t-«s  —  r/3  —  n^ 
o  o  o  o  o 
o  o  o  o  o 
(ioooo)[  (loooo)' 

o  I  o  o  o 
o  o  o  o  o 
o  o  o  o  o 
o  o  o  o  o 
(    o  o  o  o  o  ) 


(   o  o  o  o  o   ) 

!   o  o  o  o  o 

o  o  I  o  o 

I    o  o  o  1  o 

o  o  o  o  l 


=  ,>-2- 


q^- 


o  o  o  o  o 

o  o  I  o  o 

o  o  o  I  o 

o  o  o  o  I 


•  V 


I   o   I    o  o  o 

-    !     o    o    o    o    o 

o  o  o  o  o 
,   o  o  o  o  o 

(   o  o  o  o  o   ) 

'   o  o  o  o  o 

'  —      o  o   I   o  o 

I    o  o  o    1  o 

o  o  o  o  1 


Les  deux  facteurs 

(   I  o  o  o  o  ) 

o  I   o  o  o 

/)*  —  I   o  o  o  o  o 

o  o  o  o  o 

o  o  o  o  o 


et 


(    o  o  ()  o  o    ) 

o  o  o  o  o   ! 

1^ —  [    o  o  I  o  o    I 

I 

o  o  o  1  o 

o  o  o  o  1 


étant  nuls,  le  dernier  membre  des  égalités  précédentes 
est  égal  à  zéro.  Par  suite 

(S2_I)(S»—  I)  =.o. 

Si  l'on  considérait  la  matrice 

(  o   [  o  o  o  ) 
1 
I   o  o  o  o 

s  =      o  o   I  o  o 

o  o  o   1    o 

o    l)   o    o    1 


(     120    ) 

OU  aurait  évidenimeul 

S2—  I  =o. 

mais  l'on  aurait  aussi 

(S2_i)(S-i)'=o. 


[K14b] 
QIELQIES  REMARQIES  SIR  LE  THÉORÈME  D  EILER 
COXCERWn  LES  l»OLVEDRES  (M; 

Par  m.  Emile  WEILL. 

Agrégé  des  Sciences  mathématiques. 


1.  Nous  délinirous  un  polyèdre  :  une  ligure  formée 
d'un  nombre  fini  de  polygones  dont  les  plans  diffèrent 
et  tels  que  chacun  de  leurs  côtés  appartienne  à  deux  de 
ces  polygones  et  à  deux  seulement. 

Théorème  d'Euler.  —  Soient  F  le  nombre  des  faces 
d'un  polyèdre,  S  le  nombre  de  ses  sommets,  A  le 
nombre  de  ses  arêtes.  Il  existe  des  polyèdres  pour  les- 
quels ces  quantités  sont  liées  par  la  relation 

F  —  S  =  A  -H  2. 

Supposons  un  polyèdre  réalisé  matériellement  et 
clierclions  à  en  séparer  les  faces  les  unes  des  autres. 
Nous  pourrons  d  abord  enlever  la  face  1,  limitée  par  le 
contour  ABCDE,  en  donnant  un  trait  de  scie  continu 
suivant  ABCDE,  A  puis  la  face  2,  en  donnant  un  trait  de 


(  '  )  La  démonstration  donnée  dans  cet  article  a  été  inspirée  par  la 
lecture  du  Chapitre  IV  du  Traité  sur  les  fonctions  algébriques  et 
leurs  intégrales,  de  MM.  Appell  et  Goursat. 


(     «2.     ) 

scie  (Oiiliiiu  suivant  AFGHIÎ,  ce  Irail  étant  néc<?ssaire- 
nuMU  iiitenompii  eu  H  et  ainsi  de  suiti;. 


Nous  supposerons  que  tous  les  traits  de  scie  ainsi 
tracés  sont  efficaces,  c'est-à-dire  que  chacun  d'eux 
détache  une  face. 

Ceci  ne  se  présente  pas  toujours.  Considérons,  par 
exemple,  le  polyèdre  obtenu  comme  suit  : 

Soient  trois  triangles  ayant  leurs  côtés  parallèles,  mais 
situés  dans  trois  plans  différents.  Joignons  les  sommets 
homologues. 

Traçons  dans  ce  polyèdre  ABC  A' B' C'A"  B"  G"  le  trait 
de  scie  fermé  ABCA,  il  est  inefficace.  Opérons  encore 

Fig.      2. 


autrement  :  traçons  les  deux  traits  de  scie  AA'B'BA  et 
B'C'CB;  chacun  d'eux  sépare  une  face.  Si,  ensuite,  nous 
traçons  le  trait  BB"B',  il  est  inefficace. 

Si  celle  parliculaiité  ne  se  présente  pas.  nous  aurons 


(     122    ) 

évidemment  séparé  toutes  les  faces  après  F  —  i  traits  de 
scie. 

Enlevons  maintenant  le  sommet  A  à  l'emporte-pièce; 
il  sera  remplacé  par  un  trou.  Ce  trou  n'altérera  pas  le 

Fig.  3. 


nombre  de  traits  de  scie  continus  nécessaires  pour  sépa- 
rer toutes  les  faces  du  polyèdre.  Le  trait  ABCDEA  sera 
simplement  remplacé  par  le  trait  «sBCDEa,. 

II  n'en  sera  plus  de  même  si  nous  supposons  un  som- 
met A'  du  poljèdre  autre  que  le  sommet  de  départ  rem- 
placé par  un  trou, 

A  ce  sommet  aboutissent  plusieurs  faces  i',  2',  .  ,  .. 

Soit  l' la  première  de  ces  faces  que  nous  séparons  du 
reste  du  polyèdre.  Le  trait  de  scie  qui  suivait  d'abord  le 


contour  B'A'C  sera  morcelé  en  deux  portions  :  l'une 
venant  suivant  W b',  l'autre  partant  de  c'  et  se  dirigeant 
suivant  c'C  Les  autres  traits  de  scie  partiront  des  points 
d\  c',  au  lieu  de  partir  du  point  A':  ce  sera  leur  seul 
changement. 


(   '^3  ) 

Chaque  fois  (jue  nous  remplacerons  ainsi  un  soinineL 
autre  que  le  sounnel  de  départ  par  un  trou,  nous  aug- 
menterons d'une  unité  le  nombre  de  traits  de  scie  con- 
tinus nécessaires  pour  séparer  toutes  les  faces  du 
polyèdre. 

Nous  supposerons  que,  pour  séparer  toutes  les  faces  du 
polyèdre,  il  ne  soit  pas  nécessaire  d'avoir  deux  ou  un 
plus  grand  nombre  de  sommets  origines  de  traits  de  scie. 

Expliquons-nous  sur  un  exemple  : 

Soient  ABCDE  une  face  d'un  polyèdre  quelconque  et 


FGH  un  triangle  situé  dans  le  plan  de  cette  face  et  à  son 
intérieur.  Un  point  S  de  l'espace  et  le  triangle  FGH 
déterminent  un  angle  solide  qui,  avec  le  polyèdre  pri- 
mitif, constitue  un  nouveau  polyèdre  SFGHABCDE — 

Si  nous  prenons  le  sommet  S  comme  origine  des  traits 
de  scie,  nous  séparerons  d'abord  les  faces  SFG,  SGH, 
SHF,  puis  nous  serons  arrêtés  et  nous  devrons  choisir 
une  nouvelle  origine  de  traits  de  scie  sur  la  seconde 
portion  du  polyèdre. 

Nous  supposerons  enfin  que,  si  nous  remplaçons  tous 
les  sommets  du  polyèdre  par  des  trous,  le  nombre  des 
trous  obtenus  est  déterminé  sans  ambiguïté-,  c'est  dire 
(ju'il  n'existe  pas  de  sommet  par  lequel  passent  plusieurs 
nappes  du  polyèdre.  Dans  ce  dernier  cas,  en  enlevant  le 
sommet  considéré,  on  obtiendrait  pour  ainsi  dire  un 
trou  multiple. 


(     '24    ) 

Dans  ces  conditions,  les  S  sommets  étant  l'eni placés 

pai'  S  trous  dont  S  —  i   sont  efficaces,  le  nombre  de 

traits  de  scie  nécessaires  pour  séparer  toutes  les  faces 

est 

F  —  i  +  S  — i  =  F-+-S  — 2. 

D'autre  part,  ce  nombre  est  égal  au  nombre  d'ai'ètes 
du  polyèdre  puisque  tous  les  sommets  sont  enlevés,  et 
l'on  a  bien 

F  -4-  S  =  A  +  i. 

C.    Q.     F.     I). 

Nous  appellerons,  avec  M.  Jordan,  polyèdres  eiilé- 
riens,  les  polyèdres  auxquels  le  théorème  d'Euler  est 
applicable. 

Théorème.  —  Les  polyèdres  convexes  sont  eiilé- 
riens. 

On  démontre  facilement  que  si  un  polyèdre  présente 
la  première  particularité  écartée  dans  la  démonstration 
précédente,  il  existe  un  contact  feroié,  ne  se  coupant 
pas,  formé  d'arêtes  du  polyèdre  et  tel  que  si  l'on  coupe 
la  surface  polyédrale  suivant  ce  trait,  elle  n'est  pas 
partagée  en  deux  portions  distinctes;  un  polyèdre  coU' 
vexe  ne  peut  donc  présenter  la  première  particularité. 

Il  ne  peut  présenter  non  plus  la  seconde  particularité 
écartée  car  il  faudrait  qu'il  ail  une  face  limitée  par  plu- 
sieurs contours  polygonaux. 

Enfin,  il  ne  peut  présenter  un  sommet  par  lequel 
passent  plusieurs  nappes. 

On  peut  donc  lui  appliquer  la  démonstration  précé- 
dente. 

2.  On  sait  que  le  théorème  d'Euler  peut  être  généra- 
lisé. Ceci  nous  permettra  de  voir  <|ue  les  polyèdres  eulé- 


(  '--^^  ) 

riens  considérés  dans  ce  qui  précède  ne  sont  pas  les  seuls 
de  celte  espèce. 

Considérons  un  polyèdre  ne  présentant  que  la  pre- 
mière singulai'ité  et  supposons  qu'on  puisse  tracer  n 
traits  de  scie  continus  fermés  sans  morceler  la  surface 
polyédrale;  ces  traits  de  scie  une  fois  tracés,  la  démon- 
stration donnée  est  valable  et  la  relation  d'Euler  de- 
vient : 

F-i-S  =  A-i-2  —  n 

(ce  qui  nous  montre  que  le  nombre  n  est  un  nombre 
invariable  attaché  au  polyèdre). 

Nous  voyons  que  le  second  membre  de  la  relation 
d'FAiler  a  diminué. 

Considérons  maintenant  un  polyèdre  ne  présentant 
que  la  seconde  singularité  et  supposons  qu'il  soit  néces- 
saire d'avoir  m -\- i  sommets  origines  de  coupures.  Il 
n'y  aura  plus  que  S  —  (/«  -h  i)  trous  efficaces  et  la  rela- 
tion d'Euler  devient 


Le  second  mcjiibre  a  augmenté. 

On  voit  donc  qu'un  polyèdre  pourra  présenter  des 
singularités  diverses  de  telle  façon  que  l'augmentation 
du  second  membie  de  la  relation  d'Euler,  due  à  cer- 
taines d'entre  elles,  compense  la  diminution  due  aux 
autres. 

Voici  un  exemple  de  ce  fait  : 

Soient  ABCDEF  et  A'B'C'D'E'F  deux  faces  d'un 
polyèdri'  eulérien/;.  On  a 

(i)  /+  .s-  =  a  -t-  2. 

Sf)ient,  situés  respectivement  dans  les  plans  de  ces 
faces    cl   intérieurs    à   leurs  contours,    deux    polygones 


(  y^c,  ) 

GHK.L  el  G'H'K'L'  qui  sont  deux  faces  d'un  second  po- 
lyèdre eulérien  p'  pour  lequel  on  a 

(2) 


L'accolenienl  des  polyèdres  p  et  p'  donne  un  po- 
lyèdre P  pour  lequel  on  a 

F—/-^/' — 2,         S  =  5 -H  5',         A  =  a -+- a'. 

Additionnant    membre    à  membre  les  équations   (i) 

et  (  2)  il  vient  : 

F-4-S  ==  A-^2. 

3.  Nous  avons  vu  l'intluence  des  deux  premières  sin- 
gularités écartées  précédemment  sur  la  relation  d'Euler. 
Clierchons  à  voir  ce  qui  se  passe  lorsque  le  polyèdre 
présente  un  sommet  auquel  aboutissent  plusieurs 
nappes. 

Considérons  un  polyèdre  quelconque  el  son  polyèdre 
polaire.  On  sait  que  si  le  tliéorèuie  d'Euler  ou  une  de 
ses  généralisations  est  applicable  au  premier,  ce  même 
théorème  ou  la  même  généralisation  est  applicable  au 
second. 

Si  le  polyèdre  donné  présente  une  face  limitée  par 
plusieurs  contours  polygonaux,  le  second  présente  un 
sommet  par  lequel  passent  plusieurs  nappes  de  la  sur- 
face polyédrale. 

Nous  nous  bornerons  au  cas  où  le  polyèdre  donné 
présente  une  face  limilée  par  deux  contours  polygonaux 
distincts. 


(  '^7  ) 

De  deux  choses  l'une  :  ou  l'on  ne  peul  pas  passer 
d'un  des  sommets  de  l'un  des  polygones  limitant  cette 
face  à  l'un  des  sommets  de  l'autre  polygone  en  suivant 
constamment  des  arêtes  du  polyèdre  (c'est  le  cas  de  la 
seconde  particularité  que  nous  avons  citée);  ou  l'on 
peut  passer  de  l'un  à  l'autre  de  ces  polygones  en  suivant 
les  arêtes  du  polyèdre.  Donnons  un  exemple  de  ce  der- 
nier cas. 

Traçons,  dans  un  plan,  deux  triangles  ABC,  A'B'O 
avant    leurs  côtés  parallèles,    le  triangle   A'B'C  étant 


intérieur  à  ABC,  et  dans  un  plan  parallèle  au  premier 
un  triangle  A"B"C"  ayant  ses  côtés  parallèles  à  ceux  des 
deux  premiers^  joignons  AA",  A"A',  BB",  B"B',  CC", 
i'/'C.  Le  polyèdre  obtenu  jouit  de  la  propriété  énoncée. 

Dans  le  premier  cas,  le  polyèdre  polaire  du  polyèdre 
donné  a  deux  nappes  passant  par  un  sommet  a-  et  telles 
iju'il  est  impossible,  en  {)artantde  t  sur  une  des  nappes, 
de  revenir  en  ce  point  sur  l'autre  nappe  en  suivant 
constamment  des  arêtes  du  polyèdre.  Si  le  polyèdre  ne 
présente  que  cette  singularité,  le  second  membre  de  la 
relation  d'Euler  est  plus  grand  que  A  -f-  2. 

Dans  le  second  cas,  le  polyèdre  a  deux  nappes  passant 
par  un  sommet  cr  et  telles  qu'il  est  possible,  en  partant 
de  a  sur  une  des  nappes  du  polyèdre,  de  revenir  en  ce 
point  sur   l'autre  nappe  en   suivant   constamment  des 


(   '^8  ) 
aièies.  Si  le  polyèdre  ne  présente  pas  d'autre  singularité, 
le  second  membre  de  la  relation  d'Euier  est  plus  petit 

que  A  -h  2. 

[A3k] 

REMARQUE  Al  Sl'JET  DE  LA  QIESTIO^  RE  C0\C01RS 
DES  «  iNOllVELLES  A\.\ALES  »  E^'  1896; 

Par  m.  E.  MALO, 

Capitaine  du  Génie  à  Sétif. 


Il  s'agit  de  l'interprétation  géométrique  des  racines 
d'un  polynôme  R(x)  du  quatrième  degré,  interprétation 
qui  m'avait  échappé  lorsque  je  me  suis  jadis  occupé  de 
cette  question,  et  qui  n'a  peut-être  pas  été  aperçue 
jusqu'ici,  bien  qu'elle  soit  simple  et  intéressante. 

Soient  A,  B,  C,  D  les  points  figuratifs  des  facines 
de  V équation  F(jc)=o;  il  existe  six  droites  passant 
trois  par  trois  par  ces  quatre  points,  et  qui,  en  outre,  se 
coupent  deux  par  deux  en  trois  autres  points  E,  F,  G. 
Si  l'on  écarte  successivement  les  couples  qui  se  coupent 
en  E,  F,  G,  on  a  trois  systèmes  de  quatre  droites  qu'on 
peut  désigner  convenablement  par  la  notation  (E),  (F), 
(G),  et  dont  chacun  détermine  une  parabole  inscrite  : 
les  foyers  e,  y,  g^  de  ces  paraboles  sont  les  points  figu- 
ratifs des  racines  du  covariant  R(x). 

Les  triangles  EFG,  efg,  sont  homologiques. 

Le  centre  d'homologie  I  appartient  en  commun  à 
trois  cercles  passant  respectivement  par  l'un  des  points 
E,  F,  G  et  par  les  points  milieux  de  ceux  des  côtés  du 
quadrangle  ABGD  qui  se  coupent  en  E,  en  F,  en  G;  les 
trois  points  où  les  cercles  dont  il  s'agit  se  rencontrent 
encore  deux  à  deux  sont  les  points  e,  f,  g. 
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Le  cas  pailiculièreiiuînl  imporlaiit  où  les  points  A, 
B,  C,  D  sont  on  ligne  droite,  c'est-à-dire  les  racines 
de  F  (or)  toutes  réelles,  échappe  à  cette  figuration; 
mais  on  peut  en  donner  une  autre,  également  simple  et 
curieuse. 

Alors,  en  effet,  il  existe  une  cartésienne  admettant  la 
droite  joignant  les  points  A,  lî,  C,  D  comme  axe  et  ces 
points  comme'sommets  ;  les  trois  foyers  de  cette  carté- 
sienne figurent  les  racines  du  covariant  R(^),  réelles  par 
suite,  en  même  temps  que  celles  de  F(x). 

En  somme,  toutes  les  propositions  partielles  dont  se 
compose  la  question  de  concours  des  ]\om>elles  Annales 
sont  susceptibles  d'une  figuration,  ou  même  d'une 
démonsti'ation,  géométrique;  mais  les  deux  exemples 
donnés  ci-dessns  sont  probablement  les  plus  curieux  en 
même  temps  que  les  plus  simples. 

Le  premier  considéré  en  lui-même,  et  indépendam- 
ment de  la  proposition  d'Analyse  à  laquelle  il  est  lié 
implicitement,  constitue  un  théorème  qui  pourrait 
peut-être  être  pi'oposé  comme  quest.io7i  dans  votre 
Recueil.  Il  sullirait,  pour  avoir  un  énoncé  indépendant, 
de  remplacer  les  mots  soulignés  par  ceux-ci  : 

les  sovunels  (V un  quadrangle, 
et  par  : 

les  foyers  e^f,g  de  ces  paraboles  forment  un  t/i- 
(ingle  honwlogijue  du  triangle  EFG. 
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AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES;  CONCOIRS 
DE  1896.  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  MATHÉMATIQUES 
ÉLÉMENTAIRES; 

Par  m.  GROSSETÊTE, 

Professeur    au    lycée    de    Laon. 


On  considère  une  sphère  variable  S  orthogonale  à 
une  sphère  fixe  S  et  tangente  à  une  autre  sphère 
fixe  S,. 

1°  Lorsque  la.  sphère  S  est  assujettie  à  la  condition 
d'avoir  son  centre  dans  un  plan  P,  le  lieu  du  point  de 
contact  de  S  et  de  S,  est  un  cercle. 

Démontrer  que,  si  le  plan  P  est  tangent  à  la 
sphère  S,  le  lieu  du  centre  de  la  sphère  2  est  une  sec- 
tion conique  ayant  pour  foyer  le  point  de  contact  de 
S  et  de  P. 

JUxaminer  le  cas  oii  le  plan  P  est  tangent  à  la 
sphère  S  en  un  point  du  cercle  d'intersection  de  S  et 
de  S). 

2°  On  peut  déterminer  sur  la  ligne  des  centres  de  S 
et  de  S^  un  point  f  tel  que  la  sphère  So,  concentrique  à 
S  et  passant  parf  reste  toujours,  quand  S  l'arie,  tan- 
gente à  une  sphère  fixeD  ayant  pour  centre  le  point 
f  centre  de  St . 

3°  Soient  m  le  centre  de  S^  et  m' le  point  de  contact 
de  2ç  et  de  I).  Lorsque  le  point  m'  décrit  un  cercle 
de  D,  le  point  m  reste  dans  un  plan  et  décrit,  dans  ce 
plan,  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole. 

Discuter  en  supposant  que  le  plan  du  cercle  consi- 
déré sur  D  se  déplace  parallèlement  à  lui-même. 

4"  Soit  T  le  plan  perpendiculaire  au  milieu  du  seg- 
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ment  qui  joint   le  point  f  à  un  point  ni'  pris  sur  la 
sphère  D;  lorsque  le  plan  T  passe  par  un  point  fixe  ^, 
le  lieu  du  point  vi'  est  un  cercle  v^. 

Si  le  point  q  vient  à  se  déplacer  dans  un  plan  fixe, 
le  cercle  v^  reste  orthogonal  à  un  cercle  fixe  de  la 
sphère  D.  Examiner  le  cas  oii  le  point  q  décrit  une 
droite  fixe. 

5°  Soit  c  le  milieu  defft,  prouver  que  les  droites 
cm  etfw.'  se  coupent  en  un  point  qui  demeure  dans  un 
plan  fixe  lorsqu  on  fait  varier  la  sphère  Zo. 

1°  Toutes  les  sphères  Z  dont  les  centres  sont  situés 
dans  un  plan  P  sont  orthogonales  à  ce  plan;  par  hypo- 
thèse, elles  sont  orthogonales  à  S  ;  donc  elles  passeront 
constamment  par  deux  points  fixes  A  et  B  situés  sur  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  O  de  S  sur  le  plan  P. 
Ces  points  A  et  B  sont  les  points  limites  du  faisceau  de 
sphères  déterminé  par  le  plan  P  et  la  sphère  S. 

Si  le  plan  P  ne  coupe  pas  S,  le  faisceau  de  ces  sphères 
est  du  premier  genre,  les  points  limites  A  et  B  sont 
réels  et  symétriques  par  rapport  au  plan  P  {Jig.  i). 

Si  le  plan  P  coupe  S,  le  faisceau  est  du  second  genre, 
les  points  limites  A  et  B  ne  sont  pas  réels. 

Dans  l'un  ou  l'autre  de  ces  cas,  si  l'on  coupe  la 
sphère  S)  par  une  sphère  quelconque  S'  du  faisceau 
conjugué,  le  plan  radical  de  cette  sphère  auxiliaire  et  de 
S,  rencontre  le  diamètre  de  S  perpendiculaire  au  plan  P 
en  un  point  I,  tel  que  lA  X  IB  égale  la  puissance  de  I 
par  rapport  à  la  sphère  S).  Or,  les  points  de  contact 
des  sphères  i]  et  de  S,  sont  les  points  de  contact  des 
plans  tangents  menés  de  I  à  la  sphère  S,  ;  donc  le  lieu 
des  points  de  contact  de  la  sphère  Sj  et  des  sphères  I 
considérées  est  le  cercle  de  S, ,  qui  est  situé  dans  le  plan 
polaire  de  I  par  r.ippoit  à  S|. 
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Dans  le  cas  particulier  où  P  est  langent  à  S,  les  points 
A  et  B  sont  confondus  avec  le  point  de  contact  A;  et  si 
p  désigne  l'un  des  points  de  contact  d'une  des  sphères  "^ 
et  de  Si  on  aura 


AI  X  lA  =  \p' 


d'où 


lA  =  \p  : 


par  suite,   la  sphère  S',  décrite  de  I  comme  centre  avec 
un  rayon  égal  à  lA,  passe  par  tous  les  points  tels  que/;. 


Fie.    I. 


Cette  sphère  S'  est,  de  plus,  orthogonale  à  la  sphère  S( 
et,  par  suite,  elle  est  inscrite  dans  le  cône  droit  qui  a 
son  sommet  en  y,,  centre  de  S),  et  qui  a  pour  hase  le 
cercle  lieu  des  contacts  des  sphères  S  et  S, .  D'ailleurs, 
les  centres  des  sphères  2  sont  sur  les  génératrices  de  ce 
cône  droit  et  dans  le  plan  P,  par  suite,  à  l'intersection 
du  cône  droit  et  du  plan  P  tangent  en  H  à  la  sphère  S' 
inscrite  dans  ce  cône.  D'après  le  théorème  de  Dandelin, 
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celte  section   conique  a  pour  foyer   le    point   A;   c'est 
cette  section  (jui  est,  clans  le   plan  P,  le  lieu  des  centres 
des  splièies  i]. 

Si  le  plan  P  est  tangent  à  la  splière  S  en  un  point  du 
cercle  d'intersection  de  S  et  de  S),  le  lieu  du  point  de 
contact  est  un  point,  le  lieu  du  centre,  dans  le  plan  tan- 
gent à  S,  des  sphères  S  se  réduit  à  un  point,  en  général, 
et  si  S|  est  orthogonale  à  S,  le  lieu  du  centre  est  la 
droite  Ay,  ,y,  étant  le  centre  de  S|. 

2"  On  peut  déterminer  sur  la  ligne  des  centres  de  S 
et  de  S|  un  point  /"tel  que  la  sphère  S„,  concentri(jue  à  ^ 
et  passant  par/",  reste  toujours,  quand  S  varie  tangente 
à  une  sphère  (ixe  I)  ayant  pour  centre  le  point  /,  centie 

deS,  (./?o-.  i). 

En  effet,  les  sphères  S  étant  tangentes  à  S,  et  ortho- 
gonales à  S  sont  aussi  tangentes  <à  une  seconde  sphère  S', 
inverse  de  S|  par  rapport  au  centre  O  de  S,  la  puis- 
sance d'inversion  étant  le  carré  du  rayon  de  S.  Soit^le 
centre  de  S',.  Lorsque  le  centie  O  est  extérieur  à  S),  les 
sphères  2l!  sont  tangentes  de  la  même  manière  à  S|  et  à 
S',  et  alors  la  différence  entre  les  distances  du  centre  m 
de  S  à_/ct  à  /i  est  constante  et  égale  à  la  différence  du 
rayon  des  sphères  inverses  Si  et  S',.  Lorsque;  O  est  sur 
S|  le  point/  est  à  l'infini  sur  O/, .  Lorsque  O  est  à  l'inté- 
rieur de  S|  les  sj)hères  Sj  et  S',  sont  tangentes  à  2,  l'une 
intérieurement,  l'autreextérieurement,  et  alors  la  somme 
nif  -\-  mf\  est  constante  et  égale  à  la  somme  des  rayons 
des  sphères  S|  et  S,  inverses  l'une  de  l'autre.  Donc, 
dans  l'espace,  le  lieu  du  point  m,  centre  des  sphères  ^, 
est  une  quadrif|ue  de  révolution  ayant  pour  foyers  les 
points /et/,,  l'un  d'eux/^pouvant  être  à  l'infini.  L'un 
des  ax(;s  de  celle  (juadrique  est  la  droite  0/"|.  Par  suite, 
si  de  VI  comme  centre,  avec  un  l'ayon  égal  à  nif^on  déoiir 

Ann.de  Mathémat.,   3«  série,  t.  WIl.  (.Mars  1S9S.)  y 
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une  sphère  Sy,  cette  sphère  sera   tangente  à  la  sphère 
directrice  D  relative  à  l'autre  foyer. 

3"  ni  désignant  le  centre  de  Sq  et  m' le  point  de  contact 
de  Sq  et  de  D,  m'  décrivant  un  cercle  de  D,  m  reste  sur 
la  {[uadrique  de  révolution  et  puisque  les  points  m,  ni',  f^ 
sont  alignés,  m  est  aussi  sui'  le  cône  droit  de  soniineiyj 
qui  a  pour  base  le  cercle  considéré  sur  D.  Or,  linter- 
section  d'une  des  nappes  d'un  cône  de  révolution,  qui  a 
son  sommet  à  l'un  des  foyers  d'une  quadrique  de  révo- 
lution avec  cette  quadrique,  est  une  courbe  plane.  Donc 
le  point  m  décrit  une  courbe  plane  quand  ni  décrit  un 
cercle  D.  Cette  courbe  pourra  être  une  ellipse,  une 
hyperbole  ou  une  parabole,  puisqu'elle  est  la  section 
plane  v  d'un  cône  de  révolution. 

Si  le  plan  du  cercle  considéré  sur  D  se  déplace  paral- 
lèlement à  lui-même,  l'axe  du  cône  de  révolution  est 
invariable  et,  puisque,  d'après  un  théorème  connu,  le 
pôle  du  plan  de  la  section  v,  par  rapport  à  la  quadrique, 
est  sur  cet  axe,  il  aii'ive  que  le  plan  de  la  section  tourne 
autour  de  la  droite  conjuguée  de  celle  qui  est  l'axe 
commun  des  cônes  droits  considérés.  Cette  droite  est 
perpendiculaiie  au  plan  dej^i  et  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de^,  sur  le  plan  de  l'un  des  cercles  considérés. 
Soit  P'  ce  plan.  Eu  prenant  la  section  de  la  quadrique 
par  ce  plan  P',  la  droite  conjuguée  de  l'axe  commun 
des  cônes  passe  ])ar  le  pôle  de  cet  axe  par  rapport  à  la 
section  méiidienne  du  [)lan  P'.  La  discussion  et  l'étude 
delà  section  se  Ibnt  facilement  en  Jaisant  tourner  dans 
le  plan  méiidien  une  dioite  autour  du  pôle,  par  rapport 
à  la  section  méridienne,  de  l'axe  commun  des  cônes. 

4"  Le  plan  T  perpendiculaire  au  milieu  du  segment 
qui  j(»int  le  [)oint  f  'a  un  point  ni'  de  la  sphère  D  est  tan- 
gent à  la  quadrique,  le  point  de  contact  est  ?,\xv J\ni'. 
Lorsque  ce  plan  tangcnl  tourne  autoui'  d'un  point  fixe  fj . 
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il  cnvcloj)pe  li;  cùiio  de  soiniiiel  q ,  ciicoiisfiit  ;i  la  qua- 
driqiio.  J>a  combe  de  conLarl  est  1  inUM-soction  de  la 
quadri(]ue  el  du  plan  pcdaiic;  de  (/  par  rappoiL  à  celle 
quadri(|ue.  Celle  courbe  élan  l  plane,  lecùnedesoninieiy*, 
qui  l'aura  pour  base  sera  de  révolulion,  soiiaxeétauty*!  q- 
Orlesgénéralri(;esde  ce  cône  sont  les  droitcîs  /"m'.Donc  le 
lieu  du  [)oinl  ///  sur  la  sphère  D  sera  l'intersection  du 
cône  droit  de  sommet  f^  et  de  la  splicre  D  :  ce  sera  un 
cercle  que  nous  appellei'ons  Yy- 

Si  le  point  q  se  déplace  dans  nu  [)lan  fixe,  la  spliènî 
de  ravon  Cyf/",  qui  coupe  S|  précisément  suivant  le  cercle  y^^ 
se  déplace  en  passant  conslamnient  pai-  deux  points 
fixes  /'  et  '-3,  'j  étant  le  symétrique  dey  par  rapport  au 
plan  dans  letjxud  se  meut  </.  Toutes  les  sphères  de  centre  q 
f[ui  passent  pary"  el  '^  sont  telles  que  si  on  les  accouple 
avec  S,  il  existe  sur^'cp  un  point  [j.  dont  la  puissance 
par  rapport  à  S|  est  égale  à  u.fy<'X'o-^  par  suite,  le 
point  [JL,  qui  est  d'égale  puissance  par  lapport  à  Sj  et  par 
rapport  à  l'une  quelconque  des  sphères  du  faisceau  con- 
sidéré, est  silué  dans  le  plan  radical  de  l'une  de  ces 
sphères  et  de  S| .  Or  le  cercle  Vy  i-'st  dans  ce  j)lan  ladical  \ 
donc  les  plans  des  cercles  Yv  passent  constamment  [)ar 
le  point  iixe  a.  Jl  en  résulte  que  les  cercles  v,^  sont 
orthogonaux  à  nu  cercle  fixe  de  1)  qui  n'est  autre  que 
l'intersection  de  Sj  et  du  plan  polaire  du  point  ijl  par 
rappoit  h  celte  sphèi-e  S,. 

Dans  le  cas  où  le  point  y  décrit  une  droite  fixe,  il 
peut  être  considéré  comme  se  déplaçant  simultanément 
dans  deux  plans  (juelc()n(pies  passant  par  celte  droite; 
Par  suite  les  cercles  ^'^  ont  leurs  plans  passant  par  la 
droite  \j.<j!  des  points  fixes  correspondant  aux  plans 
envisagés;  par  suite,  ces  cercles  sont  orthogonaux  à 
deux  cercles  de  S,  et  jouiss(int  de  pro])iiétés  connues. 

5"  Soir  c  le  milieu  dv  f/i   (//.^.  a),  les  dioiles  cm  el 
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fni!  se  coupent  en  un  point  iM  fjiii  demenie  dans  un  plan 
lixe  quand  on  fait  varier  2o-  En  clïet,  prenons  pour  plan 
de  figure  une  section   méridienne  de  la  quadrique  de 


Fi£ 


révolution.  Figurons  le  cercle  directeur  de  centre  /,  ; 
soient  f  \e.  point  fixe  de  Oy"i ,  c  le  milieu  àa  fj\^  ni  un 
point  de  la  conique  méridienne  correspondant  au  point  /;/ 
du  cercle  directeur,  a  la  projection  du  foyer  /  sur  la 
tangente  Jiit,  et  D  et  E  les  points  de  rencontre  du  cercle 
principal  avec  fni'  et  mt.  Nous  remarquerons  d'abord 
qne//n  est  parallèle  à  DE,  car  les  angles  CDa,  CaD,  Hv./ 
sont  égaux;  de  plus,  Ca  étant  parallèle  à /)«'  et  le 
triangle  y //i/7i'  étant  isoscèle,  il  en  est  de  même  deyaH, 
H  étant  le  point  d'intersection  de  Ca  et  de  /m;  les 
angles  Hfy.  et  aDC  sont  égaux,  par  suite  CD  et /"M  sont 
parallèles.  Cela  posé,  le  faisceau  C(DMay*)  est  harmo- 
nique, puisque  nif  parallèle  au  rayon  CD  est  divisé  par 
le  rayon  Ca  en  deux  parties  égales^  f  ^^  ^^  sont  donc 
conjugués  harmoniques  par  rapport  à  aD.  Donc  la  po- 
laire de  f  par  rapport  au  c(ircle  principal  passe  par  JM. 
Il  en  résulte  que,  dans  le  plan  de  la  figure,  le  lieu  de  M 
est  la  directrice  relali\  e  au  foyer  /;  et,  dans  l'espace, 
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le  lieu  de  ÎM  est  le  plan  direcleur  de  la  (juadrique  relatif 
ail  loyer  /. 


VARIETES. 


Prix  Lobatchefsky  (premier  concours,  1897). 

La  Soeiété  physico-niatliématique  de  Kasan  a  l'Iioii- 
iieur  d'informer  qu'elle  a  décerné,  dans  sa  séance  solen- 
nelle du  3  novenibn;  (22  octobre)  1897,  le  prix  de 
jN .-I .  Lobatchefsky  à  M.  Soplius  Lie,  professeur  oïdinaîre 
à  l'Lniversité  de  L(Mpzig,  pour  son  Ouvrage  :  Théorie 
(1er  Tra/isforniationsgru/)/)e/i,  Hand  IlL  Leipzig,  1893. 

Les  mentions  honorables  sont  décernées  : 

A  1\L  L.  Gérard,  professeur  au  lycée  Ampère  (Lyon), 
pour  son  Ouvrage  :  Thèse  siij-  la  Géométrie  non  eucli- 
dienne. Paris,  1892. 

A  AL  E.  Cesàro,  professeur  ordinaire  à  l'Université 
Pioyale  de  Naplcs,  pour  sou  Ouvinge  :  Lezioni  di  Geo- 
niel.ria  intrinseca.  Napoli,  1896. 

Et  à  M.  G.  Fontené,  professeur  au  collège  Rollin, 
pour  son  Ouvrage  :  LJ hy per espace  ci  n  —  i  dimensions. 
Paris,  1892. 

La  médaille  d'or  de  X.-L  Lobatchefsky,  destinée,  selon 
le  §  16  du  règlement  du  prix  Lobatchefsky,  à  récom- 
penser le  travail  des  personnes  qui  aident  la  Société 
physico-matliématique  de  Kasan  à  examiner  les  Ou- 
vrages présentés  au  concours,  a  été  décernée,  dans  la 
même  séance  sob.'unelle  du  3  novembre  1897,  à 
M.  Félix  Klein,  professeur  ordinaire  à  l'Université  de 
(ji')ttingue,  pour  son  rapport  sur  l'Ouvrage  de  AL  Lie. 
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Le  ra])poil  de  M.  Klein  vient  d'être  inipiimé  à  Kasaii, 
sous  le  litre  :  Zur  ei'steii  T^erleilumi  des  Lohatschewshr- 
Preises  (Gutacliten,  Letreffend  den  drilteu  Band  der 
Théorie  der  Transforniationsgruppen  von  S.  Lie). 

Les  rapports  sur  les  Ouvrages  de  ]\L  Géraid,  Cesàro 
et  Fonlené,  ont  été  donnés  par  M\L  les  professeurs 
T.  Souvorof,  D.  Seiliger  et  P.  ^asiniof,  membres  de  la 
Commission.  En  outre,  ont  pris  part  aux  travaux  de  la 
Comniission,  i^L^L  les  professeurs  D.  Doubiago,  A.  Ko- 
telnikof,  D.  Sintzof  (seerélaire  de  la  Commission). 

Le  nombre  total  des  Ouvrages  présentés  au  concours 
a  été  égal  à  neuf. 

Extrait,  du  règle/nent  du  prix  Lobatcliefshy . 

Le  prix  Lobatchefsky  est  décerné  tous  les  trois  ans. 
Il  est  d'une  valeur  de  5oo  roubles  papiers.  Il  reste  à  la 
volonté  de  la  Société  d'en  augmenter  avec  le  temps  la 
valeur,  si  l'état  du  capital  le  lui  permet  (§  4). 

Le  prix  Lobatchefskv  est  destiné  aux  Ouvrages  rela- 
tifs à  la  Géoujétrie,  et  de  préférence  à  la  Géométrie  non 
euclidienne  (§  o). 

Sont  admis  à  concouiirà  ce  prix  les  Ouvrages  imprimés 
en  russe,  français,  allemand,  anglais,  italien  et  latin, 
adressés  à  la  Société  plîysico-matliématique  par  leurs 
auteurs  et  publiés  dans  le  cours  des  six  années  qui 
auront  précédé  le  jugement  de  la  Société  concernant  le 
prix  (§6). 

Dans  aucun  cas  Je  prix  ne  peut  être  partagé  entre 
deux  ou  plusieurs  auteurs  concuirents.  Dans  le  cas  où 
se  présenteront  plusieurs  Ouvrages  d'égale  valeur,  c'est 
le  tirage  au  sort  qui  en  décidera  (§  7  ). 

Le  prix  sei'a  décerné  pour  la  seconde  fois  le  3  no- 
vendjre  1900.  Selon  le  §  11  du  règlement,  les  Ouvrages 
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destinés  au    concours    doivent  être   adiessés,    à   la   So- 
ciété pliysico-niatliéniatiquc  do  Kasan,    jusqu'au  3   no- 
vembre  i8()i). 

Le  Président  de  la  Socicté  physlco-ina thématique, 

A.  Vassiliek. 


COUUESrOM)AX(:E. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Lémeray.  —  ...  Dans  ma  Xole 
Sur  les  racines  de  V équation  x  =  a^,  parue  dans  les  N.  A. 
(décembre  i8()(i),  c'est  bien  involontairement  que  j'ai  omis  de 
citer  le  Mémoire  d'Euler  dont  parle  M.  Gravé  dans  son  récent 
Article  :  Sur  les  expressions  dites  surpuissances,  Mémoire 
dont  j'ignorais  l'existence. 

î/attention  qu'Euler  a  prêtée  à  celte  question  montre  qu'il 
y  attacbait  quelque  importance.  Qu'il  me  soit  permis  de  rap- 
peler que,  dans  la  Note  mentionnée  ci-dessus,  j'ai  démontré  les 
limites  des  surpuissances  dans  le  cas  de  la  variable  réelle,  et 
que,  dans  le  numéro  de  février  1897,  j'ai  donné  la  démonstra- 
tion dans  le  cas  de  la  variable  imasrinaire. 


ItlULIOGRAPHIË. 


Tii.viTi-:  o'ALGÏiHKK  i':lkmk>'ta lUE,  par  iNlM.  Cor  et 
Rii'iiKtim.  —   [n-S°,  4(io  p.  Nonv,   1898. 

Ce  ne  sont  pas  les  Traités  d'Algèbre  élémentaire  qui 
manquent,  et  il  est  certain  que  la  plupart  sont,  en  bien  des 
points,  excellents;  mais  il  faut  avouer  que  la  plupart  ont 
aussi,  surtout  là  où  ils  cessent  d'être  excellents,  un  air  de 
famille  qui  se  perpétue  avec  une  ténacité  singulière;  les  ohau- 
gements  que  l'on  observe  à  chaque  nouveau  venu  portent  sur- 
tout  sur   les   parties  bonnes   qui,   assurément,   en    de\iennent 
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meilleures  encore,  mais  ne  s'observent  guère  sur  les  autres  qui 
demeurent  dans  la  plus  immobile  imperfection. 

Les  auteurs  n'ont  pas  non  plus  la  tâche  trop  facile;  ils  ont 
à  compter  avec  la  tradition,  les  programmes,  les  douces  habi- 
tudes des  examinateurs  de  toute  catégorie,  la  hâie  des  éditeurs 
et  les  épines  du  sujet;  car,  même  élémentaire,  l'Algèbre  n'est 
point  sans  parties  épineuses.  Gomment  écrire  un  livre  en  res- 
tant au-dessus  de  toutes  ces  influences,  l'écrire  pour  lui-même 
et  pour  soi-même,  selon  la  formule  de  l'Art  pour  l'Art,  tem- 
pérée par  le  seul  respect  de  la  Science? 

Je  ne  sais  si  c'est  là  ce  qu'ont  voulu  faire  MM.  Cor  et  Rie- 
mann  en  écrivant  leur  Livre,  mais  je  suis  bien  tenté  de  le 
croire  :  la  tradition  et  les  épines  semblent  les  avoir  très  peu 
gênés;  quant  au  reste,  je  gage  qu'en  dépit  du  frontispice  de 
leur  œuvre,  ils  n'en  ont  eu  souci. 

Aussi  quel  air  d'aisance  et  de  liberté  dans  ces  belles  pages  ; 
il  y  a  une  fraîcheur,  un  rajeunissement  des  choses  qui  vous 
enchantent;  des  questions  usées  jusqu'aux  moelles  vous  pren- 
nent un  air  de  jeunesse  dont  on  demeure  étonné;  je  citerai  la 
Section  consacrée  à  V  équation  du  second  degré  ;  c'est  un  vé- 
ritable joyau  :  il  est  impossible  d'être  plus  simple  et  plus  précis, 
plus  riche  et  plus  souple;  on  voit  défiler  en  raccourci,  dans 
quelques  pages  d'une  langue  mathématique  exquise,  toute  la 
théorie  des  équations  entières  :  les  changements  de  signes,  les 
fonctions  symétriques,  la  transformation,  l'élimination;  le 
vieux  sujet  en  est  entièrement  rajeuni  et  vivifié;  et  ce  souffle 
de  renouveau  se  retrouve  dans  l'exposition,  qui  vient  ensuite, 
de  la  méthode  si  belle  et  si  judicieuse  de  M.  Girod  pour  la 
discussion  des  problêmes  du  second  degré,  méthode  qui  a 
donné  à  cette  partie  de  l'Algèbre  élémentaire  une  consistance 
dont  elle  manquait  entièrement  auparavant,  et  qui  n'avait  pas 
encore  paru,  je  crois,  dans  aucun  livre  didactique. 

Plus  loin,  nous  entrons  dans  la  théorie  des  fonctions,  avec 
les  notions  précises  de  limite  et  de  continuité,  le  théorème  de 
Cauchy  et  l'étude  directe  des  fonctions  entières  et  rationnelles 
les  plus  simples.  L'étude  des  fonctions  exponentielles,  loga- 
rithmiques et  circuhiircs  fait  l'objet  du  Chapitre  suivant  : 
nous  y  trouvons  une  démonstration  rigoureuse  de  l'égalité 

au   lieu  ilu   Uiu)cntal)li,"  renie   \icicux   qui   constitue  l'une  des 
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plus  immobiles  impcrToclions  dont  j'ai  parlé  plus  haut;  et  une 
belle  ôtude,  qui  mu  semble  entièrement  nouvelle,  de  l'erreur 
dans  le  calcul  logarithmique,  un  petit  modèle  de  précision  et 
d'élégance  dans  une  question  où  elles  ne  se  rencontrent  géné- 
ralement pas.  Je  n'aime  pas  la  démonstration  des  inégalités 
s\nx<Cx<^  tangj:,  par  la  considération  des  aires  ;  elles  résultent 
trop  évidemment  de  la  définition  même  du  nombre  r,  bien 
antérieure  à  la  mesure  de  l'aire  d'un  secteur. 

Le  dernier  Chapitre  est  consacré  aux  dérivées,  avec  d'inté- 
ressants exemples  d'études  de  fonctions  et  la  construction  des 
développements  en  série  des  fonctions  exponentielles  loga- 
rithmiques et  circulaires. 

Les  auteurs  appellent  série  ce  qui  est  communément  appelé 
maintenant  une  suite  injinie.  La  logique  voudrait  que,  sui- 
vant que  l'on  considère  les  termes  d'une  suite  infinie  au  point 
de  vue  de  leur  somme  ou  de  leur  produit,  on  parlât  de  50/??me 
injinie  ou  de  produit  infini;  cette  dernière  dénomination  est 
usuelle  ;  il  semble  que,  dans  ces  derniers  temps  surtout,  le  mot 
série  tende  à  prendre  exactement  le  sens  de  la  locution  somme 
injinie,  à  peu  près  inusitée  jusqu'ici  (i).  Peut-être  eùl-il  con- 
venu de  maintenir  ce  sens  au  mot  série,  et,  dans  tous  les  cas 
de  ne  pas  le  rétablir  dans  le  sens  de  suite  injinie,  terme  qui 
me  paraît  très  convenable,  et  en  faveur  duquel  on  peut  invo- 
quer au  moins  l'anciennelé  et  l'élymologie. 

l\Iais  je  n'ai  encore  dit  que  tout  le  bien  que  je  pense  de  la 
seconde  Partie  du  beau  Livre  qui  nous  occupe.  La  première  ne 
me  plaît  assurément  pas  autant. 

Le  Livre  s'ouvre  naturellement  par  une  théorie  des  opéra- 
tions sur  les  nombres  positifs  et  négatifs,  d'une  belle  simpli- 
cité, mais  où  les  auteurs  ont  peut-être  été  trop  préoccupés 
d'être  courts;  ainsi  n'onl-ils  pas  suffisamment  insisté,  je  crois, 
sur  la  signification  algébrique  dont  est  susceptible  toute  expres- 
sion arithmétique  par  suite  de  l'identité  du  calcul  des  non)bres 
positifs  avec  celui  des  valeurs  absolues. 

(')  J.  Tanxery,  Introduction  à  la  théorie  des  fonctions  d'une 
variable,  n°'  40  et  il.  Dans  le  Calcolo  dijiferenziale  de  A.  Genocchi, 
le  mot  série  est  employé  dans  le  même  sens  que  par  M^L  Cor  et 
Uicmann;  dans  la  plupart  des  auteurs  antérieurs  à  notre  quart  de 
siècle,  par  exemple  dans  Gauss,  le  mot  série  est  employé  indillé- 
reniiaeiil  dans  le  sens  de  suite  infinie  et  de  somme  infinie. 


(  Ma  ) 

L'étude  des  polynômes  qui  vient  ensuite  ne  me  satisfait  pas 
entièrement.  Je  ne  comprends  pas  qu'il  y  ait  lieu  de  définir  à 
nouveau  la  somme,  la  différence  ou  le  produit  de  deux  ou  plu- 
sieurs polynômes;  il  me  paraît  qu'il  faut  seulement  constater 
que  le  résultat  de  ces  difl'érentes  opérations  définies  antérieu- 
rement peut  lui-même  être  obtenu  sous  la  forme  de  polynôme 
réduit;  ainsi,  je  ne  puis  admettre  qu'il  y  ait  une  convention 
nouvelle  dans  ce  fait  que  — fi^)  représente  le  polynôme  _/"( a:) 
dont  on  a  changé  tous  les  signes.  Enfin,  il  y  a  la  question  ca- 
pitale de  l'identité  des  polynômes  obtenus  comme  résultats 
d'une  suite  d'opérations,  quand  on  les  effectue  en  suivant  deux 
voies  différentes,  qui  demeure  un  peu  dans  l'ombre  :  la  dé- 
monstration, par  exemple,  de  ce  théorème  que,  dans  un  pro- 
duit de  plusieurs  polynômes,  on  peut  remplacer  quelques-uns 
d'entre  eux  par  leur  produit  préalablement  effectué,  est  à 
peine  esquissée;  l'identité 

\f{x)  -I-  ffix)]  h{x)  =  f{x)  h{x)  +  g{x)  h{x), 

indispensable  dans  la  théorie  de  la  division,  est  simplement 
affirmée.  Ajouterai-je  que  cette  question  des  polynômes  au 
début  de  l'Algèbre  élémentaire  est  un  peu  irritante,  |)arce 
qu'elle  y  est  déplacée;  qu'elle  n'est  pas  absolument  indispen- 
sable pour  ce  qui  suit,  et  qu'elle  viendrait  beaucoup  plus  à 
point  au  début  de  l'étude  des  fonctions,  à  propos  des  fonctions 
entières,  alors  que,  par  les  notions  déjà  acquises  de  limites,  la 
question  de  l'identité  peut  être  immédiatement  résolue. 

Quoi  qu'il  en  soit,  celui  qui  comparera  cette  exposition  des 
principes  du  calcul  algébrique  avec  ce  qui  s'écrivait,  sur  le 
même  sujet,  il  y  a  seulement  quelques  années,  sera  frappé  du 
chemin  parcouru  et  des  progrès  véritablement  considérables 
qui  ont  été  réalisés  et  qui  ont  leur  origine  dans  les  profondes 
leçons  faites  à  l'École  Normale  par  M.  Jules  Tannery. 

Nous  arrivons  ensuite  dans  des  régions  moins  épineuses  où 
la  clarté  et  l'élégance  reprennent  leurs  droits  :  la  théorie  du 
plus  grand  commun  diviseur,  l'étude  des  équations  et  inéqua- 
tions du  premier  degré,  celle  des  déterminants  et  leur  appli- 
cation aux  équations  linéaires.  Dans  la  théorie  des  détermi- 
nants, les  auteurs  ont  supprimé  la  notation  à  double  indice  et 
cela  pour  le  plus  grand  profit  de  la  clarté. 

Suis-je  parvenu  à  donner  une  idée  suffisante  de  la  richesse 
de  ce  Volume  de  moins  de    joo  pages?  De  la  liberté  avec  la- 
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quelle  il  a  été  composé,  «lu  soin  avec  lequel  il  a  été  écrit?  De 
la  richesse  des  matières  cl  de  la  nouveauté  des  méthodes?  Je 
l'ai  jugé  en  toute  franchise,  car  il  est  de  ces  livres  longuement 
médités  et  venus  à  leur  heure,  qui  n'ont  rien  à  redouter  de  la 
critique,  qui  ont  en  eux-mêmes  leur  force  et  qui  n'attendent 
pas  d'un  éloge  complaisant  le  succès  dû  à  leur  très  haut  et 
très  réel  mérite.  H.  Padé. 

Leçojvs  n'ÂLr.kTJiii:,  par  Ch.  Briot,  revues  et  mises 
au  courant  des  nouveaux  progranimes,  par  INI.  E.  La- 
cunr.  Deuxième  Partie,  à  l'usage  des  élèves  delà  classe 
de  Matliéuiali(pxes  s])éciales,  17^  édition.  Delagrave, 
1897. 

Les  Leçons  d'Algèbre  que  nous  signalons  forment,  en  dépit 
du  titre  trop  modeste,  un  Ouvrage  vraiment  nouveau. 

Les  personnes  dont  l'éducation  mathématique  s'est  faite  à 
l'époque  où  paraissaient  les  livres  d'enseignement  de  Briot 
savent  quelle  en  était  la  lumineuse  simplicité;  les  points  essen- 
tiels (le  chaque  théorie  y  a|)paraissent,  dégagés  des  propositions 
secondaires;  l'ahstractiou  inévitable  de  certaines  définitions  ou 
démonstrations  devenait  intuitive,  des  images  appropriées  en 
faisant  saisir  le  sens  et  dirigeant  l'enchaînement  logique  des 
idées. 

La  siinpiicilé  aussi  réelle  qu'apparente  des  programmes  du 
temj)s  facilitait  alors  le  dévelo[)pement  de  ces  qualités.  Depuis, 
les  cadres  de  l'enseignement  se  sont  peu  à  peu  élargis;  à  tort 
ou  à  raison,  diverses  théories  s'y  sont  glissées  et  sont  généra- 
lement développées  dans  les  cours.  Les  Leçons  d'Algèbre  de 
Briot,  sous  leur  forme  primitive,  devenaient  incomplètes;  les 
élever  au  niveau  de  renseignement  actuel,  et,  cependant, 
conserver  leurs  qualités  fondamentales,  semblaient  deux,  tâches 
incompatibles;  M.  Lacour  a  réussi  à  les  concilier. 

Élève  de  Briot,  M.  Lacour  déploie  dans  son  enseignement 
les  qualités  de  son  maître.  Je  me  souviens  encore  quel  était 
notre  élonnement  lorsque,  à  l'Kcole  Normale,  où  certains  de 
nos  plus  brillants  camarades  avaient  été  formés  à  ses  leçons, 
ceux-ci  nous  exposaient  avec  quelle  facilité  ils  avaient  appris, 
sans  l'emploi  d'indices  encombrants,  la  théorie  des  détermi- 
nants et  des  équations   linéaires.    A   l'enooiilre    d'une    erreur 
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facile,  c'était  montrer  que  les  flémonstrations,  faites  sur  des 
exemples  particuliers,  y  gagnent  en  clarté,  sans  rien  perdre  de 
leur  généralité. 

Sans  négliger  les  commençants,  pour  lesquels  le  nouvel 
Ouvrage  reste  ce  qu'était  celui  de  Briot,  un  guide  oîi  trouver 
un  développement  net  et  concis  des  notions  nouvelles  qui  les 
arrêtent,  M.  Lacour,  en  signalant  d'astérisques  les  passages 
que  ceux-ci  peuvent  négliger,  a  songé  aussi,  soit  aux  bons 
élèves  de  Mathématiques  spéciales,  qu'anime  le  désir  de  faire 
quelques  pas  au  delà  du  domaine  limité  par  les  programmes, 
soit  aux  étudiants  de  nos  Facultés  des  Sciences,  pour  lesquels 
la  différence  des  enseignements  du  Lycée  et  de  l'Université 
laisse  quelques  lacunes  que  ne  comble  ni  l'un  ni  l'autre. 

Nous  signalerons  particulièrement  aux  premiers  les  Cha- 
pitres relatifs  aux  déterminants  et  aux  équations  linéaires,  les 
principes  fondamentaux  des  théories  des  séries  et  des  inté- 
grales définies,  notions  neuves  qui  parfois  déconcertent  nos 
jeunes  élèves.  Le  calcul  des  fonctions  symétriques,  la  déter- 
mination numérique  des  racines  d'une  équation  sont  également 
très  soigneusement  traités;  là,  comme  d'ailleurs  dans  tout  le 
cours  de  l'Ouvrage,  les  applications  pratiques  de  la  théorie  se 
font  sur  de  nombreux  exemples. 

Quant  aux  élèves  plus  avancés,  les  candidats  à  l'Ecole  Nor- 
male, entre  autres,  ils  liront  avec  fruit  le  Chapitre  relatif  aux 
formes  quadratiques,  les  propriétés  de  la  forme  adjointe,  la 
formule  de  Gauss  et  ses  applications  dues  à  M.  Darboux,  la 
théorie  des  invariants  et  eovariants  des  formes,  toutes  ques- 
tions qui,  quoique  disparues  de  la  lettre  des  programmes, 
s'imposent  dans  des  applications  si  nombreuses  et  si  intéres- 
santes de  la  Géométrie  analytique.  Dans  le  même  ordre  d'idées, 
ils  apprendront  la  résolution  de  l'équation  du  4"  degré,  basée 
sur  l'existence  d'invariants  de  son  premier  membre,  les  prin- 
cipes de  la  transformation  des  équations  et  en  particulier  de  la 
transformation  bilinéaire.  Nous  leur  signalerons  encore  la  dé- 
monstration de  la  transcendance  de  e,  d'après  un  principe  dû 
à  Ilurwitz.  démonstration  d'ordre  aussi  simple  que  celle  du 
théorème  classique  :  le  nombre  e  ne  peut  être  racine  d'une 
équation  du  second  degré  à  coefficients  commensurables. 

Enfin,  les  étudiants  trouveront  développées  dans  ces  Leço«s 
les  propriétés  des  séries  entières  par  rapport  à  une  variable  et 
des  produits  infinis,   la   tliéorie  des  fonctions  symct  riques  des 
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racines  d'un  système  de  deux  équations  al;,'ébriqucs,  générali- 
sation imniédiale  de  la  même  théorie  relative  à  une  seule 
variable,  avec  son  a|)|)Iication  à  l'élimination  de  deux  incon- 
nues et  l'extension  du  théorème  de  Jiézout  à  un  système  de 
trois  équations,  questions  qui  n'ont  pas  place  dans  les  cours 
des  lycées,  et  dont  cependant  les  étudiants  ont  souvent  à 
admettre  les  résultats  pour  suivre  avec  fruit  les  Jeçons  de 
leurs  maîtres. 

Ajoutons  à  cette  énumération  incomplète  la  présence  de 
nombreux  exercices  dont  beaucoup  découvrent  bien  des  hori- 
zons nouveaux  :  polynômes  de  Legendre,  nombres  de  Ber- 
noulli,  fonctions  de  Bessel,  intégrales  eulériennes,  série  hyper- 
géométrique  de  Gauss,  fonctions  elliptiques  et  leur  j)ropriété 
d'aildilion.  Et  le  tout  prenant  place  dans  un  Volume  do 
700  pages  à  peine!  Cette  simple  remarque  est  peut-être  ce  qui 
le  recommande  le  |)lus  éloquemmenl.  A.  Tkksse. 

AjNîitlAIRE     nu     lîUllEAU     DES    LoKGITUDES    VOIR     1  898  ) 

Paris,  Gaulliier-Villars  et  fils. 

La  maison  Gauthier-Villars  (55,  quai  des  Grands-Augustins) 
vient  de  publier,  comme  chaque  année,  l'Annuaire  du  Bureau 
des  Longitudes  pour  1898.  —  Ce  petit  Volume  compact  con- 
tient comme  toujours  une  foule  de  renseignements  scien- 
tifiques qu'on  ne  trouve  que  là.  Le  Volume  de  cette  année  con- 
tient en  outre  les  Notices  suivantes  ;  Sur  la  stabilité  du 
système  solaire;  par  M.  II.  Poixcaué. — Notice  sur  l'Œuvre 
scientifique  de  M.  H.  Fizeau ;  par  Al.  A.  CoRXU.  —  Sur 
quelques  progrès  accomplis  avec  l'aide  de  la  Photographie 
dans  V étude  de  la  surface  lunaire;  par  MM.  M,  Lœwv  et 
P.  PiiSELX.  —  Sur  les  travaux  exécutés  en  1897  à  l'obser- 
vatoire du  mont  Blanc;  par  M.J.  Janssen. —  Discours  pro- 
noncés au  cinquantenaire  académique  de  M.  Faye,  le 
x'i  janvier  1897  ;  par  M.  J.  Jaxssen  et  M.  M.  LuewY.  In-i8  de 
vi-806  pages,  avec  2  Cartes  magnétiques  :  i^"",  5o  (franco  i'^',85). 

I.E  R  VTio^'NEL,  ])ar  Gaston  Milluiud ,  agrège  de  Alallié- 
iiiali(jues,  docLeur  es  lettres,  eliargc'  de  eours  de  Philo- 
sophie à  la  Faculté  des  Lettres  de  Montpellier,  (i  vol. 
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in-i'>    de  la    Bibliothèque   de   Philosophie  contempo- 
raine, ?/',  5o.  Félix  Alcali,  éditeur.) 

Cet  Ouvrage  fait  suite  à  VEssai  sur  la  certitude  logique, 
du  même  auteur,  dont  la  deuxième  édition  a  récemment  paru. 
Il  comprend  six  études  intitulées  :  Mathématique  et  Philo- 
sophie, La  Science  rationnelle,  A  propos  de  la  Géométrie 
grecque,  Une  condition  du  progrès  scientifique.  Le  raison- 
nement scientifique  et  le  syllogisme.  Sur  la  notion  de 
limite  en  Mathématique,  Pensée  pure  et  intuition. 

Le  but  de  M.  iMilhaud,  en  composant  et  en  réunissant  ces 
études,  a  été  de  montrer  que,  dans  une  recherche  de  la  con- 
naissance rationnelle,  ou  doit  plus  tenir  compte  qu'il  n'est  fait 
d'ordinaire  d'une  activité  spontanée  de  l'esprit,  et  qu'on  ne 
doit  pas  craindre  d'aller  jusqu'à  reconnaître  à  cette  activité 
créatrice  quelque  degré  de  contingence  et  d'indétermination. 
Il  n'a  pas  la  prétention  d'apporter  un  système  nouveau,  mais 
il  insiste  sur  le  besoin,  pour  la  pensée  philosophique  que  solli- 
citent de  pareils  problèmes,  d'entrer  dans  une  certaine  direc- 
tion et  de  ne  pas  négliger  un  facteur  qui  lui  semble  avoir  son 
importance. 
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i8(j8. 
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des  établissements  d'instruction  moyenne,  publié  par  P.  Mansiox  et 
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E.  Ce.sàuo.  —  Sur  la  représentation  analytique  des  régions  et  des 
courbes  qui  les  remplissent  (Extrait  du  Bulletin  des  Sciences 
mat/témaliques,  1897). 


QlESTIO\S. 


!2Gl.  (1852,  p.  308).  —  Trouver  l'équation  de  la  courbe,  la- 
quelle coupe,  sous  un  angle  constant,  toutes  les  lignes  géodé- 
siques  sur  une  surface  déveIoppai)lc,  issues  d'un  point  fixe  sur 
la  surface.  (Sthebor). 

2(i(i.  I  1852.  p.  f\OÀ).  — Soient  trois  axes  rectangulaires:  on 
les  divise,  à  partir  de  l'origine,  chacun  en  parties  égales  à  l'u- 
nilc;  par  les  points  de  division  d'un  axe  on  mène  respective- 
ment des  plans  parallèles  au  plan  des  deux  autres  axes;  ces 
trois  svslèmes  de  plans  parallèles  dcterminenl,  par  leurs  in~ 
tcrsections,  tous  les  points  dont  les  coordonnées  sont  des 
nniiii)r<'>i  cnl  ii'r<.  ."^oii   un  |i(iinl  li'iiitei-soction  ayani  pnurcoor- 
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données  les  nombres  entiers  /«,  /i,  yj  ;  ce  puiiiL  csl  le  «omniot 
d'un  parallélépipède.  Prenons,  dans  l'intérieur  de  ce  parallélé- 
pipède, trois  points  ayant  pour  coordonnées  entières  respec- 
tives nii,  ni,  pi]  nio,  /lo,  p^',  /«s,  «s,  Ps-  Le  plan  qui  passe  par 
ces  trois  points  partage  le  parallélépipède  en  deux  portions; 
combien  chaque  portion   renferme-t-clle  de  nombres  entiers? 

324.  (1856,  p.  229).  —  Quelles  sont  les  phases  de  la  Terre  et 
les  éclipses  de  Terre  pour   un  spectateur  placé  dans  la  Lune? 

333.  (1856,  p.  243).  —  Etant  donnée  une  ligne  d'intersection 
de  deux  surfaces  de  degrés  m  et  «,  quels  sont  les  degrés  res- 
pectifs des  surfaces  formées  par  les  normales  principales,  les 
tangentes  de  la  courbe  et  les  axes  des  plans  osculaleurs? 


1787.  On  considère  les  points  de  contact  des  coniques  in- 
scrites à  un  quadrilatère  avec  un  des  côtés  du  quadrilatère  et 
l'on  demande  : 

1°  Le  lieu  des  centres  de  courbure  de  ces  coniques  corres- 
pondant aux  points  de  contact; 

2°  L'enveloppe  des  cercles  osculateurs  qui  correspondent 
aux  centres  de  courbure  précédents.  (G.  Tzitzéica.) 

1788.  On  considère,  dans  un  cercle  de  centre  O,  un  rayon 
fixe  OA  et  un  rayon  variable  OM.  Le  point  M  se  projette  en  P 
sur  OA.  Le  lieu  du  centre  des  symédianes  du  triangle  MOP 
est  une  courbe  fermée  dont  l'aire  est  les  5%  de  l'aire  du  cercle 
donné.  (E.-N.  BAUisiiiN.) 

1789.  Les  cordes  communes  à  l'ellipse  et  à  ses  cercles  oscu- 
lateurs, en  deux  points  conjugués,  se  rencontrent  sur  une 
courbe  ayant  même  aire  que  l'ellipse.      (E.-N.  Barisien.) 

1790.  A  quelles  conditions  peut-on  trouver  sur  une  qua- 
drique  un  point  P,  tel  que  tout  cône  ayant  pour  sommet  ce 
point  et  pour  base  une  section  par  un  plan  quelconque  paral- 
lèle à  une  droite  donnée,  soit  capable  d'un  trièdre  trircctangle 
inscrit?  Ces  conditions  étant  supposées  remplies,  combien  y 
a-t-il  de  points  P?  (  R.  Gilbeut.) 
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[R4b] 
SIIK  I  NE  IMÉ(iKALIi  [ï\\  VimWlM  SIK  LEOlilJItltE 
iniX  IIL  ILEMIUi  ET  l\E\TE\S!IWi:; 

l'vit  M.   M.   l.AGOUTINSKY. 


Les   t:(]ualions   (liirérenticllcs  «li'   l'cMjuililjrc   d  un    lil 

sont 

-,-  (T t'  I  4-  /rX  =  (), 
as 

rt.s- 

-j-  (  T^'  )  H-  /.  Z   =  o. 

(fS 

i-j.)  x'^-h  y- -h  :■'- — I  =  o, 

où  X,  \  ,  Z  (lésii^ni'iil  les  composâmes  des  ibrces  appli- 
(jiiées  au  lil,  T  la  tension,  /,•  la  densité,  x,  y,  s  les  eooi'- 
(ionnées  d'un  élément  du  til,  la  variable  indépendante  .v 
l'arc  du  (il,  x\j',  z'  dérivées  des  fondions  x,  i  ,  z  par 
lappoi't  à  .V. 

J)ans  ce  qui  suit,  nous  supposons  que  X,  \  ,  Z  sont 
des  fonclions  des  variables  x^y^  z  et  s. 

Proposons-nous  de  trouv(;r  trois  fonctions  L  ,  V,  ^\ 
des  variables  .r,  y^  s.  .r',  )'',  s'  et.v,  linéaires  par  raj)port 
à  x',  }  ',  z\  telles  <]U(^  l'expression 

niulli[)liée  par  as  di-vitMine,  en  \crlu  de  (2  ),  une  dillé- 

rentielle  exacte,    et  de  déttiininer,  s'il  est  nécessaire, 

les  conditions  ([lie  doiv('nt    icmplii'  X,   \,  Z  pour  ipie 

l'expression 

Q  =  /t\L  +/ VV  +  AZW 

Ann.  de  Malhemal.,  3'  série,  t.  Wil.  (  Vvril  iM(,S.)  10 
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multipliée  par  ds  suit   une  tlifTérenlielle  exacte.   Alors 
l'équation 

fvrh^fqs^  G 

donnera  une  intégrale  du  système  (i)  et  (2). 
La  première  eondition  mène  à  l'équation 

{ 3  )       -r'(Ux'-+-  \'y  -+-  w  z'  )  =  u  3r"  -r-  y  y  -h  w  -", 

ou,  en  réduisant, 

,  d\]         ,  dV         ,  d\\ 

^  ds        -^     ds  ds 

En  diQérenliant  l'équation  (2)  par  rapport  à  5,  nous 
aurons 

(5)  x' x" -h y'y"^  z' z"  =  (K 

En  vertu  des  équations  (2)  et  (5)  on  peut  lemplacer 
cette  équation  par  la  suivante 

,dll         ,d\         ,dy\        ,  ,. 
^    '  ds       -^     ds  ds  '  ' 

t)ù  F  et  G  désignent  respectivement  les  premiers  mem- 
bres des  équations  (2)  et  (5). 

La  comparaison  des   termes  renl'ermant  l(;s  dérivées 
secondes  des  variables  x^)',  z  donne 

ô\]  _ÙV>  _  d\  _àN  _  c)W  _  t)W  _ 

ùy'        ôz'        dx'        dz'        dx'         ùz'  ' 

Ox'        ôy'         dz'         ' 
On  peut  donc  poser 

U  =  ixx'-hfi, 


(  '■'■  ) 

où  >/..  /'|.  /o  et  /:t  sont  des  (oiulions  des  seules  variablc;s 
.*•,>-,  r  cl  s.  En  portant  ces  valeurs  des  i'onetioiis  l  .,  \  , 
\V  dans  rr(]ualioii  {6)  et  coMiparant  les  lermes  sendjla- 
l)lcs,  nous  ohiiendrons,  pour  la  détermination  îles 
(onctions  a,/,,  /:>et/,,  le  système  suivant  (ré(|uations 
aux  d(''rivét;s  partielles 


i).r         Os 
<)  V         f)s 


0J\ 


O'i. 


Os         O.r 
0/2        <i'J-  _ 


Of^        Otx 

— -  ■+-  -,'-  =  ", 
Oz  Os 


'>A 


O'j. 


Ov         Ox 
Oz  Oj- 

OZ         0  V 


L'inléi^ralion  complète  de  «-e  système  u'inlrodiiit  pas 
des  ("onctions  arhitiaires  en  vertu  du  théorème  de  M.  C]. 
lîouilet  {A.  E.  A'.,  1891-,  Su/)/).)  et  donne  pour  la 
solution 


y.  =  <7„  -f-  (7 ,  .r  M-  r/,  j-  -H  rr-,   z  -¥-  a^s  -h  cir^  ( .r-  -^-  y--^  z--r-  s-  ) 

-h  iaf.Ts  -^  xa-ys  -4- 2 «« «.s\ 
J\  —  <!.,  —  r/.,  X  +  c/ioj'  -1-  (t\iz  —  a^s  —  a^{T''-—y'-~  z-^  s'^) 

—  ■>,  (i-  xy  —  i  a^xz  —  'i  a-;  xs^ 

f.^  =  rt,2 —  (tiox —  d'^  y  -^-  ai3  z  —  (t^s  -^  a-( x- — 7'--!-  z- —  .s-  ) 

—  ■>.  (taxy  —  •>.  a^yz  —  j.  Or.ys, 

/:t  =  rt  n  —  aiiX  —  «  I  -j^  —  ^>;  ^  —  '"'3  "î  -t-  "8  (  •^''  ^-  J'"'  —  -"  —  *'  ' 

—  2f/r,^-  —  xa-,yz  —  ta-iZS, 

où  «/  sont  di's  constantes  arl)ilraires. 

Considérons  mainlcnant  rcx[)ression  (^ds,  (|ui  dc\  ienl 
en  vertu  de  ci'  ipil  |)r(''cède 

/.  a  \  dx  —  />■  ■!  Y  cly  +  /  a  Z  <lz  -}-  (  />  /,  \  +  /.  A  V  ^  /.  /,  Z  )  ^/.v. 

Un    peut    donc    écriic    les    conditions    cherdiées    sous 


(  '^-^  ) 


deux  formes  différenles 


(7) 


A  a  \  =  — î-  , 
'  âr 


X/iX-i-Â/,Y-A/3Z  =  -^ 


(8^ 


()a'[JiX)  _  (J(Â-,aY) 

dikixX)  _  t)( A/i X  +  A-/2 Y  +  A-/3 Z ) 

Os         ~ 
c)(AaY)       t)(A-uLZ 


(JX 


dz  Oy 

ô{k\x\)  _  d( kf,\  -^  kf.Y  ^  k/^Z) 

(Js  ôy 

d{k[i.Z)  _  d( k/jX  -h  k/jY  -i-  k /-.Z  ) 

ds  Oz 

Eu  éliminant  les  quantités  ÂX,  Ji\ ,  AZ  entre  les  équa- 
tions ('-)  nous  aurons 


.  à-:,         .  do         .  do 


ôo 
ôs' 


En  intégrant  cette  équation   011    peut  donc    trouver 
l'expression  générale  des  fonctions  X,  \,  Z,  la  densité/» 

étant  donnée.  Si  les  conditions  (i^)  et  (8)  sont  remplies, 
nous  Irouvetons,  d'après  ce  qui  précède,  une  intégiale 
des  équations  (i)  et  (2)  sous  la  forme 

(9)  (/i^'-^/2r'+/3-'^  .•^)T^-o  =  c. 

Cette  intégrale  renferme  comme  cas  paiticuiiers  beau- 
coup d'intégrales  connues. 
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Picnons,  pai-  excîinplc;,  /"i  =  f,  =z /.^  =  o ,  u^  i.  Alors 
d'une  part  ré(|iialioii  (9)  donne  la  tension,  d'autie  part 
les  conditions  (8)  démontrent  cpi'il  existe  une  fonction 
des  forces. 

Prenons  en  second  lieu  y.  =  o;  nous  aurons  par  con- 
séquent 

/,  =  «3  -!-  a,oy  ^  aiiz, 

et  au  lieu  de  (7)  et  (8) 

(.0)  kf^\^kf.\  +  Lf,Z  =  ^l. 

où  'v  est  une  fonction  arbitiaire  d'une  seule  variable  s. 
L'intéijrale  (9)  prendra  la  forme 

(  .  I)  (/,  r'  +f,y'-^f,  -J  )  T  -^J'I  (h  =  C. 

INous  reviendrons  de  la  sorte  aux  cas  indiques  ré- 
cemment (iV.  A.,  1897;  p.  ^48,  III,  2)  par  M.  N.  Sal- 
ixkoll". 

On  peut,  comme  conclusion,  remarquer  qne le  système 
des  écpiations  (i)  et  (a)  peut  avoii'  deux  ou  plusieurs 
intégrales  de  la  forme  (9).  Comme  un  exemple  de  ce  fait 
je  puis  signaler  I  article  déjà  cité  (  iV .  A.,  i8c)"5  p.  248, 
111,1). 


[M' 8a]  [M*e] 

ILOTES  HIBLIOGRAPIIIQIES; 

l'\K    AI.  MATON   DK  [A  GOl  PILLIf^RE. 


Note  dk  la  llKOAcnoiN.  —  Les  Xoiivellcs  Annales  onV 
inséré  à  diverses   épocpu's  «les   noies   bibliogra[)lii(jUCi) 


(  '-M  ) 

rédigées  par  M.  Haton  de  la  Goupillière,  de  l'iiislilul, 
sur  les  spirales  sinusoïdes,  qui  ont  pour  équation 

r"  =  '^in  II  0 

(2^  série,  t.  XV,  p.  97),  et  sur  Th V|>oeveloïde  à  quatre 
rebroussenients  qui  a  aussi  reru  lesuon»sdVA.v/ro/V/eetde 
cuho-c^  cloïde.  et  a  pour-  équation 

.r''  -^  v*  --  I  _ 

(2*^  série,  t.  Xl\  .  p.  ^- ,  et  a""  série,  t.  XIX,  p.  Vj\)-  Aous 
lecevons  du  ruêrne  auteur,  sur-  ees  deux  mêmes  sujets, 
les  indications  suivantes,  que  nous  nous  enqiressons  de 
publier  coiuuui  eompléinents  des  précédents  articles: 

i"   Spirales  sinusoïdes. 

x\llégket  {Nouvelles  Annales,  1''  série,  t.  IX).  — 
Lucas  [Ibidem,  1''  série,  t.  X\il,  p.  240).  —  Du  Cha- 
TEKET  [Ibidem,  3'"  série,  t.  ^  ,  p.  233).  —  Cesauo  {Ibi- 
dem,  3*^   série,  t.  VII,  p.  171-190;  avril  et  niai   r88S). 

—  HusQi  i^'  DE  Rhévii.le  [Ibidem,  3''  série,  t.  IX, 
p.  i4o).  —  Cesaro  {Ibidem,  0"  série,  i.  XIII,  p.  io3). 

—  HuMBERT  {Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
Sciences,  t.  CIV  ,  p.  io53j.  —  Folret  {Ibidem,  t.  C\  I, 
p.  342).  —  Jamet  {Bulletin  de  la  Société  mathéma- 
tique de  France,  l.  XVI,  p.  i32).  —  Halphek  {Ibidem, 
19  avril  1876).  —  Cesaro  {Bulletin  des  Sciences  ma- 
thématiques, 2''  série,  t.  XIII,  p.  120).  —  De  Saikt- 
Germain  {Ibidem,  2'"  série,  t.  XIII,  p.  203).  —  Brocard 
{î\ ouvelle correspondance  malhématique,  t.  III,  p.  23  1 , 
et  t.  IV,  p.  32).  —  FoiUET  {Journal  de  l  Ecole  Poly- 
technique., LVP  Calrier.  p.  23  du  jMénioire).  —  Ribau- 
couR  {Etude  des  élassoïdes,  yi endémie  royale  des 
Sciences   de  Belgique,  séance   dir    16   décembre    1880, 


(  '35  ) 

p.  219).  — UjNFEiini.NGEK  {yj rcJùv  (li'f  M {illicinalik  uiid 
Physik.  t.  LI;  iSOg). 

■i"  Uj  pocycloïfie  à  (judlie  rebrousseinents. 

\.v/ù  {Xoiivelles  Annales,  2''  série,  t.  XVIII,  p.  322). 

—  PoMEv  {Ibidem,  3'"  série,  t.  V,  p.  Dso).  —  Cesaro 
{Ibidem,  3''  série,  t.  VII;  avril  1888).  —  Ojnpoisale 
(pseudonyme)  {L' Iiilermédiaire  des  3/athémaficiens, 
t.  II,  p.  lôo;  avril  1895).  —  Nestek  (pseudonyme) 
(Ibidem,  t.  II,  p.  190;  mai  1895).  —  Retali  {Ibidem, 
i.  m,  p.  74;  mars  1896).  —  Maillaku  {Ibidem,  t.  III, 
p.  I  i5;  mai  1  896  et  p.  2o3  ;  septembre  1896).  —  Baui- 
siE^  [Ibidem,  t.  III,  p.  178,  août  189G;  p.  198,  sep- 
tembre 189(5:  et  p.  292,  décembre  1896).  —  Boiti-X 
(Ibidem,  t.  [V ,  p.  ijo;  août  1897).  — Gii.?.ert  {Cours 
d'Ann/yse  in/initésimale,  4'  t^dition,  p.  i83,  44"  )•  — 
(liLBEHT  {A ssociation  française  pour  l'avancement  des 
Sciences,  p.  101  ;  i88o).  —  De  Longchamps  {Cours  de 
problèmes  de  Géométrie  analjtif/ue,  in-S",  t.  I,  p.  i4'j> 
147,  174)-  —  A.  RiBAL'couK  {Étude  des  élassoïdes, 
[).  234V  —  D'OcAGNE  {Coordonnées  parallèles  et 
axiales,  p.  47-  90;  i885).  —  Buocard  {Notes  biblio- 
graphie/ues  sur  les  courbes  i^éomélrit/ues,  in-8'^,  auto- 
graphie, p.  (y).  —  Amsteik  {Bulletin  de  la  Société  vau- 
doise  des  Sciences  naturelles,  t.  X\  III,  n"  87;  1882). 

—  TEnEurco  Amodeo  {Monograjia  délie  curve  tau- 
tocrone,  p.  29;  i883).  —  L'astroïde  est  la  courbe  repré- 
sentali\e  de  la  lelalion  muluelle  des  deux  courbures 
de  la  parabole  aux  exliémiles  d'une  coide  focale 


(Jj'+(j.)'  =  c^'"^ 


(  I^^)  ) 


CERTIFICATS  D'ÉTIDES  SIPERIEIUES 
\m  FACILTÉS  DES  SCIEXCES. 
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GVF.CIL    DIFPKIIKNTIEI.    KT    CvLCll,    INTÉf.IlAU. 

Ei'UEuvE   ÉCRITE.  —  I.    J/itc^/r/-  /'c(/uatiun  (H/Tcrf/i- 

liellc 

,  d^y    ,       dv 
dx-  dx 

OÙ  a  est  une  constante  niunérique. 

Montrer  que,  pour  une  certaine  valeur  de  <7,  Vinté- 
i^rale  générale  de  celte  équation  est  une  fonction  uni- 
forme de  x  dans  tout  le  plan  de.  la  variable  cotuplexe  a\ 
et  calculer  explicitement  l  intégrale  pour  cette  valeur 
de  a. 

H.  Les  axes  Ox^  O)',  Oz  étant  rectangulaires,  on 
considère  la  famille  de  sphères 

(-}      .  x"^ -\- j- -\- z- 2rt^  =  o, 

oii  a  est  une  constante  arbitraire  : 

i"  Déterminer  toutes  les  surfaces  S  qui  coupent 
ortliogonalement  chaque  sphère  iij 

2"  Déterminer  les  lignes  de  courbure  de  ces  sur- 
faces S,  et  niontrer  (jue  les  lignes  de  courbure  d'une 
des  deux  fu/iilles  sont  des  cercles. 


(   ^^'7  ) 
iM'iMcrvi:   piUTiQiE.    —   (Jdlruler  VinU-'j;! nie  définie 


("t 


dx 


AnALYSIC    SLl'KUIELHK. 

CoMPOsiTiojv  ÉCRITE.  —  i"  On  consuJèie  la  fonci ioH 
(hjuhlenient.  périodique  u  définie  par  V équation  difjé- 
renlielle 

Monlrei'  qu'on  peut  déterminer  deux  constantes  m 
et  p  de  telle  sorte  que  l'expression 

I      il-     I        I  mii-  +  j)!!  )  fl^ 

e  *-'  -i)      "  z« 

soit  une  fonction  oiuière  de  z.  Que  devient  cette  fonc- 
tion quand  on  remplace  z  par  z  H-  (o  et  par  z  -f-  w', 
(0  et  (1/  désignant  les  deux  fonctions  de  u? 

2°  Qu'appelle-t-on  intégrale  ahélienne  de  première 
espèce  pour  une  courbe  algébrique  fi^x^  y)  =  0? 

Forme  générale  de  ces  intégrales  ;  nombre  des  in- 
tégrales de  prennère  espèce  linéairement  indépen- 
dantes. 

.MkcVNlQlE    UATIONNELI.K. 

llruKi  \  r:  kcuitk.  —  U/i  tube /cctilig/ie  homogène  A\], 
de  section  infiniment  petite  de  longueur  na  et  de 
masse  M,  est  placé  sur  un  pla/i  horizontal,  sur  lequel 
il  jteut  glisser  sans  frottement  :  dans  l' intérieur  du 
tube  glisse,  sans  frottement ,  un  poi/it  matériel  V  de 
niasse  M  égale  à  celle  du  tube:  ce  point  es/  allaclië  à 
l'une  des  e.x:f  remit  es  A  du  tube  par  un  /il  élastique  de 
/nasse  négligeable  ijui,  lorsqiéil  n'est  pas  tendu,  a 
pour  longueur  naturelle  a.  (ht  admet  que  ce  fil,  lors- 


(  '^^  ) 

f/uil  est  f.e/idu  jusqueii  P,  possède  une  tension  V  pro- 
portionnelle à  son  allongenienl  : 

F=  )/^(PÂ— rn=  X2.PC, 

C  désii^/iant  le  in/licu  du  tuba  et  A-  u/ie  constante.  A 
l'instant  initial,   le  fil  est  tendu  de  telle  façon  (pie  le 


point  matériel  P  soit  à  l'extrémité  B  et  le  s)  sténie  est 
lancé  sur  le  plan  horizontal  d'une  nianictre  (piel- 
conque. 

Etudier  : 

\"  Le  mouvement  du  centre  de  gravité  du  s)stème ; 

2"  Le  mouvement  du  système  autour  du  centre  de 
gravité. 

On  examinera  en- particulier  le  cas  oii  le  système 
est  ahandonné  ci  lui-même  sans  intesses  initiales. 

On  appellera  H  l'angle  du  tube  BA  ai'ec  Ox,  et  ir 
l'allongement  du  fil 

•>/•=  l'A— a  =  PC. 

Epreuve  pratique.  —  On  donne  un  piisnie  droit 
homogène  dont  la  masse  est  |S',  dont  la  base  est  un 
triangle  équilatéral  de  i*^™  de  côté  et  dont  la  hauteur 
est  2*^'".  Déterminer  la  position  du  centre  de  gravité 
du  prisme  et  les  éléments  de  V ellipsoïde  central 
d'inarlir  rclnfif  au  centre  de  gravité. 


(  '^^9  ) 

Ki'iiKivF.  r.cuiTi'.  —  i"  fine  pdiahole  toulo  srtns 
"lisser  sur  une  droile.  Cor/.'ifriiiro  le  cercle  des  in- 
flexions  el  le  cercle  ries  rchroussenieiits  pour  une  posi- 
tion particulière  quelconque  de  la  parabole.  Construire 
le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  du  foyer  el  le 
rayon  de  courbure  de  la  courbe  enveloppée  pur  la 
direct rice  de  la  parabole. 

On  /xjurra  s' appuver  sur  la  propriété  suivante  de 
la  parabole  : 

Le  rayon  de  courbure  est  double  du  segment  de 
noiinale  compris  entre  la  couihe  et  la  directrice. 

•>/'  Réunir  par  un  train  d  enqrenaiie  deux  arbres 
parallèles  A  et  B  tournant  en  sens  inverse  avec  des 
l'it esses  de  3a 3  tours  à  la  seconde  pour  A  et  '^,34  tours 
à  la  seconde  pour  B. 

Éim'vElvf;  l'RVTioiR.  —  Une  roue  dentée  R  do/it  la 
circouférence  p/imilive  a  8""  de  rayon  enaréne  avec 
une  autre  roue  W  dont  la  circonférence primiti^'e  a  un 
rayon  double,  soit  iG'^"'. 

Le  système  adopté  est  le  système  dit  h  lianes.  On 
demande  de  construire  le  profil  de  l'excédent  épicy- 
cloïdal  d'une  dent  de  la  roue  R',  en  admettant  c/ue  le 
module  de  la  roue  R  soit  égal  à  8. 

On  ne  tiendra  pas  compte  du  jeu. 

l'ilVSKJli;    MATIlKMXTIOri: 

l'.iT.Ki  \  F.  KcniïE.  —  Eijuations  aux  déris'ées  par- 
tielles régissant  la  vitesse  a  en  fonction  des  coordon- 
nées transversales  ^-^  z,  dans  l'écoulement  uniforme, 
bien  continu,  d'un  liquide,  le  long  d  un  tube  fin 
mouillé  par  ce  rKjuidc.  f.cur  intégration  on  approchée. 


(  i6o  ) 
ou  exacte,  pour  toute  forme  donnée  de  la  section  nor- 
male du  tube,  au  moyen  d'une  expression  de  u  en- 
tière et  finie  en  y^  z.  ^ppUcntioii  aux  deux  cas  : 
r'  d'une  section,  elliptique  :  2"  d'une  section  trian^u- 
laire  êquilatérale. 

Epreuve  pratique.  — Dans  Le  problème  constituant 
V épreuve  écrite,  l'expression  de  la  vitesse  u  à  travers 
une  section  t  triangulaire  êquilatérale  était 

„  _  ?^'I       PP'P" 


p  g  désignant  le  poids  spécifique  du  fluide,  t  son  coefli- 
cient  de  frottement  intérieur,  1  la  pente  motrice,  et  p, 
p\  p"  les  trois  perpendiculaires  menées  du  point  inté- 
rieur quelconque  [y,  z)  considéré  de  la  section  1,  aux 
trois  côtés  de  celle-ci.   Effectuer  la  quadrature 


II 


udydz, 


qui  fait  connaître  le  volume  fluide  débité  dans  l'unité 
de  temps  par  l' aire  triangulaire 

MÉCANIQUE   CÉLESTE. 

Epreuve  écrite.  —  ylutour  d'un  coi ps  central  de 
masse  M  circule  une  planète  dont  la  masse  mî  est  finie, 
mais  très  petite:  l'orbite  de  celte  planète  est  circulaire 
et  son  grand  axe  est  égal  à  «',  de  telle  façon  que  ses 
coordonnées  rectangulaires,  par  rapport  à  des  axes 
mobiles  ayant  leur  origine  en  M,  soient 

x  =  a'co5n't,         y=n'?\un't. 

autour   de   ce  inè/ne  corps   central  M,   et   dans    le 


(  '6.  ) 

inéinc pUin  que  Ul piaiwU-  IroiihLinla,  a'/cii/a  une  aitde 
planiie  tu.  On  suppose  : 

i"  Que  la  nid^se  île  ni  est  in Jininwnl  pet  lie  ^  ■?."  qnele 
^rdiid  axe  a  de  la  planète  troublée  est  beaucoup  plus 
petit  que  le  i^raiid  axe  de  la  planète  troublante  ;  .5  "  (jue 
l  excentricité  e  de  la  planète  troublée  est  très  petite. 

On  négligera  ///'-,  m'(  —  j    ,  ni'e,  e-  et  l'on  calcule/a 

les  coordonnées  recfangulaires  de  la  planète  troublée 
par  rapport  à  des  ares  mobiles  ayant  leur  origine  au 
corps  central  M. 

Ei'iîKi  VF.  iMiVTiQUK.  —  Oii  doniie  l'anomalie  moyenne 
<>.'(' \^\\"  d'un  astre  et  son  excentricité  0,2,  et  l'on 
demande  de  calculer  son  anomalie  excentritjue. 

ASÏKONOMIK. 

Éi'KEUVE  PRATIQUE.  — ■  La  décUnaisoii  du  Soleil  étant 
supposée  égale  à  i  <S">.7' 16",  calculer  la  distance  zé- 
nithale de  cet  astre  à  6''',  temps  vrai  de  Paris. 

Latitude  de  Paris  :  4S"5o'  i  \" . 

Nota  :  On  fera  les  calculs  avec  des  logarithmes  à 
5  décimales. 


Ecole  A'okmai.e  (dkixième  année). 

IMécanique.  —  Sur  un  plan  horizotital  parfaitement 
poli,  sont  placées  deux  barres  homogènes  égales  tWt 


l't  -VIV,  articulées  an  A  :  la  niasse  de  chacune  de  ces 
barres  est  M  et  sa  longueur   la.  Les  milieux  C  et  C 


(  i6.  ) 
(les  barres  sont  attachés  l'iui  à  l'autre  par  un  Jil  élas- 
tir/iie  dont  on  nci^lige  la  niasse  et  dont  la  longueur  à 
l'état  naturel  est  a.  Les  barres  étant  écartées  l'une 
de  V autre  de  façon  à  tendre  le  Jil  et  à  lui  donner 
une  longueur  ro  supérieure  à  a.  on  abandonne  le  sys- 
tème à  lui-même  sans  vilesses  initiales,  l^rouver  le 
mouvement . 

On  appellera  2  a  l'angle  lîAB'  et  r  la  longueur  du 
/flC(y  à  un  instant  quelconque  t.  On  admettra  ijue  la 
tension  du  fd  élastlifue  CC,  (juand  sa  longueur  est  y, 
est  proportionnelle  à  son  allongement  r  —  a  et  par 
suite  que  l' intensité  de  cette  tension  est 

Al  X2  (/•  —  «), 
)>-  étant  une  constante  donnée. 


CiNÉMiTiQUE.  —  Un  segment  de  droite  A\i  glisse  sur 


deux  droites  rectangulaires  U.r,  Ov,  avec  une  vitesse 


angulaire  constante. 


Trouver  le  centre  des  accélérations  et  construire  le 
centre  de  courbure  de  la  courbe  enveloppée  par  la 
droite  AB. 


ASTPiONOMIE. 


1"   Déterndnej-    la   longitude  d  un 


lieu  par  une  observation  de  hauteur  du  Soleil. 


(   '63  ) 
Données  : 

F^atitudo  ilo  la  slalion 43"  iS'  17",  > 

Haulour  du  ceiilit'  du  Si>Uil  .  .  .  4  >.''■;•()' 1 3",  4 

Déclinaison  du  Soleil iS°  i  5''27",  » 

Heure  vraie  de   Paris 3''    1'"  53\<S 

La  hauteur  du  Soleil  est  ajjrancliie  de  la  réfraclioii 
et  de  la  parallaxe.  U ohservalion  a  été  faite  après  le 
passage  au  méridien. 

a"  Si  la  hauteur  du  Soleil  est  erronée  de  3o",  quelle 
sera  l'erreur  correspondante  de  la  longitude? 

Rennes. 

Analyse.  —  Quels  sont  les  conoïdes  droits  pour  les- 
(/uels  la  somme  des  projections,  sur  l'axe  Oz,  des  deux 
rayons  de  courbure  principaux  au  point  (pielconque  M 
de  la  surface,  varie  proportionnellement  au  carré  de 
sa  distance  à  l'axe? 
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Besançon. 

An.vlysk. 

Sur  une  sphère  de  rayon  un  on  donne  un  grand 
cercle  C:,  P  étant  le  pôle  de  ce  grand  cercle,  déterminer 
une  courbe  S  telle  que  l'arc  de  S  compris  entre  un 
point  fixe  I  de  cette  courbe  et  un  point  variable  A[  de 
la.  courbe  soit  égal  à  l' arc  du  grand  cercle  C  inter- 
cepté entre  les  grands  cercles  PI  et  PIM.  Calculer  l' aire 
du  triangle  PIM  limité  par  les  arcs  de  grand  cercle  PI, 
PM  et  l'arc  \Mde  S. 


(   '64  ) 

L'aire  tlcmaruléc  s  exprime  aiséiuenl  à  l'aide  des  angles 
du  triangle  PIM,  elle  est  II  +  P  —  1  -  M. 

]Mi-:cAMori:. 

i"  Deux  tiiangles  lii^ides  .sans  masse  BAD,  CrVE 
so/it  articulés  en  leur  sommet  A,  leurs  sommets  B  et  C 
g/isseut  sans  frottement  sur  une  horizontale  Jixe ;  en  A 
est  suspt/idu  un  poids  P,  T)  et  ^  sont  réunis  par  u/i  fil 
clasti(/ue.  On  demande  la  position  d' équilibre. 

•i"  Dans  iLii  plan  veiticaf  un  disque  c/eu.x-  pesant 
roule  sans    glisse/'  par  sa  surjace  intérieure   sur  un 


support  circulaire.  Chaque  point  du  disque  est  soumis 
à  un  frottement  proportionnel  à  la  surjace.  On  de- 
mande de  déterminer  la  mouvement . 

Caen. 

Éléments  généraux  dk  iMAïiiÉiiATiQri:s. 

Epreuve  écrite.  —   I.   Dire  ce  que  représente,   en 
coordonnées  rectangles,  l'équation 

x''--^  y'^  —  az  =  o  ; 

montrer  que  les  normales  à  la.  surface  rencontrent  OZ; 
volume  compris  entre  la  surface  et  les  pUms  z  =z  o, 
z  =  a  •,   aire    de    la    surface    entre    les    mêmes    plans 

JI.    Mouvement  d'un  point  M  assujetti  à  rester  sur 


(  '<>.^  ) 

un  cnrclc  de  crnlre  C,  tie  rajon  R  nt  alliré  vers  un 

poinl  (J  (i('  la  circonférence  par  une  force ^ — ;  a 

OM 
l'instant  initial,  l'arc  OM  est  un  quadrant  et  la  vi- 
tesse, égale  à  K,  est  dans  le  prolongement  de  O.M 

Fli'REnvE  iMiATiQUK.  —  La  Luitude  d'un  lieu  étant 
supposée  égale  à  la  déclinaison  d'une  étoile,  la  cal- 
culer de  telle  sorte  que,  dans  le  mouvement  diurne, 
rétoile  reste  dix-huit  heures  sidérales  au-dessus  de 
l'horizon. 

Calcul  difféhextiel  et  intégral. 

Epreuve   écrite.  —  I.   Lignes  asj  mptotiijues. 

11.  Déterminer  les  Jonctions  '^  et  '|,  de  sorte  que 
a  =^  C5(.r)  '^-/{y)  soit  une  intégrale  de 

.  du          „  à'  u           du 
(i  —  T) y-  — —  —  y u  =  o: 

particulariser  les  fonctions  de  telle  sorte  quon  ait 

o(o)  =  r,         'i'(o)=  — I.         •^(i)  =  (),         •y(i)  =  i. 

Siilj.slituanl  u  dans  fi),  on  en  lire 

çflr)  -^0) 

ilia(jU('  Iraclion  d<;il  èlre  égale  à  une  constante  a 

avec  les  données  initiales  proposées,  a  =  —  i, 

«p(a~j  =  I  —  3",         |(  k)  —  — rsin  (/a  logj). 
Sf-y. 

Ann.  de  Afiitficiiial . ,  'i'  sc-rie,  l.  XVII.   (  \\ril   li^f^s.)  I  I 


(  >6(i  ) 

Epreuve  pratique.  —  liitéi^rer  Véqualion 

jK'"  —  3j'^'  -'^ly^ —  I  3  k"'  -r-  l'ij'" — 1'\7'"+  I2JK'—  '\y  =  3^'2  —  I. 

MÉCAMQrE. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Un  angle  BAC,  cgni  à  60", 
se  déplace  sur  un  plan,  de  sorte  que  AB  passe  par  nu 
point  fixe  O  et  que  AC  /este  tangente  à  une  dévelop- 
pante d'un  cercle  ayant  son  centre  en  O.  Lieux  du 
centre  instantané  I  dans  le  plan  fixe  et  le  plan  mobile, 
cercle  des  inflexions,  lieu  de  A  flans  le  plan  fixe,  son 
centre  de  courbure. 

I  décrit  iiii  cercle  de  centre  O  dans  le  plan  fixe,  une 
parallèle  à  AB  dans  le  plan  mobile;  le  lieu  de  A  est  une 
spirale  d'Arcliiniède. 

JI.  Mouvement  d' une  plaq  lie  carrée  homogène  KBQD 
qui  glisse  sur  un  plan  fixe,  A  restant  sur  une  droite 
fixe  OX  :  chaque  élénient  m  est  attiré  vers  O  par  une 
force  nusi-Oni;  pour  t=^o,  A  est  immobile  en  O, 
B  sur  OX  ai^ec  une  vitesse  toAB.  Pression  de  A 
sur  OX. 

L'équalion  qui  détermine  l'abscisse  du  centre  de  gra- 
vité G  et  l'équation  des  forces  vives  montrent  (|ue  G 
décrit  uniformément  un  cercle  de  centre  O;  A  y  de- 
meure, sa  [)ression  sur  OX  est  nulle. 

Epreuve  i'RAtique.  —  Un  tétraèdre  homogène,  de 
niasse  égale  à  2O,   est   compris  entre  les  trois  plans 

coordonnés  rectangulaires  et  le  plan  —  -h  ~'  ^^  f , 

Equation  de  l'ellipsoïde  d' inertie  en  O,  moments  prin- 
cipaux d' inertie  :  direction  des  axes  principaux. 


(    -^>7  ) 
Le  calcul  se  siniplilic  cl    j)cut  olliir  (|m;l(|uc  iiitérùl 
aux  étudiants. 

Equatiou  dt;  l'ellipsoïde  lappoiLo  aux  axes  donnés 

2 (î .r'--+-  '>. (■) j'2 _i_  I (3 ^2  —  , <) y-  —  \-i,zx  —  8 xy  —  i . 

Moments  principaux  :  3o,  28,  10. 

Cosinus  directeurs  des  axes  correspondants  : 

'  '  '  • 

v/3'      /s'     v/r 

\/6  '  /fi  '  /G 

Dijon. 
Calcll  uiffkrentikl  et  intégral. 

Ei'UKuvE  ÉciuTE.  —  Intcgi'cv  Ics  cqiialîons  difjêrcii- 
lielles  totales 

du  du 

dx  J       1  jy       ^  j  . 

où  ///,  .  . .,  777  représentent  des  constantes  quelconques. 

MÉCANIQUE. 

Epreuve  ÉcaixE.  —  Un  cjlindre  de  révolution  ho- 
mogène pesant  peut  tourner  autour  de  son  axe  qui  est 
'Vertical.  Ce  cylindre  est  creusé  d'un  canal  injininient 
étroit,  dont  l'axe  curviligne  est  une  hélice  dont  le  pas 
est  la  hauteur  du  cylindre  et  dont  le  rayon  est  celui 
du  cjlindre. 

Une  bille  pesante  est  abandonnée  sans  vitesse  ini- 
tiale à  l'extrémité  supérieure  du  tube.  Le  crliîidre  est 
lui-inénw  abandoiiiié  sans  vitesse  initiale. 


(   if>8  ) 
On  demande  le  mouvement  du  système. 
On   appliquera    les   théorèmes   du   mouvement    des 
systèmes. 

EiniEuvE  PRATIQUE.  —  Calcu/er  les  moments j)rinci- 
paux  d'inertie  d'un  cube  homogène  relatifs  à  un  de 
ses  sommets.  Le  côte  du  cube  est  de  i'". 

Astronomie. 

Epreuve  pratique.  —  En  un  lieu  dont  la  latitude 
est  8'^58'53'',  on  donne  la  distance  zénithale  d'une  cer- 
taine étoile  6g" ^i'?)o"  et  son  azimut  Soo"  io'3o". 

On  demande  de  calculer  la  déclinaison  et  l'ans^le 
horaire  de  cette  étoile  au  même  instant. 

Grenoble. 

Calcul  différentiel  et  intégr.vl. 

Epreuve  écrite.  —  1.  Trouver  les  trajectoires  or- 
thogonales des  tangentes  à  une  chaînette  de  para- 
mètre a. 

II.  On  considère  celle  des  trajectoires  précédentes 
qui  passe  par  le  sommet  de  la  chaînette  :  c'est  la  trac- 
trice.  Montrer  qu'elle  satisfait  à  l'équation 


et  calculer  la  longueur  de  sa  tangente  limitée  au  poi/il 
de  contact  et  à  laxe  des  x.  Equation  de  la.  tracirice. 

III.  Calculer  le  produit  des  rayons  principaux  de 
courbure  pour  un  point  quelconque  de  la  surface  en- 
gendrée par  la  rotation  de  la  tracirice  autour  de  son 
asymptote. 


(  ''^9  ) 
Epreuve  pratiqua.  —  Développer  suivant  les  puis- 
sances entières  positii^es  et  croissantes  de  x  la  fonction 

\/a  -\-  bx  —  y/a 


y 


X  \J  a  -\-  bx 


Valeurs  de  x,  réelles  ou  imaginaires,  pour  lesquelles 
le  développement  est  convergent. 


Mécanique. 

Epreuve  écrite.  —  Un  disque  circulaire  lioniogè/ie 
peut  tourner  librement  autour  de  son  axe  Oz  qui  est 
verticid  et  fixe.  Dans  une  section  droite  O  et  suivant 


une  corde  AB,  égale  au  côté  du  triangle  équilatéral 
inscrit,  est  creusé  un  canal  à  section  infiniment  petite, 
dans  lequel  peut  glisser  sans  frottement  un  point  maté- 
riel .M,  de  masse  m^  attiré  vers  le  point  O  par  une  force 
Il  =  —  m  ;j(.o,  proportionnelle  à  la  distance  à  ce  point. 

On  demande  le  mouvement  du  système. 

Données  iidtiales  :  j4.u  début .^  le  disque  a  une  vitesse 
angulaire  donnée  w  et  le  point  M  est  placé  en  A,  à  une 
des  extrémités  du  tube,  sans  vitesse  relative  dans  le 
système.  De  plus,  en  appelant  M  la  masse  du  disque, 

on  a  m  -  -      •  ( hi  examinera  les  deux  cas  particuliers 


(   '7o) 
suivants  : 


y.  =  -  b)-.  ;j.  =  8  to-. 


SI  oc  est  la  perpendiculaire  menée  sur  le  milieu 
de  AB,  la  position  du  système  sera  déterminée  par  la 
connaissance  de  l'angle  0,  formé  par  OC  avec  un  axe 
liorizontal  fixe  passant  par  O  et  la  distance  CiM  ;= /• 
de  M  à  C.  Deux  équations  suffiront  donc,  et  ces  deux 
équations  seront  fournies  immédiatement  par  le  théo- 
rème des  forces  vives  et  le  théorème  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  par  rapport  à  l'axe  Oz,  ap- 
pliqués au  système  total.  Nous  pouvons  remaiYjucr 
que  le  système  peut  être  supposé  pesant  ou  non  pesant 
sans  que  ces  équations  soient  modifiées  5  il  n'y  aura 
de  changement  que  pour  les  expressions  des  pressions 
supportées  par  l'axcî  et  des  réactions  mutuelles  du 
disque  et  du  point  M.  Les  axes  étant  O  z  et  deux  droites 
fixes  rectangulaires  dans  le  plan  horizontal  de  O,  si  a 

est    le  rayon   du    distjue,    sa    force  vive    sera  M  — 0'-, 

la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  de 

tous  ses  éléments  ]M  —  &';  pour  le  point  M,  nous  aurons 


a- 
2 
les  formules 


cosO  —  /'sin  0. 


V  =  -  sin  0  -+-  /-cosO, 
^        2 


d'où  l'on  déduit  aisément 


a   , 


\  •) 


2  / 


(  -7'   ) 
cl  nous  aurons  les  ck'ux  é(|ualions 

//  et  k  étant  deux  constantes. 

Ces  deux  équations  se  ramènent  iniinédiateuient  à  des 
(juadratures,  et  l'on  trouve  les  formules 


'•>) 


(V) 


m  (  M h  nir 


X 


/l  —  /)i  -  r 


0'  = 


:\i 


a* 


La  j)rcniière  se  ramène  à  une  quadratnie  elliptique. 
Dans  les  deux  cas  particuliers  indiques,  l'intégration 
peut  se  faire. 

Si  l'on  pose 


Il  —  m  1 


)]"-■ 


les  livpotlièses  /;/  =  ^,  (/•')o==  o,  ((j')o=  to  donnent 

•^<'-'>=('T"'-')l>'--(r--^'»')"']- 

Si  7  a  —  o.to-  >  o,  le  nionvenient  est  oscillaloin!  et  M 

4  ' 

va  de  A  à  H,   puis  revient  de  lî  à  A,  etc.  dans  des  temps 
égaux. 

Si  y  i;.    -  îto-^  o.  deux  cas  se  préscnlcnl  : 


„       5 

Si  ■ —  <r  7'  ou  0)- «<  'jL,  l'oscillalion  se  produit 

I-i  4  '  ^ 

entre  A  et  un  point  A'  compris  entre  C  et  A  ;  si  oj-  =  a, 
A  est  en  équilibre  relatif";  si  (o- >>  [x,  le  point  quitte  le 
canal. 

Si  [Ji.  =  ^  w-,  la  position  A'  vient  en  C,  mais  le  mou- 
vement n'est  plus  oscillatoire,  M  n'arrivant  enC  qu'après 
un  temps  infini.  On  peut  du  reste  intégrer  dans  ce  cas. 

Enfin,  si  [-«.  =  8to-,  on  aura 

on    peut    diviser    les    deux    membres  de  l'égalité   qui 

1  o  o  o        •!     •  /         «v/3 

donne  /-  par  a-  -+-  r-  et  it  vient,  en  posant  b  =  — '— , 

/-   ,  dr 

v/[J^  <://  =  — 


d'où 

/■  =  bcost  [/[x  , 

et  tout  se  passe  dans  le  mouvement  relatif  comme  si  M 
était  attiré  par  G  proportionnellement  à  la  distance. 

Epreuve  pratique.  —  On  suppose  (jue  dans  un  demi- 
cercle  matériel,   lunité  par  le  diamètre  AB,  le  poids 


spécijique  en  cluKjue  point  est  proportionnel  à  la  dis- 
tance du  point  à   AB.  On  demande  : 

i"  Le  centre  de  gravité  de  la  plaque  ; 

2"  La  longueur  du  pendule  simple  synchrone  du 
pendule    composé,    (/ue    l'on    obtiendrait     en  faisant 


(  •:■'  ) 

tourner  un  denii-cercle  è^al  au  prctnier,  mais  supposé 
homoghne  autour  de  AB,  supposé  lioiizontal  et  fixe. 

On  i>éri fiera  que  cette  dernière  longueur  est  la  dis- 
tance à  AB  du  centre  de  gravité  de  la  p/rirpu'  non 
homogi'iie. 

AsïKoNOMir:. 

Épkkuvic  lif.iUTE.  —  Les  éléments  d' une  planète  étant 
connus,  exposer  la  suite  des  calculs  (jui  permettent  de 
déterminer  ses  coordonnées  apparentes,  ascension  droite 
et  déclinaison,  pour  une  époque  donnée. 

Epreuve  pr.vtique.  —  Calculer  Vanomalie  excen- 
trique qui  correspond  à  une  anomalie  moyenne 

m  =  3'3?."'^8'54",  77, 

dans  une  orbite  dont  V excentricité  est  donnée  par 

log  e  =  7,3897-2 ô-». 

Emploi  de  V équation  de  Kepler.  ^ 

LiUe. 
Cai.cil  i)ii-Ki;aKNTii:L  i:t  intkgum.. 
i"   Etude  de  l' intégrale  hyper  elliptique 

dz 


périodes,  points  singuliers,  fonction  inverse. 
Ci"   Intégrer  l'équation 

,dy  „    „ 

^2  -7-  -4-  f  —  ajy  -h  ax-y^  =  o . 


(  «74  ) 

IM  Kc  V N 1 0 r I-:  u at ionxe lle . 

Un  tube  rectiligne  A\i,  homogène,  pesant,  de  niasse  IVI 
et  de  section  négligeable,  est  assujetti  à  se  mouvoir  sans 
frottement  dans  im  plan  vertical,  autour  de  son  centre 
de  gravité  O.  Un  point  matériel  pesant  M,  de  masse  ni 
comparable  à  m,  se  meut  en  même  temps,  sans  frotte- 
ment, dans  le  tube  AB  : 

i"  Former  les  équations  différentielles  du  mouve- 
ment  du  système,  en  prenant  pour  variables  la  lon- 
gueur OM  =  )v,  et  l'angle  AOx  ^=  ^  du  tube  AB  avec 
l'horizontale  Ox\, 

2°  Etudier  approximativement  les  petites  oscilla- 
lations.  On  supposera  que  ^  et\  sont  nuls  à  Vinstanl 
initial,  et  l'on  choisira  les  vitesses  initiales  Oj,  et  ).[,, 
supposées  toutes  deux  très  petites,  de  manière  que, 
pendant  un  certain  temps,  le  tube  et  le  point  matériel 
se  retrous'ent  très  sensiblement,  après  chaque  oscilla- 
lion,  dans  les  mêmes  positions  respectives  qu'à  Vinstanl 
initial. 

MÉCANIQUE   APPLIQUÉE. 

Epreuve  pratique.  —  Avant-projet  d'une  machine 
à  vapeur,  à  un  cylindre,  à  double  effet,  à  détente  et 
à  condensation,  avec  distribution  par  tiroir  simple  à 
recouvrements  : 

i''  Diagramme  pratique .  Coniuiissant  la  pression  au 
générateur,  le  nombre  de  tours,  le  degré  de  détente 
et  les  diverses  avances,  on  déterminera,  en  tenant 
compte  de  l'espace  mort  et  des  pertes  de  charge  à 
l'adnnssion,  les  dimensions  du  cylindre,  de  façon  que 
la  machine  ait  une  puissance  de  23  chevaux. 

2°  JE  pure  de  distribution.  Connaissant  le  rayon  de 
l'excentrique,    on   déterminera    les  recouvrements  de 


(  ^:^>  ) 

nianicro  à  realise/'  les  coiidilions  ini/}oscas  par  le  dia- 
gramme. 

Astronomie. 

Epreuve  pratique.  —  JE!fi  un  lieu  de  colatitude  "'^ 
trouver  l'ascension  droite  x  du  point  de  Vèquateur  tjui 
se  levé  en  même  temps  iju'une  étoile  connue  [dont  y. 
et  A  so/it  l'ascension  droite  et:  la  distance  polaire)^  et 
la  dijference y  d'azimul  entre  ce  point  et  l'étoile. 

Applications  : 

Y  —  39"2i' i6",o,         a  =  j''9'"3?,23,         A  =  io8"  19' j5",  i  . 

Lyon. 

Mécanique. 

i.  Une  barre  pesante,  homogène ,  sans  épaisseur, 
tourne  librement  autour  d'un  de  ses  points  fixes. 
On  demande  :  i"  de  poser  les  équations  différentielles 
du  mouvement;  2°  de  déterminer  les  conditions  ini- 
tiales de  façon  que  la  barre  décrive  un  cône  de  révo- 
lution à  axe  vertical;  3'^  de  calculer  la  réaction  du 
point  fixe. 

Appliquer  les  théorèmes  :  1°  des  forces  vives-,  2"  des 
aires  eti  projection  sur  uii  plan  horizontal . 

JI.    Un  cercle  de  rayon  Vv  et  une  tangente  liée  au 


y 

/ 

/ 

co 

/'^ 

0 

/ 

1   ^ 

/ 

\^~-<?' 

^ 

^ 

.a- 

^eiilc  sv'  mein'enf  aiwi  qu'il  suif  :  i"  le   centre  décrit 


(   >7«  ) 
une  droite  fixe  D;  2"  In  tangente  passe  par  un  point 
fixe   O,  situé  à  une  distance  R  de  D.   Construire  les 
deux  roulettes  fixe  et  mobile. 


OB 

= 

//?, 

ojOB 

= 

2 

-2  3! 

X 

= 

ta  n  i 

'OL. 

Considérons  les  axes  lîxes  xOy  et  les  axes  mo- 
biles ;A'/i  entraînés  dans  le  inouveiuent.  Les  fonnuies 
du  eliangemeut  des  eoordonnées  rectangulaires  sont 

,    ,  V  \=(x  —  /n)cos2a — (/ -t- R)sin2  3£, 

I  r^^i^x  —  /n)sin2a  ^Cj' H- R)cos2a. 

Les  coordonnées  (dans  le  syslènie  xOy)  du  centre 
instantané  to  sont 


X  =  »i  ;         Y  =:  /?i  col  2  a 

a\e(r 

/H  =  R  cola, 

d'où 

-^=X'           ^=         2X^ 

X2  =  2R(j^+iR). 

La  roulette  lixe  est  celte  parabole  (axi;  Oy\  foyer 
en  O;  ])araniètre  égal  à  R). 

Ileinplaçons  dans  les  ibrniules  (o)  x  e\. y  par  X  et  Y; 
il  viendra 

R  R(i-X^) 

^-~X'  ''=        2X-^       ' 

^2  =  7.  R(  Y)  -h  -R  j.  (Roulette  mobile.) 

Le  niouvenient  est  donc  produit  par  une  parabole  qui 
roule  sur  une  parabole  fixe  égale.  Le  lecteur  achèvera  la 
discussion  géoiuétricpic  assez  intéressante. 
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ÉCOLE    CEXTRiLE    DES    yVRTS   ET    MAMFACriUES. 
C0\C01IIS  »E  1897  (IMIEMIÉHE  SESSIOX). 


Géométrie  analytique. 

On  donne  deux  axes  Ox  et  Oy  faisant  un  anf^le  0,  et  sur 
l'axe  des  y  un  point  P  (0P=/>)  et  un  point  B  (OH  —  b). 
Par  I*  l'on  mène  une  parallèle  à  Ox,  sur  laquelle  on  prend  des 
dislances  variables  V\i.^=d,  P  ;/=<:/',  telles  que  dd' =  k-. 
Enfin,  on  considère  une  droite  (Dj,  y=^inx^b.  Faisant 
varier  ni  : 

i"  Démontrer  que  si  le  point  de  rencontre  M  des  droites  (D) 
et  O  [JL  décrit  une  conique  (G),  Aa^^-i-  iBxy  -+-  Cy^-+-  iiD>-  =  o, 
le  point  de  rencontre  M'  des  droites  (D)  et  O  ijt,'  décrit  de 
même  une  conique. 

'2°  Chercher  la  condition  qui  lie  p.  b  et  k  pour  que  celte 
dernière  conique  se  confonde  avec  la  conique  (G),  et  démon- 
trer que,  cette  condition  étant  satisfaite,  il  y  a  toujours  une 
position  de  (D)  telle  que  la  corde  interceptée  sur  cette  droite 
par  la  conique  (G)  soit  vue  du  point  O  sous  un  angle  droit. 

3°  Los  points  P  et  B  étant  supposés  sur  une  droite  OPB 
mobile  autour  du  point  0,  chercher,  pour  des  valeurs  données 
t\c  l>  el  de  k,  le  lieu  du  point  B  tel  que,  pour  chaque  position 
de  ce  point,  les  points  M  et  M'  décrivent  la  conique  (G).  Le 
lieu  sera  rapporté  aux  axes  Ox  et  0^  donnés. 

/("  Knfin,  trouver  la  position  de  B  et  la  relation  entre  p  et  k 
telles  que  toutes  les  cordes  interceptées  par  laconique  (G)  sur 
la  droite  (  D)  mobile  soient  vues  sous  un  auf^le  droit  du  point  O. 

Kpurc.  —  Intersection  d'un  hyperboluïde  et  d'une  sphère. 

On  demande  de  détcrminei'  l'inlersection  d'un  hypcrljoioïde 
de  révolution  avec  une  sphère.  Les  deux  surfaces  sont  définies 
de  la  façon  suivante  : 

\.  L'hypcrboloïdc  a  son  axe  aoz,  lo' z  )  de  front  et  incliné 
de  iJS"  sur  le  plan  horizontal.  Son  centre  (0,0'j  (cote  iio""", 
é|i(ii;nemenl   loo""").  La  génératrice  (AB,A'B')  parallèle  à  la 


(  ':8) 

ligne  de  Icrre  (iL-finil  la  suil'ace  (coLc  de  celle  yéiiéralrice  i  lo'"'" 
éloignemenl  i3o'"'");  l'hypeiboloïdc  est  limite  à   deux  plans  V 


et  Q'  perpendiculaires  à  son  axe,  symétriquement  placés  par 
rapport  à  son  centre  et  à  une  distance  de  80'"'"  de  ce  centre. 

JI.  Le  centre  delà  sphère  (C,  G')  est  situé  sur  le  diamètre  de 
front  du  cercle  de  gorge  de  l'hyperboloïde  et  à  une  distance 
0'G'=5o"""  du  centre  (0,0')  de  cet  liypcrboloïde.  Le  rayon 
de  cette  sphère  est  d     70""". 

On  représentera  l'hyperboloïde  limité,  ainsi  qu'il  a  été  dit, 
en  enlevant  la  portion  de  la  surface  comprise  dans  la  sphère. 
On  aura  soin  d'indiquer  la  construction  rigoureuse  des  con- 
tours apparents  de  cette  surface  en  faisant  ressortir  les  parti- 
cularités de  ces  courbes. 

Cadre  de  27""  sur  45""'. 

Ligne  de  terre  parallèle  aux  petits  côtés  du  cadre  et  à  ■>4o'"'" 
du  coté  supérieur.  Projetante  00'  au  milieu  de  la  feuille  de 
l'épure. 

Calcul  trigonométi'icjue. 

Dans  le  triangle  ABC  on  donne  la  surface  S,  la  médiane  m 
relative  au  côté  BC  et  l'un  des  angles  a  que  font  entre  elles  les 
deux  autres  médianes  : 

i"  Calculer  la  longueur  a  du  côté  BC, 

S  =  853%  54,         m  =  71 5'", 63,         a  =  i2.i°;<7'35"-, 
en  se  bornant  à  la  plus  pcfile  valeur  de  cette  inconnue. 
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2"  litablir  les  formules  pour  le  calcul  tics  deux  autres  mé- 
dianes et  flonncr  les  coudilions  de  possibilité  du  prubiènic, 
ainsi  que  le  nombre  des  solutions. 


SOLUriO\S  »E  OllESTIOXS  PROPOSÉES. 


Question  41  (  '  > 

I  18i2,  p.  nofi.) 

Un  î^éoinèlre  ans^lais  vient  de  démontrer  fjue  toute  éfjiia- 
fion  du  rÙK/uiènie  dei^ré  peut  se  réctïiire  à  la  forme 


NOTE 
Par  M.  <>.-\.  Laisant,  rcdacteui'. 

La  méthode  dont  il  s'agit  est  aujourd'hui  devenue  classique, 
sous  le  nom  de  théorème  de  Jerrard.  Elle  procède  de  celle 
de  Tschirnaiis,  pour  la  disparition  de  certains  termes  d'une 
équation.  On  en  trouve  notamment  un  exposé  très  clair  dans 
la  'Jhéorie  des  équations  algébriques  de  M.  Petersen  (tra- 
duction française,  1897,  p,  83-85).  On  établit  ainsi,  pour  le  cas 
du  5"  degré,  que  l'équation  générale  peut  être  ramenée  à  la 
résolution  d'une  autre  équation  de  la  iovm.^  x'^ -\- p x -^  q  =0, 


(')  Nous  commençons  aujourd'hui  la  revision  de  certaines  ques- 
tions anciennes  qui  n'ont  pas  clé  résolues  jusqu'ici  dans  les  Nouvelles 
Annales,  cl  qu'il  convient  de  faire  disparaître  tie  la  liste  des  (jucs- 
lions  sans  solution  ;  les  unes,  comme  la  question  41,  par  exemple,  sont 
devenues  classiques;  d'autres  sont  insolubles  dans  l'état  présent  de  la 
Science,  comme  la  suivante  (question  48).  Quant  aux  problèmes 
abordables,  et  pas  encore  résolus,  nous  nous  réservons  de  les  rap- 
peler successivement,  comme  nous  avons  déjà  commencé  à  le  faire, 
en  tète  des  questions  proposées  dans  les  divers  numéros,  et  en  ayant 
soin  d'en  indiquer  l'orijtine  première.  Ce  seront  encore,  à  l'heure 
actiu'lle  et  même  après  pins  il'iiii  dcnii-siècle,  des  exercices  utiles  cl 
intéressants.  (iXote  de  la  liédardon.) 


(    '«o   ) 
qui.  par  le  changement  de  x  en  kx,  conduil  immédialemenl  à 
celle  de  l'énoncé.  Pour  arriver  à  ce  résultat,  il  n'est  besoin  que 
(le  résoudre  des  équations  du  troisième  degré. 

Question  48. 

(18V2,  p.  520.) 

Deux  nombres  consécutifs,  autres  que  8  et  g.  ne  peuvent 
être  des  puissances  exactes.  (Catalan.) 

NOTK 
Par  .M.  C.-A.  Laisant,  rédaclcur. 

Ce  théorème  a  été  souvent  réédité  depuis  i84'2;  il  fait  partie 
de  la  série  des  propositions  que  Catalan  appelait  des  théorèmes 
empiriques.  Dans  l'état  présent  de  l'avancement  de  la  Théorie 
des  nombres,  la  démonstration  semble  impossible  à  obtenir. 
Lionuet,  qui  s'intéressait  au  plus  haut  point  aux  questions 
d'Arithmologie,  m'a  même  déclaré  plusieurs  fois  qu'il  inclinait 
à  croire  la  proposition  fausse,  bien  que  personne  ne  fût  par- 
venu à  la  mettre  en  défaut  par  un  exemple  numérique.  Cette 
opinion  ne  dérivait  d'ailleurs  que  du  sentiment  et  aussi  d'un 
certain  instinct  des  probabilités,  que  Lionnet  apportait  vo- 
lontiers dans  ces  sortes  de  questions,  mais  qui  est,  on  doit 
l'avouer,  bien  trompeur  en  de  telles  matières. 

En  somme,  cette  question,  comme  le  théorème  de  Goldbach, 
comme  celui  de  Fermât  et  comme  plusieurs  autres,  doit  être 
rangée  parmi  les  desiderata  de  la  Théorie  des  nombres,  et  ce 
n'est  pas  probablement  le  xix'^  siècle  qui  en  verra  la  solution. 


Question  156. 

t  ISV7,  p.  2i3. 1 

Par  un  point  IM  d'une  conique  on  mène  les  cordes  MX. 
MB,  JMG,  ...  ;  par  /es points  A,  B,  C,  . . . ,  o/i  mène  des  droites 
respectivement  cojijui^^uées  aux  droites  MA,  MB,  IMC,  .  . .  ; 
toutes  ces  droites  concoui-ent  en  un  même  point  situé  sur 
la  conique.  (  I'aii,  Shruf.t.  ) 


(   '8«   ) 


NOTIC 
l'iir  .M.  C.-\.  Laisant,  lédacteiir. 

La  propriété  est  évidente  pour  la  circonférence  et  s'étend 
par  projection  à  toutes  les  coniques.  L'extrême  simplicité 
d'une  telle  question  semble  seule  expliquer  qu'aucune  solution 
n'ait  été  publiée.  Directement,  on   voit  aussi   que  les  droites 

conjuguées,  cordes  supplémentaires  de  MA,  MB concourent 

au  point  M'  diamétralement  opposé  à  M. 


Question  176. 

'  18'.«,  p.  i'..! 

h'fanl  donnée  la  base  d'un  triangle  curviligne  formé  par 
trois  arcs  d'hyperboles  équilatères  ayant  le  même  centre, 
le  lieu  du  sommet,  lorsque  V angle  fait  par  les  deux  côtés 
est  constant,  sera  une  ellipse  de  Cassini.         (  STniCBOH.  ) 

soi.i  rio.x 
!';ir  M.  ('..-A.  Laisant.  rérlacleiir. 

On  sait  et  l'on  vérifie  immédiatement  que  si  OD  =f(t)  est 
réquipollencc  d'une  droite,  OH  =  \/0D  est  l'équipollence  d'une 
hvpcrbole  équilatère,  dont  le   centre  est  l'origine  ;   et  que  si 

OC  =  '•'(t)  est  l'équipollence  d'une  circonférence,  OE  =  y/OG 
est  celle  d'une  ellipse  de  Cassini.  Ceci  posé,  soient  P,  Q  les 
extrémités  de  la  base  du  triangle  curviligne,  R  le  sommet  va- 
riable. Prenant  le  point  O,  centre  des  liyperboles,  pour  ori- 
gine, effectuons  sur  la  figure  la  transformation  représentée  par 

OM'  =  OM  .  Les  arcs  d'hyperboles  PR,  QR  se  transforment 
en  deux  droites  P'R',  Q'K';  et  comme  la  transformation  est 
isogonale,  l'angle  en  R'  est  égal  à  l'angle  en  R,  c'est-à-dire 
constant.  Le  lieu  de  IV  est  donc  une  circonférence,  et,  en  effec- 
tuant la  transformation  inverse  OR  =  v'0'^^  nous  aurons  pour 
lien  (le  R'  une  ellipse  de  Cassini. 

/{eniarc/ur.  —  Ce  mode   de  démonstration  p<i met    d'i'tablii 
-iiui.  itf   Mdtliéninl.,  .'{•  série,  l.  \\\.  (\\ril   i.S()8.)  12 
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une  foule  de  propositions,  corrélatives  de  celles  qui  ont  trait 
à  la  ligne  droite.  Par  exemple  : 

i"  Dans  le  triangle  curviligne  de  l'énoncé,  la  somme  des 
trois  angles  est  de  deux  droits  ; 

2"  Toute  trajectoire  orthogonale  d'arcs  d'hyperboles  équi- 
latéres  issus  d'un  même  point  et  ayant  un  centre  commun 
est  une  ellipse  de  Cassini. 

Question  187. 

I  18i8,  p.  2.Î0;  1898,  99.1 

Deux  côtés  d'un  angle  droit  touchent  deux  coniques  con- 
focales  situées  dans  le  même  plan;  le  lieu  du  sommet  est 
un  cercle;  la  droite  qui  réunit  les  deux  points  de  contact 
a  pour  enveloppe  une  conique.  (Chasles.) 

SOLUTION 
Par  M.  DoxoN,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Carnot. 

I.  Supposons  les  deux  coniques  rapportées  à  leurs  axes; 
nous  pouvons  prendre  leurs  équations  sous  la  forme 

x-  y- 

a  -1-  À         p  -f-  A 

Une  tangente  à  la  conique  (i)  de  coefficient  angulaire  m  a 
pour  équation 

( 3 )  y  =  m X  -\-  ^oLm"^ -\-  '^\ 

une  tangente  à  laconique  (2)  perpendiculaire  à  la  précédente 
a  pour  équation 

(  4  ^  m  y  =  —  X  -^  \/a  -+-  f>  ni^  -f-  À  (  i  -H  m'^  ). 

De  sorte  qu'un  point  du  lieu  est  défini  par  les  équations  (3) 
et  (4)-  Pour  faire  l'élimination  de  m  entre  ces  deux  équations 
écrivons-les 


r  =  \/'xm^-^-  p, 


y  -\-  X  =  \/ OL  -t-  '^  m-  -f-  À  ( I  -t-  m-  ) , 


(  '«■■^^  ) 

puis  faisons  la  somme  des  carrés,  ce  qui  donne 

(x^-^y^-)(i  -t-  /??2)  — (a  -i-  p  -I-  X)(i  -i-  //j2). 

Supprimons  le  facteur  i  -+-  m^  qui  correspond  évidemment 
aux  droites  isotropes  issues  des  foyers  communs;  il  reste  alors 
le  lieu  demandé 

X- -^  y-  =  oi  -T-  '^  -i-  1  : 

c'est  donc  une  circonférence  concentrique  aux.  ellipses  données. 

Solution  géométrique.  —  Soient  S  et  S'  les  deux  coniques, 
M  un  point  du  lieu.  Considérons  une  tangente  HL  à  S  paral- 

FIk.  I. 


léle  à  BM.  Montrons  d'abord  que  si  l'on  mène  011'  perpendi- 
culaire sur  BM,  on  a 

011'^— 011^  =^  X. 

l'uur  cela,    menons    FI'   perpendiculaire    sur    BM.    Dans    le 
triangle  rectangle  OIIT  on  a 

0112  =  oi'2_  W'Mi  ^^_^\_  ii'i'2; 
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le  triangle  OHI  donne,  de  même. 

0H2=  012— HP  =  a_nf2: 

en  retranchant  membre   à  membre  et   en  tenant  compte  de  ce 
que  HT  =  Hi,  on  obtient 

OH'2-  0H2  =  >.. 

Ceci  posé,   cherchons  à  évaluer  OAî.   On  a.  dans  le  triangle 
rectangle  OMH'. 

O^V-  =  OH'2—  MH'2  =  OH'2^  LH2. 

Mai?  le  triangle  OHL  donne 

LH2  -OU—OH^=y.--^  —  0H2  ; 

on  eu  déduit 

0M2  =  OH'2—  0H2+  oc  -r-  8  ^  a  -f-  ^  —  À. 

Donc  le  lieu  du  point  .M  est  une  circonférence  dont  le  carré 
du  rayon  est  égal  à  a  ^-  !3  ^  X. 

II.  Cherchons  l'enveloppe  de  la  droite  AB.  Soit 

it  .r  -:-  (' r  -f-  (r  —  o 

l'équation  de  la  droite  AB.  Soient  P  le  pôle  de  AB  par  rapport 

Fis.    3. 
2/ 


à  la  conique  S  et  Q  le  pôle  de  AB  par  rapport  à  la  conique  S'.  Si 
AB  est  l'une  de?  droites  dont  on  cherche  l'enveloppe,  l'une  des 


(  ««5  ) 
langenles  menée?  de  F  à  la  conique  S  doit  être  perpendiculairo 
à  l'une  des  tangentes  menées  de  Q  à  la  conique  S'.  Si  donc  on 
forme  d'une  part  l'équation  aux  coefficients  angulaires  des 
tangentes  menées  de  P  à  la  conique  S,  d'autre  part  l'équation 
aux  coefficients  angulaires  des  perpendiculaires  aux  tangentes 
menées  de  Q  à  la  conique  S',  ces  deux  équations  devront  avoir 
une  solution  commune. 

I»            —  *"  —  ?''      1         l'- 
Or les  coordonnées  du  point  1*  sont »  donc  1  e- 

quation  aux  coefficients  angulaires  des  tangentes  menées  de  P 
à  la  conique  S  est 

—  3  f  a  a  \  -  „ 

iV  (V  / 

(  5  )         a  m2  (  a  a2  —  tv2  )  —  •>  a[3  uvni  -+-  ^  (  ^  p"^  —  w^  )  —  o. 

L'équation  aux  coefficients  angulaires  des  droites  QB,  QB' 
sera  de  même,  en  posant  a'  =  a  -h  X,  p'  =  p  +  X, 

a'm^i-x'ir-—  (1-2  )— 2st'p'f«-m  -I-  P'(P'p2_  w^)=  o. 

Donc  l'équation  aux  coefficients  angulaires  des  perpendicu- 
laires à  ces  droites  sera 

(6)      3'm2(J5'i'-—  w'^)-i-  i'j."<^'  uvm  -h  a\a'?i'-_  iv'-)  =  o. 

Nous  aurons  donc  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  en  éli- 
minant m  entre  les  équations  (5)  et  (6). 

Éliminons  le  terme  en  m  entre  les  équations  (5  )  et  (6);  pour 
cela  multiplions  la  première  équation  par  a'^',  la  deuxième 
par  a3  et  ajoutons  membre  à  membre.  On  obtient 

+  a'Plaa'«2^-  pp'(;2_  ^^«(a  ^  P')]  =  o, 

mais  on  a  a'-i-  3  =  a  -»-  P' =  a  -H  ^  -1-  >.  ;  donc  l'équation  précé- 
dente nous  donne 

oLoc' U--T-  pp't'-  — (a  -i-  p  -I-  X)iv'2=  o; 

c'est  l'équation  cherchée.  Elle  représente  une  conique  rap- 
portée à  ses  axes.  Si  l'on  fait  la  différence  des  carrés  des 
longueurs  des  derniers  axes,  on  trouve,  en  posant  a —  p  =  c^, 

x(a  -H  X;—  p(p  -r-  X)  _  c-(a  h-  Pjh-  kc^  _    ,^_ 


p  -^  X  a  H-  p 
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donc  la  conique  trouvée  est  une  conique  homofocale  aux  deux 
coniques  données. 

Autres  solutions  de  MM.  Audibert  et  E.-N.  Barisien. 

M.  E.  Bally  nous  fait  remarquer  qu'il  a  résolu  et  généralisé  la 
question  dans  un  article  :  Notes  de  Géométrie  relatives  à  un  théo- 
rème de  Chasles,  publié  dans  le  Journal  de  Mathématiques  spé- 
ciales (mai  11^97). 

Question  199. 

(1849,  p.  44.1 

E\Y>liq\iei' clairement  ce  qu'il  faut  entendre  par  tétraèdres 
semblablement  situés  dans  la  théorie  des  polyèdres  sem- 
blables. 

NOTE 

Par  M.  C.-A.  Laisant,  rédacteur. 

Sans  vouloir  pénétrer  le  fond  de  la  pensée  de  l'auteur  de  la 
question,  à  près  de  cinquante  années  de  distance,  il  nous  pa- 
raît tout  simple  de  répondre  à  son  désir.  Si  deux  polyèdres 
(P),  (P')  sont  semblables  et  ont  pour  rapport  de  similitude  a, 
il  suffit  de  transformer  (P)  en  prenant  un  centre  d'homothétie 
quelconque,  et  le  rapport  d'homothétie  a,  pour  obtenir  un  po- 
lyèdre (Pi)  superposable  à  (P').  Si,  dans  ces  deux  derniers 
polyèdres,  (Ti)  et  (T')  sont  deux  tétraèdres  correspondants, 
c'est-à-dire  superposables  lorsque  (Pi)  se  superpose  à  (P'),  et 
si  en  effectuant  la  transformation  homothétique  inverse  (T) 
est  le  tétraèdre  transformé  de  (Ti),  alors  (T)  et  (T')  seront 
deux  tétraèdres  homologues,  et  semblablement  situés  par  rap- 
port aux  tétraèdres  voisins. 

La  difficulté  est  plus  grande  peut-être  dans  le  plan,  parce 
que  l'on  confond  à  tort  en  général  deux  modes  de  similitude 
différents  :  dans  la  similitude  directe,  si  le  rapport  de  simili- 
tude devient  égal  à  l'unité,  la  superposition  des  figures  est 
possible,  par  simple  glissement  dans  le  plan  :  dans  la  simi- 
litude symétrique,  la  superposition  ne  peut  s'effectuer  c^ue par 
un  retournement  de  la  figure,  c'est-à-dire  en  sortant  du  plan. 

Comme  dans  l'espace  ce  retournement  est  impossible,  on  ne 
dit  pas  que  deux  polyèdres  sont  égaux  quand  par  une  transla- 
tion ils  peuvent  être  rendus  symétriques;  ni  qu'ils  sont  sem- 
blables lorsque,  par  une  transformation  homothétique  et  une 
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translation,  ils  peuvent  aussi  être  rendus  symétriques.  C'est 
peut-être  un  tort  ;  la  distinction  de  l'égalité  directe  et  de  l'éga- 
lité symétrique,  de  la  similitude  directe  et  de  la  similitude  sy- 
métrique serait  de  nature  à  éclaircir  beaucoup  le  langage  et 
les  idées. 

Question  243. 

18Ô1,  p.  :;.M. 
Soit  l'équation 

(X  —  ax){x  —  fi!t){-r  —  aô){^  —  «8)(^  —  a<i). .  .(x  —  a^,,) 
—  b"'{x  —  a2){x  —  ai){x  —  ai){x  —  a-,). .  .{x  —  «i«-i)  =  o; 

les  indices  augmentent  successivement  d'une  unité  et  de 
trois  unités;  les  différences  ai  —  ao,  <^2 — «s?  •  •  •>  «4«-i —  ci:,n 
sont  positives;  b  est  un  nombre  positif;  m  eut  un  nombre 
entier  positif  ;  les  in  racines  sont  réelles  et  comprises  entre 
rti  et  ai,  «3  et  «4,  .  . .,  a^^n-i  et  a^n.  (  Richelot.) 

SOLUTION 
Par  M.  C.-A.  Laisant,  rédacteur. 

Les  lettres  a  comprises  dans  les  deux  termes  sont  respeclive- 
m  e  n  t 

«I  «i«;  «8  «9        •••        «4/1-4  «4  «-3  «4« 

«2  «3  «6  «7  •••  «4«-2«4«-l 

En  substituant  à  a;  la  valeur  ai,p  le  premier  terme  s'annule; 
le  deuxième  contient  un  nombre  pair  de  facteurs  négatifs; 
donc  f{a!^p)~;>  o,  en  appelanty(.r)  le  premier  membre  de  l'é- 
quation. 

En  substituant  a,,,^i,  les  mêmes  faits  se  produisent; 

/(«4/;+l)>  O. 

En  substituant  «4^4-2,  le  nombre  des  facteurs  négatifs  du 
premier  terme  est  impair;  le  deuxième  est  nul;  donc 

/(«4,;-h2)<0. 

En  substituant  «./(^s-  les  mêmes  faits  se  produisent; 

/'(«4/M3X  o. 
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Enfin  y"(a4/,+4  )  a  le  même  signe  que  «.-,/,,  ou 

La  proposition  est  donc  établie.  On  anrait  })u  rL'uiplaccr  b"^ 
par  un  nombre  jiositif  quelconque.  Il  semble  que  l'énoncé  ait 
été  compliqué  comme  à  plaisir. 

Question  341. 

(  18",6,   p.   3:>3.  ) 

Soient  AB,  A'B',  A"B",  .  .  .  un  système  de  forces  en  équi- 
libre dans  un  plan.  A,  A',  A",  . .  .  sont  les  points  d'applica- 
tion; AB,  A'B',  .  .  .  représentent  les  intensités  et  les  direc- 
tions des  forces;  par  un  point  quelconque  IM  du  plan, 
soient  menées  aux  droites  AB,  A'B',  A"B",  ...  des  droites 
ME,  ME',  iAlE",  .  . .  sous  un  angle  constant  a;  de  telle  sorte 
qu'en  faisant  tourner  une  de  ces  droites  ME'  autour  de  M 
jusqu'à  ce  qu'elle  coïncide  avec  ME,  alors  K'  W  devienne 
parallèle  à  AB,  ...  ;  la  somme  des  produits 

AB.EA  -\-  A'B'.  E'A'+  A"B".E"A"-+- .  . . 

est  constante  quelles  que  soient  la  position  du  point  M  et 
la  grandeur  de  l'angle  a,  et  selon  que  cette  somme  est 
positive,  nulle  ou  négative,  l'équilibre  est  stable,  perma- 
nent ou  instable.  (MoBlL'S). 

SOLOTIOX 
Par  M.  C.-A.  Laisant,  rédacteur. 

Rappelons  d'abord  qu'un  système  de  forces  quelconques 
dans  un  plan  étant  donné,  il  existe  sur  ce  plan  un  centre  G 
des  forces,  et  qui  est  tel  que  si  toutes  les  forces  tournent 
d'un  même  angle  dans  le  même  sens  autour  de  leurs  points 
Inapplication,  la  résultante,  appliquée  en  G,  tourne  dans  le 
même  sens  et  du  même  angle  autour  de  G.  D'après  cela, 
si  un  système  de  forces  est  en  équilibre,  et  si  on  les  divise 
en  deux  groupes,  chacun  d'eux  ayant  pour  centre  Gi,  G2 
respectivement,  le  système  se  réduira  à  deux  forces  égales 
et  opposées  Rj,  R-i  appliquées  en  Gj,  G2.  Suivant  que  ces 
forces,   si   l'on   considère   G]  Go  comme   une   barre   rigide   len- 
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(Iroul  à  ruUongei-,  uu  à  la  comprimer,  l'équilibre  seia  stable 
ou  inslable.  Cela  icvieiit  à  diie  que.  bi  l'un  fait  tourner  les 
forces  d'un  angle  droit  dans  le  sens  positif,  le  couple  ainsi  ob- 
tenu sera  positif  ou  ncsalif  suivant  que  l'équilibre  sera  stable 
ou  instable.  S'il  était  permantMit,  les  deu\  points  Gi,  G2  coïn- 
cideraient. 

Ola    posé,    revenons    à    l'énoncé,    et   considérons   une   des 
forces  AB;  «oient    ME   la   droite   qui   fait  avec  elle  l'angle  a, 


MU  — /i  la  perpendiculaire  abaissée  de  ^I  sur  AB,  et  posons 
HA  =  a.  On  a 

EA  =  HA  —  HE  =  a  — /i  cota,       EA,AB  =(a  —  A  cota) AB. 

Or  A.AB  =  2(MAB),  «.AB  =  2OAB1,  ABj  étant  la  nouvelle 
position  de  AB  après  une  rotation  positive  d'un  angle  droit 
autour  de  A.  Il  est  facile  de  reconnaître  que  ces  relations  sont 
\  raies  en  grandeurs  et  en  signes. 

La  somme  chercliée  !:^(EA.AB)  est  donc 

•.>S(MABi)— 2cotaX(MAB)=  2S(.MAB,  ), 

car  2l;(;\IAB;=  o,  le  système  AB,  A'B'.  .  ..  étant  en  équilibre 
par  liypothèse. 

Groupons  maintenant  nos  forces  en  prenant  AB  d'une  part, 
et  le  système  A'B',  A"B",  , . .  de  l'autre.  Le  premier  centre  Gi 
sera  A,   et  l'autre  G2  sera  donné  par  l'équipoUence 

MG.,(  cj  A'B'—  rj  A"B"  +  ...  ;  =  MA'.cj  A'B'-i-  MA".cj  A"B''-t-..., 

quel  que  soit  le  point  M.  Il  suit  de  là  que,  le  système  se  ré- 
duisant à  AB  appliquée  en  A  et  à  — AB  appliquée  en  Go,  le 
rou|)lr  ré*ullaiil   il'unr  rntiitioii   de   ces  deux  forces  d'un  angle 
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droit  dans  le  sens  positif  aura  pour  expression 

2MAB1-+- 2(MA'B'i -+- MA"B'( -4-. . .), 

c'est-à-dire  précisément  S(EA.AB).  Si  l'on  tient  compte  des 
remarques  préalables  qui  précèdent,  la  proposition  est  donc 
complètement  établie. 

Question  83i. 

11857,  p.   47'J.) 

Soient  a,  ^,  y,  0,  t  cinq  quantités  quelconques. 
Posons 

B  =  (a  -  y)2  (  0  —  £)2  H-  (a  -  5)2  (t  —  s  )--^  +  (a  —  £)2  (y  —  0  )2 , 
G  =  (  a  -  p)2  (3  -  sr  -  (  a  -  8  )2  (  [i  -  e)-^  -f-  (  a  -  £)M  ?  -  o)^ 
D=(a-^)2(y_ç)2  +  (oc_Y)2(^_s)-2^-(a-£)M13-Y)-, 
E  =(a-P)2(Y--8)2  +  fa-Y)2(ri_.:)-z^_,a-o)2(p-YP; 

n  =(a-P)Ma-Y)Ma-S)M«-^)M?-T)=' 
x(P-Ô)M?-sjMY-^)-(Y-O-(3-0- 


P  = 


2(a-?)i(Y-2)HY--OM3-0- 


Démontrer  la  relation  suivante 

ABGDE  — ■2P2=24n. 

(MlCHAEL  ROBERTS). 

SOLUTION 
Par  M.  P.  Sondât. 

Si  l'on  pose  A  =  ABGDE  —  2P2,  il  s'agit  d'établir  l'identité 

(1)  A==24n. 

En  supposant  a  =  j3,  on  a 

B  =  A, 

G  =  2     (a  —  3)2  (a  —  e)-. 

0  =  2     (a-Y)-Ma-£)2, 

E  =  .,     (a-Y)'Ha-o)2, 

P  =  2  A  (  a  —  Y  )-  (  a  —  0  /2  (  a  —  c)2. 
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Donc  A  =  o,  ou  A  est  divisible  par  a — j3  et  de  plus  par 
(a  —  3)2,  car  cette  difTérence  n'entre  dans  A  que  par  ses 
puissances  paires.  Gomme  d'ailleurs  les  carrés  des  dix  diffé- 
rences sont  symétriques  dans  A,  cette  fonction  est  divisible  par 
chacun  de  ces  carrés. 

Cela  posé,  si  deux  quelconques  des  quantités  a,  J3,  y,  o,  t  sont 
égales,  l'identité  (i)  aura  lieu  puisque  alors  A  et  11  sont  nuls, 
et  il  reste  à  prouver  qu'elle  subsiste  quand  ces  quantités  sont 
toutes  différentes. 

Va\  effet,  on  a 

(•2)  A=(a-;î)2A,. 

Al  étant  une  nouvelle  fonction  des  mêmes  différences,  n'y  figu- 
rant que  par  leurs  puissances  paires. 
Si  dans  (a)  on  fait  p  =  y  on  aura 

o=(a-Y)A,, 

ou  A',  —  o,  car  a  7^  y-  Donc  Ai  est  divisible  par  3  —  v.  et  par 
suite  par  (3  —  y)'-  ou 

Ai=(^-Y)2A,, 

et,  en  remplaçant  dans  (2), 

(3)  A=(a-?)2(P--;r-A,. 

En  continuant  de  même,  on  trouvera  finaloment 

A  =  n  X  X, 

X  étant  numérique,  car  A  et  FT  sont  du  même  degré.  Le  nombre  X 
s'obtiendra  d'ailleurs  en  faisant,  par  exemple,  a  =  4,  P  ^  3, 
Y  =  2,  0  =  I,  £  =  o,  ce  qui  donne  X  =  ■.>.4,  et  l'identité  (i)  est 
justifiée. 

Remarque.  —  Si  a.  ^,  y»  o,  t  sont  les  racines  de  l'équation 

ax'^  —  5bx'*-\-\ocx^  —  10 dx-  -{-  Jex  —  f  =  o, 

chacune  des  conditions  A  =  o,  II  =  o  exprime  que  cette  équa- 
tion a  une  racine  double.  Il  est  probable  que  la  première, 
A  =  o,  est  une  forme  déguisée  de  celle  que  j'ai  proposée  dans 
les  Nouvelles  Annales  (question  1782). 
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Question  1780. 

(18S7,  p.    .^88.) 

On  projette  ortkogonalement  un  parallélogramme  sui- 
iant  un  carré.  Trouver  la  diagonale  du  carré  en  fonction 
des  côtés  du  parallélogramme  et  de  l'angle  compris. 

(W.-J.  Greenstkeet.) 

SOLUTION 
Par  M.    DULIMBERT. 

Soient  OA  =  a,  OB  =  b  les  deux  côtés  du  parallélogramme, 
6  l'angle  compris   AOB.  Je  fais  passer  le    plan  de    projection 


par  le  sommet  O.  Soient  A  a  =  a,  B6  —  p  les  projetantes  des 
sommets  A  et  B. 

Soit  x  =  0a:=0b\e  côté  du  carré;  la  diagonale  cherchée 
est  X  y/2 . 

La  figure  donne  immédiatement 

a-  =  a:2-4-  a-, 

2  2 

AB    =  a2-t- 62— 2a6  cos6  =  «6    -\- {x  —  j3)2=  2.r2-+- (a— P)'. 
Entre  ces  trois  équations,  j'élimine  a  et  [j.  Il  vient 

a"^  -^  b^  —  lab  cos  ^  =^  ix--^-  a^  —  x"^ 

-^  b~—  X-—  %  \/{a-^  —  x-){b^—  x^) 
ou 

a^t^cos^ô  =  (372—  a2)(^2_  62) 

et  en  ordonnant 

x'<  —  {a''-~\-  b^)x--\-  a2  62sin2  6  =  o. 
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On  voit  par  substilulion  que  réquation  en  x^  a  deux  racines 
[lositives,  l'une  inférieure  à  la  plus  petite  des  deu\  quantités 
<i-  et  ^2,  l'autre  supérieure  à  la  plus  grande.  La  première  con- 
vient seule  à  la  question.  Le  double  de  cette  racine,  égal  au 
carré  de  la  diagonale  cherchée,  a  pour  ex[»ression 


La  diagonale  a  donc  pour  valcui' 

\/« 2  ^  l/i—  y/(  aT4:  6^2l_'  4  aJ^bi  sï n 2  (j 
ou 

v/a^  -i-  b-  H-  9. ab  >in  0  —  \/a^ -~  b-  —  -xab  sin  0  . 

On  déduit  de  là  la  valeur  de  l'angle  o  que  fait  le  plan  du 
parallélogramme  avec  le  plan  de  projection.  En  efTet,  la  sur- 
face du  parallélogramme  est 

<7/>sin  0  ; 
(•elle  du  carré  est 

a^  -i-  b'^  —  \/{  a-  -+-  b-  f-  —  j  a^b-  «in-  Ô 

7. 

Donc,  on  a 

r/î  -4-6-  —  vA  n^  -H  6^  )-  —  4  «2  62  si  n  ^  0 
COS'v  =  ,     ■     I, 

Il  est  facile  de  vérifier  que  cette  valeur  est  toujours  infé- 
rieure à  I . 

Question  1781. 

(1897,  p.  388  et  43fi.) 

Énoncé  rectifié.  —  Soient  donnés  trois  nombres  positifs 
j\  y,  -3,  tels  que  x  -\- y  -+-  z  =  i.  On  a  les  inégalités 


x^--^y 


y- 

-(- 

-2 

-. 

5 

1 

— 

I 

> 

Mryz 

(,lori(.r.  F.   d'Avili,!-:/.. 
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SOLUTION 

Par  Un  abonné. 
i"       x"- -^  y- -^  z''- =  -{'s^x -\-y  ^  zY--\-(x — yY-^{y  —  J)--+-(x;  —  .r)^] 
=  \b-^{r—yy--\-{y-zy-^(z-xy-]l^^  >  yj;; 

/  '         '  '  \        '         I         I 

2"   (  .r  H-  )•'  —  x;  )     -  H H  -      =  -  H ^-  - 

\x       y        z  /        X       y        z 

_  (x  —  v)-    ^    (y—z)-    ,    (z  —  x)-^ 

xy       "^       yz  zx       ~  " 

xyz  S  — j  le  maximum  de  xyz  correspondant  a  x  =y  =  z  =  -' 

i         I         I 

_  _1 ^  - 

Donc ^^ ^  -y.'x^  >  48. 

xyz 

Plus   généralement,  si   la    somme   des  nombres  positifs  x^, 

^r,,  . ..,  Xn  est  /l, 

V     =.  >  ^'"  V    '    >  "■  '  //'-X" 


a7ia".2 .  .  .  x,i. 


QLESTIOAS. 


3o9.  (1857,  p.  58)  (1).  —  Une  surface  de  révolution  étant 
engendrée  par  la  révolution  d'une  conique  autour  d'un  axe 
principal,  tout  plan  mené  par  un  foyer  O  de  la  conique  coupe 
la  surface  suivant  une  conique  qui  a  le  même  point  O  pour 
foyer. 

360.  (1857,  p.  58).  —A,  B,  C,  D,  E  étant  cinq  points  situés 


(')  La  question  359  a  été  résolue  (1857,  p.  176).  On  en  reproduit 
ici  l'énoncé  parce  qu'il  est  nécessaire  pour  TintpHigenre  tle  la  ques- 
tion 360 
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sur  celte  surface  de  lévululion,  on  a  la  relation 

OA.BC.DE-f-OB.CD.EA  +  OC.DE.AB 

+  OD.EA.BG-i-OE.AB.GD  =  o. 

(MuBIlS). 

383.  (1857,  p.  182).  —  Soient  donnes  dans  un  même  plan  : 

1°  une  courbe  algébrique  par  une  équation  de  degré  n:   2"  un 

triangle    dont   les   côtés    sont  donnés   par  les   trois   équations 

linéaires 

p  =1  o,  q  =  o,  r  =  o; 

d'un  point  quelconque  I\I  pris  sur  la  courbe,  abaissons  sur  les 

côtés  du   triangle  p,  rj,  r  respectivement  les   per|)endiculaires 

I',   Q,   H;    construisons    une   seconde    courbe   dont   les   points 

|>     Q 
aient  pour  coordonnées  tt  '  tj  î  démontrer:   1"  que  la  seconde 

courbe  est  aussi  de  degré  n\  •:>°  que  l'équation  de  l'enveloppe 
de  la  droite  qui  joint  deux  points  correspondants  M,  m  des 
deux  courbes  est  de  degré  m. 


'j  1791.   Dans  un  quadrangle  quelconque  ABCD,  soient  : 

a  le  cercle  passant  par  les   projections  de  A  sur  les  côtés  du 

triangle  BCD; 
p  le   cercle  passant    par   les   projections   de    B    sur   les   côtés 

de  GDA  ; 
Y  le    cercle    passant   par    les   projections  de    G   sur   les  côtés 

de  DAB; 
0  le   cercle  passant    par   les    projections  de    D    sur   les  côtés 

de  ABG. 

Démontrer  que  les  cercles  a,  p,  y»  0  passent  par  le  même 
point,  qui  est  le  point  commun  aux  cercles  d'Iîluler  des 
triangles  BGD,  GDA,  DAB,  ABG.  (G.  Gallucci.) 

1792.  Démontrer  la  formule 

^-•)^C^,_,  =  .-G',-G^,-GJ^,^-...^-(-i)^C^,, 

où  G^„  désigne  le  nombre  des  combinaisons  simples  de  m  let- 
tres k  à  A-.  (A.  Gazamian.) 

1793.  Si  S,  désicnc  un  carré  ou  une  somme  de  carrés,  tous 
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tlifl'érents    entre    eu\.    tout    iionil)re    entier    est    de    la    forme 
Si-T-  p{p  =  o,  I,  2,  4  ).  (  E.  Lemoine.) 

1794.  S3  représentant  un  cube  ou  une  somme  de  cubes  tous 
différents  et />i  l'un  des  nombres  o,  i,  2,  3,  4^  5,  0,  8,  9,  10, 
II,  12,  i3,  14,  i5,  16,  17,  27,  28,  29,  3o,  3i,  32,  33,  tout  nombre 
entier  est  de  la  forme  Ss-i-/?!,  au  moins  pour  une  valeur 
de  /?i.  (E.  Lemoine.  ) 

1793.  Parmi  les  triangles  qui  ont  pour  côtés  trois  entiers 
consécutifs,  il  n'en  est  qu'un  seul  dans  lequel  le  rapport  de 
deux  angles  soit  un  entier:  c'est  le  triangle  qui  a  pour  côté  4, 
5,  6;  dans  ce  triangle,  un  angle  est  double  de  l'autre. 

(  Weiix.  ) 

1796.  Lorsqu'un  polygone  convexe  se  déplace  en  restant 
inscrit  et  circonscrit  à  deux  cercles  fixes,  la  somme  des  cosi- 
nus de  ses  angles  reste  constante;  calculer  cette  constante. 

(Weill.) 


EUHATA. 


1897,  page  679  (Tables),  ligne  i.î  en  remontant,  au  lieu  de  t7'25, 
1737,  lisez  1725,  1726. 

1897,  page  679  (Tables),  ligne  l'i  en  remontant,  au  lieu  de  17GS, 
lisez  1728. 


NOTE  RELATIVE  ALX  QUESTIONS  Mm  RÉSOLUES. 


La  liste  que  nous  avons  publiée  (1897,  p.  58o)  présente  quelques 
erreurs,  ainsi  que  nous  l'avions  prévu.  Nous  signalerons  en  particu- 
lier la  question  625,  comme  devant  être  effacée;  elle  a  été  résolue 
(1864,  p.  265);  par  contre,  la  question  1433  doit  être  ajoutée  à  la 
liste  dont  il  s'agit.  Nous  remercions  particulièrement,  à  ce  sujet, 
M.  HiLAiRE  et  M.  H.  Lez.  Grâce  aux  très  précieuses  indications  de  ce 
dernier,  nous  espérons  pouvoir  arriver,  à  la  fin  de  cette  année,  à 
donner  un  relevé  tout  à  fait  exact. 
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DEUXIÈME  COXCOIRS  DES  «  i\OllVELLES  A^MLES  >• 
POIIU  1898. 


Sujet. 


I.  On  dit  que  six  points  d'une  conique  for- 
ment trois  couples  en  imolution(ou  sont  en  im^o- 
lution)  quand  Les  trois  droites  joignant  les  points 
de  chaque  couple  sont  concourantes. 

Etablir  que  six  points  d'une  conique  peuvent 
être  en  involution  de  i ,  2.,  3,  l^  ou  6  manières 
différentes  et  définir  géométriquement,  dans 
chaque  cas,  les  positions  correspondantes  des  six 
points. 

II.  On  nomme  tétraédroïde  la  transformée  ho- 
mographique  générale  de  la  surface  de  l'onde; 
en  coordonnées  homogènes,  une  telle  surface  est 
définie  paramétriquement  par  les  relations 


(0 


a'w,  ^,//,  'JoW,  -^.^u  étant  les  fonctions  classiques 
de  W eier strass  formées  avec  les  périodes  20),, 

Ann.  de  Mathémat.,  3"  série,  t.  XVII.  (Mai  189S.)  i3 


X 

t  ~ 

3'i« 

0*1  V 

j  II 

7  ~ 

l'a" 
j  a 

^3V 

{  »98) 
20)2,  2W3;  a'c,  a',  r,  s'^r,  o'.jcC)  étant  les  fonc- 
tions analogues  formées  avec  les  périodes  2C3,, 
2GT2,  2033. 

Vérifier  que  la  surface  (i)  rt  .st'/^c  points 
doubles,  situés  six  à  six  dans  seize  plans  (jjlans 
singuliers)',  que  par  un  point  double  passent  six 
plans  singuliers  ;  que  les  six  points  doubles,  P^, 
situés  dans  un  même  plan  singulier  sont  en  in- 
volution  ;  que  les  seize  points  doubles  sont  quatre 
par  quatre  sur  les  faces  d'un  tétraèdre  et  que  les 
seize  plans  singuliers  passent  quatre  par  quatre 
par  les  sommets  du  même  tétraèdre. 

in.  Montrer  que  les  périodes  (ou  les  modules) 
des  fonctions  elliptiques  peuvent  être  choisies  de 
telle  sorte  que  les  six  points  doubles  P,  (situés 
dans  un  même  plan  singulier)  soient  en  involu- 
tion  de  deux  manières  différentes.  Vérifier  que 
la  .surface  (i)  est  alors  deux  fois  tétraédroïde, 
c' est-à-dire  que  les  seize  points  doubles  sont, 
quatre  par  quatre,  sur  les  faces  d'un  nouveau 
tétraèdre.  Equation  correspondante  de  la  sur- 
face. 

IV.  Montrer  que  les  six  points  doubles  Y* i peu- 
vent être  en  involution  de  trois  manières  diffé- 
rentes ;  vérifier  ciiie  la  surface  (i)  est  alors  trois 


(  ')  On  désignei-a  par  C;,  e.,,  63 les  valeurs  de  pw,,  35 w,,  pu,,  yiii  étanl 
la  fonction  classique  aux  périodes  aw,,  îoj.^,  sw,;  par  s,,  z.,,  s,  les 
valeurs  de  prap  pcr,,  j)ra,,  p  f  élan!  la  fnnclion  analugiio  aux  pi'- 
riodcs  Jr»,,  ^>o.,.  'îcJj. 
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foh  léli-aédio'ùlr.  Kludicr  1rs  positions  j-/'/afi\rs 
des  trois  ti'ti'dèdrcs  corrcspoiidaiits. 

Former  la  relation  qui  existe  en  ce  cas  en l ri- 
tes modules  des  fonctions  (dliptifjiies  introduites 

(  o//  prendra  pour  modules  ~ — -  et  - — -  )>  ?.v'/7- 

Jie/'  qu'elle  coïncide  cuec  V équation  modulaire 
pour  /^  -^  3.  Conséquence  pour  les  p('/-iodes. 
Equation  coi'respondante  de  la  surface. 

V.  Mo/itrer  que  les  six  points  doubles  Vj  peu- 
vent être  en  involution  de  ciuatre  manières  dif- 
férentes et  que  la.  surface  est  alors  quatre  fois 
tétraèdroïde.  Déterminer  en  ce  cas  les  périodes 
et  les  modules  des  fonctions  elliptiques.  Equa- 
tion de  la  surface  ;  étudier  les  positions  relati\-es 
des  seize  points  doubles. 

\\.  Montrer  que  les  six  points  V i  peuvent  être 
en  i/nolution  de  six  manières  différentes  et  que 
la  surface  est  alors  six  fois  tétraèdroïde.  Pé- 
riodes et  modules  des  fonctions  elliptiques  ; 
équation  de  la  surface;  positions  relatives  des 
seize  points  doubles. 

Nota.  —  On  ne  devra  pas  s'appuyer  sur  la 
théorie  des  fonctions  ou  des  intégrales  hyper- 
elliptiques  ni  sur  les  propriétés  de  la  surface  de 
A  ummer. 

Conditions. 

Le  concours  csl  ouverl  cxclusivemenl  aux  abonnés 
des  Nouvelles  ^innalcs  lU^  Aldlhéiitaliijues. 
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Le  meilleur  Mémoire  envoyé  eu  répouse  au  sujet 
proposé  donnera  droit,  au  j)rofît  de  l'auteur  : 

1°  A  un  crédit  de  loo'''  d'Ouvrages  à  choisir  dans  le 
catalogue  de  MM.  Gauthier- Villars  et  fils; 
2"  A  la  publication  du  Mémoire  ; 
3°  A  un  tirage  à  part  gratuit  de  lOO  exemplaires. 

Les  manuscrits  devront  être  parvenus  à  la  rédaction 
AVANT  LE  i5  3VOVEMBUE  1898,  terme  d'absolue  rigueur. 

Les  auteurs  pourront,  à  leur  gré,  se  faire  immédiate- 
ment connaitre,  ou  garder  provisoirement  l'anonyme. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  Mémoire  portera  un  signe,  une 
devise  ou  un  numéro  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
pagné d'un  pli  cacheté  renfermant,  avec  la  même  indica- 
tion, le  nom  et  l'adresse  de  l'auteur  et  la  justification 
de  sa  qualité  d'abonné.  Les  plis  cachetés  en  question  ne 
seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à  partir  du  i*^""  no- 
vembre et  après  le  jugement  prononcé. 

Aucune  limite  n'est  lîxée  quant  à  l'étendue  des  Mé- 
moires ;  mais,  à  mérite  égal,  les  plus  concis  seraient  pré- 
férés par  les  juges  du  Concours.  Chacun  comprendra  du 
reste  que  l'insertion  d'un  travail  trop  étendu  serait  ma- 
tériellement impossible. 

Le  jugement  du  Concours  sera  prononcé  avant  le 
i'^'  décembre  1898,  et  le  résultat  en  sera,  sans  retai'd, 
publié  dans  le  journal. 

La  Rédaction,  et  les  juges  du  Concours  qui  se  seront 
associés  à  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

1°  De  partager  les  récompenses  ci-dessus  mention- 
nées, au  cas  tout  à  fait  exceptionnel  où  deux  Mémoires 
y  auraient  droit  avec  un  égal  mérite; 

2°  De  ne  pas  attribuer  de  récompenses  si,  parmi  les 
Mémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 


(     -20  1     ) 

portés  sur  un  Concours  ultérieur,  et  l'annonce  en  serait 
faite  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'auteur  du  Mémoire  récompensé  sera  immédiatement 
avisé  j)ar  la  Rédaction  et  voudra  bien  faire  iuimédiate- 
ment  connaître  s'il  désire  que  la  publication  de  son  Tra- 
vail ait  lieu  sous  son  nom,  ou  sous  forme  anonyme.  Son 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom. 

Les  Rédacteurs. 


[A3c] 

SUR  LES  ÉQ[JVTIO\S  A  COEFFICIENTS  RAT!OX\ELS; 

Par  m.   R.  DEDEKIND,  de  Brunswick. 


Jahresbericht  der  D.  M.  V.,  Tome  I,  1892  (G.  Reiiner,  Berlin). 


(Traduit  par  M.  L.  LAUGEL.) 

L'existence  de  théorèmes  sur  les  équations,  légitimes 
pour  un  degré  quelconque  fini,  mais  qui  ne  peuvent 
être  admis  pour  des  équations  de  degré  infiniment  grand 
sans  discussion  préalable,  est  un  fait  aujourd'hui  reconnu 
par  tous  les  mathéniaticicjjs.  IMais  comme  la  décision  à 
rendre  n'est  pas  toujours  facile  à  trouver,  je  prends  la 
liberté  de  traiter  ici  un  cas  particulier  qui  n'est  pas 
sans  importance.  Dans  la  théorie  des  équations  qui  sont 
de  degréyZwi  et  ont  tous  leurs  coelFicients  rationnels,  on 
démontre  le  théorème  connu  sui\ant  : 

L  Lorsque  l' équation  irréductible  o(x)=  o  aune 
racine  commune  avec  l'équation  ^Çx)=o,  chaque 
racine  de  la  jtremiiire  équation  est  aussi  une  racine  de 
la  seconde. 
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Mais  ce  tliéorèmc,  lorsque  le  degré  de  réqualion 
ô(a:)  =  o  est  iujinunent  grand,  cesse  en  général  d'èlre 
exact,  et  ce  fait  a  lieu  même  pour  de  telles  équations 
dont  le  premier  meud)re  '}(^')  est  une  série  de  puis- 
sances à  coefficients  rationnels,  convergente  pour  toutes 
les  valeurs  de  x.  C'est  là  une  conséquence  évidente  du 
théorème  : 

II.  Si  710US  désignons  i>(ir  a  un  nombre  réel  (juel- 
conque,  il  existe  une  telle  v(jualion  '\f{oc)  =o  de  degré 
infiniment  grand,  ou  même  de  degré  fini,  qui  n  pour 
uxiQUE  racine  réelle  a. 

A-l-ou  démontré  l'exactitude  de  cette  proposition,  il 
en  résulte  une  évidente  contradiction  avec  le  théorème  I, 
lorscjue  l'on  choisit  pour  a  une  racine  d'une  équation 
iiréductihle  '^(a:)  =  o  (par  exemple  x- — 2  =  0)  qui 
admet  au  moins  deux  racines  réelles  y.  et  |î;.  11  ne  s'agit 
donc  par  conséquent  que  de  démontrer  le  théorème  II, 
et  l'on  n'a  ici  besoin  que  de  considérer  le  cas  de  a 
positif,  puisque  le  cas  opposé  s'y  ramène  en  rempla- 
çant X  par  —  X  ;  au  cas  y.  =  o,  l'on  peut  naturellement 
prendre  •1[x)^t^  x. 

De  tout  nombre  positif  7..  d'une  manière  analogue  et 
avec  le  même  mode  de  détermination  que,  lors  d'un 
développement  en  fraction  continue  usuelle,  on  déduira 
une  suite  de  nombres  entiers  «,,  «oi  ^3:  •••7  cl-  une 
suite  de  restes  correspondants,  c'est-à-dire  de  nombres 
îi.  £^5  ^.!5  •••  qui  satisfont  tous  à  la  condition 

O^Ï<I. 

à  l'aide  de  la  règle  suivante  : 
On  posera  d'abortl 

-  =  «1  — îi- 
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où  a^  est  (lélcrminé  comme  étaiil  ki  plus  grand  nombre 
enlier  contenu  dans  -■,  £|  étant,  par  conséquent,  déter- 
miné comme  reste  5  mais  pour  chaque  indice  n  plus  grand 
l'on  posera 

•2  il  3  £-2  /i£/j-I    _ 

—  «2+^2)      — r       -  '''3"^  ^3r  •  •  •  ■      .,'~flil''^ni        •■■i 

a-  3c-  a- 

toiis  les  nombres  n  suivants  coname  plus  grands  entiers 
et  tous  les  restes  î  sont  de.  la  sorte  parfaitement  déter- 
minés. Il  est  clair,  du  reste,  qn  aucun  des  nombres  a 
n'est  négatif. 

Alors  la  fonction  parfaitement  déHnie 

6 (  j"  )  =  —  I  -+-  «1  "-^  -+-  «2  —  -^  «3  — ^  -i- ...-+-  rt,j  777—,     •  •  • 
I  i .}.  1.2.3  1'  (  «  ) 

possède  toutes  les  propriétés  énoncées  dans  le  théo- 
rème II.  En  ellet  : 

l '^  Les  coefficients  de   '}(x)    sont  tous  des   nombres 
rai  loti  nels. 

2"  ruisque  £/,_i<,i,  par  conséquent  rt,^  ■< -,  »  et  le 

terme  général  de  la  série  •h{oc)  est  inférieur,   en  valeur 

aljsolue,  à 

X    (t2)"-i 

d'où  il  résulte,  comme  l'on  sait,  (jue  la  série  ^{x) 
(comme  il  en  est  de  la  série  exponentielle)  converge 
pour  clinjjue  valeur  de  x. 

3"   De   la    définition   des   nombres  a  et  s,   il   résulte 
(jue  la  soMune  formée  de  n  -\-  i  termes 

X  y.^  a-*  a-"~' 

I  !.:>.  1 .2.3  n(rt) 

est  égale  à 
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et,  connue  cette  somme  pour  n  croissant  sans  limite 
devient  infiniment  petite,  il  en  résulte  '}(a)  =  o;  autre- 
ment dit,  a  est  une  racine  de  Féquation  'h  [x)  ==:  o. 

4"  Puisque  aucun  des  nombres  a  n'est  négatif,  mais 
(ju'à  la  vérité  au  moins  l'un  d'eux  est  positif  [en  vertu 
de  t|»(a)  :=  o],  et  comme  ensuite,  abstraction  faite  du 
terme  constant  —  i ,  la  variable  x,  dans  la  série,  se  pré- 
sente élevée  seulement  à  des  puissances  d'exposant  im- 
pair, "^{x),  en  même  temps  quex,  parcourra  toujours  en 
croissant  la  totalité  du  domaine  réel  depuis  —  oo  jus- 
qu'à +  oo  et,  par  conséquent  aussi,  ne  prendra  la  valeur 
zéro  que  pour  V unique  valeur  x  ^=^  c/.-^  autrement  dit, 
l'équation  'i;(x)  =  o  n'admet  aucune  racine  réelle, 
hormis  a.  c.    Q.   F.    d. 

Ainsi  se  trouve  démontré  que  le  théorème  I  esl  sujet, 
à  caution  pour  les  équations  '^{x)  =  o  de  degré  infini- 
ment grand.  Cette  démonstration  n'est  certes  pas  sans 
valeur,  cai'  diveis  géomètres  sont  arrivés  à  penser  que, 
en  appliquant  ce  théorème,  sujet  à  caution,  à  l'exemple 

<h{x)  =  sina:, 

on  pourrait  obtenir  une  démonstration  de  la  transcen- 
dance du  nombre  -  qui  n'exigerait  qu'un  petit  nombre 
de  lignes. 

La  démonstration  du  théorème  II,  c'est  facile  avoir, 
peut  être  modifiée  d'une  foule  de  manières.  11  est,  en 
même  temps,  clair  que  le  théorème  est  aussi  valable  pour 
un  nombre  cjuelconque  fini  de  racines  réelles  a  assignées 
d'avance  (  '  ). 


(')  M.  Dedekind  me  prie  de  mentionner  ici  un  Mémoire  de  M.  A. 
Hurwitz  {Acta  mathematica,  t.  XIV;  1889)  où  la  même  question  a 
été  traitée  d'une  manière  beaucoup  pins  générale.  (L.  L,) 
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[E5] 


SLR  LES  IM'EGIIALES  DE  FKES^EL; 

r.vu  M.  GODEFROY, 

BiblioUiccairc    universitaire. 


Les  méthodes  que  l'on  doinie  clans  tous  les  Ouvrages 
pour  calculer  les  intégrales  de  Fresnel  l'ecourent  à 
remploi  des  imaginaires  et  impliquent  par  là  même  la 
connaissance  de  la  théorie  de  l'intégration  d'une  fonc- 
tion d'une  variable  complexe,  à  moins  de  manquer  de 
logique  ou  de  rigueur.  Cependant,  par  une  légère  mo- 
dification de  procédés  connus  (^l'oi/'H.  Laurent,  IVaité 
d'u-lnalyse,  t.  111,  p.  i3^),  on  peut  éviter  l'introduc- 
tion du  nombre /^  c'est  la  seule  originalité  de  la  démon- 
stration suivante. 

Si  dans  l'intégrale  définie 


r 


c-'»'  dx——- 

■2 


on  fait  le  changement  de  variable  x  ^=  y  y/f ,  on  en  lire 

■)--  =  —[    e-<r-  dy, 

d'où,  en  multipliant  les  deux  membres  par  ûwtdt,  puis 
par  v.ostih  et  intégrant  par  rapport  à  ^  de  o  à  l'co, 

/       — -—  =  --     /      dy    /      e-'y^%\ntdl, 


l 


'*  cos  f  dt 


-j--  f     ^{r  f    «^  '>'  cos  tdf\ 


(    206    ) 


mais  on  sait  (jiic 

/      e -'.'■' si iH  dt  =  - 
par  conséquent. 


-y 


f 


e-'y-  cos/  dt  =  —- — ;  ; 
14- j- 


r"^  sin<  dt  _    ■}.      ^^    ^dy 

.1      sTt    ~  ~Jl  1    ^-^y'*'' 


JÇ    cosi  dt  _    1      r^  j 


■'^  7^  d^ 


.y. 


si  dans  la  jireniière  de  ces  intégrales  on  cliange  r  en  —  > 

on  obtient  la  seconde,  on  en  conclut  c[ue  les  deux  inté- 
grales sont  égales  entre  elles  et,  pai-  suite,  à  leur  demi- 
somme 


/ 


^-1    y-^r 


ov 


c'est-à-dire 


dy 


„      r^+r/ 


2^1       'Vo     y^—y\/'2-^i 


■0     •  ■■r 
_    I 

on  a  donc 


arc  tang  [  -^  -t- 1  )  +  arc  tang  (  -^-  —  i 


Je'"  s'int  dt         r^  cosf  dt  /tc 


•i' 


ou,  en  posant  a;'-  =  ^, 


/      i'xwx'  dx  =   /      cQ%x'-  dx  =  -  1  /  - 

^^  J,  •'■V        2 
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[051] 

\OTK  SLU  LES  GÉODÉSIOIES  Dl  tOXE; 

l'vR  M.  Henri  IMGCIOLI. 

iNI.  Kiuu'pcr  (  '  )  a  trouvé  par  le  premier  que,  le  long 
(l'une  gé()tlési(pie  du  cône,  le  rap[)Oit  des  deux  rayons 
de  pieniière  et  deuxième  courbuie  est  exprimé  par  une 
fonction  linéaiie  de  l'are  de  la  même  ligne.  Ensuite, 
M.  Pirondiui  (-  )  a  moJitré  que  ces  géodésiques  sont  ca- 
ractérisées par  la  [)ropriété  d'avoir  les  plans  osculateurs 
à  la  même  distance  du  sommet,  et  il  eu  a  donné  l'équa- 
tion intrinsèque  de  plusieurs  manières,  indépendam- 
ment de  la  remarquable  propriété  trouvée.  On  peut, 
d'une  manière  très  sinqile  et  élégante,  arriver  à  la  re- 
clierclie  de  cette  équation  :  c'est  ce  que  je  me  suis  pro- 
))osé  de  montrer  dans  cette  ZSote. 

Soient 

(  co?a:,  cos^,  cos-;)  (cos;.  coscp,  co?^)  (cosÀ,  cosijl,  cosv) 

les  cosinus  directeurs  de  la  tangente,  de  la  normale 
principale  et  de  la  hinormale  d'une  courbe  gauche  L, 
dont  v  est  l'arc,  o  et  T  étant  les  rayons  de  courbure  et 
P,,^  (xojJ'q,  Zq)  un  point  iixe  de  l'espace.  Si  x,  )',  z 
sont  les  coordonnées  courantes  d'un  point  de  la  courbe, 
exprimées  par  l'arec,  posons 

I    A  =  (.ro — X)  cosa  —  (yo  —  y)  cos^  -h  (^o — z)  cosy, 

(I)  <   Ji  —  (a"o— a7)cosf  -}-(jo  — ^,)coso-i-(^o— -=)cos^, 

(  G  —  (:ro— 3:)cosX  H-  (^0  — j)cos|Ji-4-  (^Jq  — -3)  cos  v. 

(')  Zur  Théorie  der  Ciirven  doppcltcr  Kriimmung  (Math. 
Annaten,  Bancl  19:  i8Sr>.) 

(-)  Sulle  linee  n  dojipia  cun-afiira  (  Giorna/c  di  Mcilenut- 
liche:  i «><«). 


B 

dB           A       G 

dC       B 

P 

d~s  ~       p        T' 

ds  ~  T' 
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A,  B,  C  seront  les  distances  du  point  Pq    aux    plans  : 
normal,  rectifiant  et  osculateur  de  L  respectivement. 
Remarquons  les  relations  qui  lient  ces  quantités  : 

.    ^       dX 
(^)       dJ 

on  les  obtient  en  difTérentiant  les  relations  (i)  et  en 
tenant  compte  des  lormules  de  Serret. 

Supposons  d'abord  que  la  courbe  L  ait  ses  plans 
osculateurs  équidistants  du  point  Pq  :  ce  qui  correspond 
à  faire  C  constant.  Dans  cette  hypothèse,  les  formules  (a) 
montrent  que  B  est  nul.  Il  en  résulte  que  tous  les  plans 
rectifiants  passent  par  Pq  et  que  la  développable  recti- 
iiante  de  L  est  le  cône  qui  la  projette  du  point  Pq  et 
duquel  elle  est  une  géodésique. 

Cela  posé,  on  voit  facilement  que  les  relations  (2) 
conduisent  à  l'écjuation 


d 
ds 


[t)     g 


qui  nous  montre  que  ^  est  exprimé  par  une  fonction 

linéaire  de  l'arc. 

Réciproquement,  supposons  que  pour  une  ligne  on  ait 


^  =  as  -h  b  («,  b  const.). 


ics  expressions 


37  H /  cosl  —  ^cos  a  ), 


^^  a  (  ^^'^  '■"  '~  T  ^^^  ^)  ' 


^  ;cosv-  ^co?Y 


(  ■^•^>9  ) 
ayant  pour  dérivées  respectives 

on  aura,  Xq,  j  o,  Zq  t'tant  trois  constantes, 

X  -\-  -  (  cosX  --  ^  cosa  )  =  Xq, 
a\  T  / 


COS  V   —   ^  COSY 


Il  suit  de  là 


(Xo — X)  COSX  -+-  (yo—y)  COS[i.  -!-  (^0 —  ^)  cosv  =   -, 

et  par  conséquent  noire  ligue,  ayant  ses  plans  oscula- 
leurs  à  la  même  distance  du  point  (^oj'o-^o)?  ^st  une 
géodésique  du  cône  qui  la  projette  de  ce  même  point. 


[R2b] 
SlIU  LA  GÉ.\ËRALISATIO\  DES  TIIÉOKÈMES  DE  GULDIN; 

Par  m.  KUSGOW,  à  Saint-Pétersbourg. 

Si  nous  avons  dans  l'espace  un  certain  système  de 
coordonnées  curvilignes  a,  [3,  y,  la  recherche  des  vo- 
hunes  des  corps  solides  consiste  à  calculer  la  somme 

où  Vi  est  un  volume  intinimenl  petit  limité  par  six  sur- 


(   ^^»c.  ) 
laces  a,  a  +  dy.;  ,3,  [i  +  r/,3  ;  y,  y  -h  ^/y, 

t'i  =  -r^  doi  -^-  d^  ~   dv  sin(Si,  S,)  siniSs,  Si  S.>), 
doc         d'à      "^    «Y 

Si  étant  l'arc  de  la  ligne  d  ii)terseclion  des  surfaces  des 
coordonnées  qui  sont  déterminécîs  par  des  paramètres 
[3  et  y;  S,  celui  de  la  ligne  d'intersection  des  surfaces  a 
et  y;  S3  celui  des  surfaces  a  et  [3-,  (S|,  So)  l'angle  entre 
les  lignes  Si  et  Sj  dans  le  point  M  déterminé  par  les 
coordonnées  a,  [j,  y 5  (S3,  S,  So)  Fangle  entre  la  ligne 
S3  et  le  plan  S|  MSo. 

Si  nous  prenons  la  somm*?  des  divers  V\  qui  corres- 
pondent aux  différentes  valeurs  du  paramètre  a,  com- 
prises entre  a,  et  ao,  nous  obtiendrons  le  volume  d'un 
corps  compris  entre  les  surfaces  a,  et  ao,  ^  et  |B  +  ^,3, 
y  ety-hr/y;  en  nous  proposant  de  calculer  le  volume 
du  corps  limité  par  une  surface  fermée  déterminée  par 
l'équation 

(I)  F(a,  p.  Y)  =  o, 

nous  remarquons  que  a,  et  ao  doivent  être  deux  racines 
consécutives  de  l'équation  (1)  en  y  considérant  [3  et  y 
comme  déterminés.  Il  est  aisé  de  voir  que  si  l'équa- 
tion (1)  représente  une  surface  fermée,  à  chaque  sys- 
tème de  valeurs  de  [3  et  y  correspondra  un  nombre  pair 
de  racines  réelles.  Dans  ce  cas,  il  faut  prendre  plusieuis 
sommes  correspondant  aux  éléments  de  l'intérieur  du 
volume. 

La  première  intégration  par  rapport  à  a  donne 

,,  =  v,,r,  =    r'lpd:c^d^^^d-;sin(S,,S,)s\n(S„  S,  S,. 
,/        doL  dp  (/•{ 

Prenons  la  somme  des  divers  To  ([ui  correspondeiiL  aux 


(  '^^^  ) 

clifTérentes  valeurs  du  paraniètre  p  comprises  entre  [i, 
vX  (io,  nous  obtenons  le  volume  d'une  couche  inliniment 
mince  que  découpent  du  corps  les  surfaces  y  et  y  -4-  ^v  ; 
^,  et  1^2  étant  déterminées  comme  deux  racines  consé- 
cutives de  l'équation 

(IJ)  4>,(3,Y)-o 

par  rapport  à  3;  il  en  résulte  qu(;  l'équation  (FI)  doit 
avoir  un   nombre    pair  de  racines  réelles  par  rapport 

Cette  seconde  intégration  nous  donne 


P3  =  :!: 3  ro  =   /      'I' ,  C  p ,  Y )  (h  d'{  =  *,  (  Y )  cb;. 


En  intégrant  enfin  Cj  entre  les  limites  v,  et  v,  nous 
obtiendrons  le  volume  du  corps  entier. 

Les  paramètres  y»  f t  yo  sont  déterminés  par  les  sur- 
faces y  tangentes  au  corps  de  deux  côtés  opposés;  pour 
cela  il  faut  que  y,  et  y^  soient  deux  racines  consécu- 
tives de  l'équation 

(III)  «ï.j(Y)  =  o. 

On  voit  que  l'équation  (IH)  doit  avoir  un  nombre 
pair  de  racines  réelles 

—  —  v<3 ^  Y —13  1^2 'Y— p— a'i 

Le  cas  général  de  la  cubature  des  volumes,  comme 
nous  voyons,  se  ramène  à  une  intégration  triple;  mais 
(|uand  nous  savons  a  priori  le  volume  1^0»  nous  aurons 
le  volume  entier  par  une  intégration  double.  Dans  le 
cas  où  le  volume  v^  est  donné  comme  une  fonction  dé- 
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terminée  de  y,  le  volume  total  sera  obtenu  par  une  in- 
tégration simple. 

Le  dernier  cas  de  la  cubature  se  présente  ordinaire- 
ment quand  nous  savons  l'aire  de  la  section  du  corps 
par  des  plans  parallèles  à  un  plan  donné  quelconque  ; 
alors  nous  pouvons  égaler  le  volume  de  la  couche  au 
volume  d'un  cylindre  qui  a  la  même  aire  de  base  et  une 
hauteur  égale  à  la  distance  entre  deux  plans  voisins  ; 
d'où 

V-  r    Sdx, 

S  étant  l'aire  de  la  section  et  une  fonction  de  x. 

Voyons  ce  que  nous  aurons  si  nous  prenons  pour 
surfaces  des  coordonnées  des  plans  menés  par  un  axe 
quelconque,  c'est-à-dire  quand  l'angle  9  sera  le  para- 
mètre y. 

Nous  pouvons  égaler  le  volume  de  la  couche  infini- 
ment mince,  cjue  découpent  dans  le  corps  les  plans  Q  et 
0 -+- r/B  à  un  cvlindre  droit  coupé  par  un  plan  qui  fait 
l'angle  d^  avec  le  plan  de  la  base. 

Le  volume  d'un  cylindre  coupé  par  un  plan  est  égal, 
comme  nous  savons,  à  S. H,  où  S  est  l'aire  de  la  base  et 
H  la  hauteur,  correspondant  à  son  centre  de  gravité. 

Ainsi  P's,  volume  de  la  couche  infiniment  mince  que 
découpent  dans  le  corps  les  plans  Q  et  0  +  r/0,  est  égal 
à  SKtang(f;?0)  ou  à  SK  d^  (où  S  est  l'aire  de  la  section 
du  solide  par  le  plan  0,  K  la  distance  de  son  centre  de 
gravité  à  l'axe  OZ). 

Gomme  nous,  l'avons  déjà  dit,  S  et  K  doivent  être  des 
fonctions  de  H. 

Nous  avons  donc 


(  ^>3  ) 
Nous    remarquons  que    c'est   une  gcuéralisation    du 
ihéorème  classique  de  Guldin,  dans  letjucl    S^consL, 
K  =  coust.,  0,  =  G,  Oo  =  271,  d'où 

V  =  Sa-K. 
Appliquons  celle  formule  aux  cas  suivants. 

1.   Nous  avons  une  vis  dont  la   hauteur  égale  H;  la 
hauteur  h  du  filet  est  égale  au  pas. 


Fi  g.   I. 


2.  Nous  avons  une  vis  dont  le  filet  est  engendré  par 


le  mouvement  d'un  triangle  isoscèle 


V  =  TT  -;-  ((72-f-rtr-f-/-2). 

Cette    généralisation    peut    être    faite    aussi    pour    le 
second  théorème  de  Guldin  concernant  les  surfaces. 


Fig. 


En  elFet,    pour    les  coordonnées  cylindriques,    nous 
avons 

J  J    cosv ' 
Ann.  de  Mathémat.,  3- série,  t.  XVII.  (Mai   i8<iS.)  i4 


(  '^^-'l  ) 

où  V  est  l'angle  entre  la  normale  à  nn  point  quelconque 
(!t  l'axe  OZ.  Si  nous  menons  par  l'axe  OZ  et  par  ce 
point  M  un  plan,  projetons  sur  ce  plan  la  normale  et 
indiquons  par  À  l'angle  entre  la  normale  et  sa  projection, 
et  par  [jl  l'angle  entre  la  projection  de  la  normale  et 
l'axe  OZ  5  nous  avons 

cosv  =  cosX  COS  [J.  , 
puis 


où  /  est  l'arc  de  la  section  du  corps  par  le  plan   mené 
par  le  point  M  et  l'axe  OZ. 

Si  l'angle  X  n'est  qu'une  fonction  de  0,  nous  aurons 

où  /  est  l'are  de  la  section  et  K  la  distance  de  son  centre 
de  gravité  à  l'axe  OZ. 

Si  l'équation  delà  surface  est  z  =y(p,  8),  nous  obte- 
nons pour  cosX  l'expression  suivante 


/  >^f- 


Comme  ).  n'est  qu'une  fonction  de  0,   nous  avons 
<r/(cosX  ) 


ou 


(V) 


(^)>(Sj^='-- 


où  '];(Q)  est  une  fonction  quelconque  de  6. 
En  intégrant  l'équation  (V),  nous  obtenons 

(VI;      z  =  v/a2— p2-f-alo- J? -^a'^(0)+  p, 

a  -h  y/a- —  p^ 


(  '^-'S  ) 
où  a  et  |i>  sont  clos  conslaulcs  arhilraitcs.   En  y  posant 
3  =  c5(a)  et   en  éliminant  a  de  l'équation    (VI)  et  de 
l'équation 

^  =  0  -^  lo- ^ -  —  •l(^))  ■--:>' {^), 

nous  obtenons  deux  genres  les  plus  simples  des  surfaces 
qui  satisfont  à  l'équation  (V)  : 

1^  Surfaces  de  rotation  ; 

;>,"  Surfaces  (ioniques. 

Il  est  aisé  d'obtenir  le  premier  résultat  au  moyen  de 

Téqualion  (IV)  en  y  posant-^  =o;  alors  cosÀ=:i. 

Si,  dans  les  cas  des  surfaces  coniques,  nous  indiquons 
par  a  l'angle  entre  l'axe  OZ  et  la  génératrice,  nous 
obtenons 

COSrt 

coft  A  =  - 


y '''''" --('if • 


[M'3e]  [M^2e] 
SUR  Wm  NOUVELLE  MÉTHODE  DE  liECIIEUCIlE  DES  CE\TRES 
DA\S  LES  COLIIBES  ET  SURFACES  ALGÉBRIQUES; 

Par  m.  s.  MANGEOT, 
Docteur  es  Sciences. 


Je  considère  un  polynôme  entier  ^^(a.",}',  r:,  .  .  .  )  à 
n  variables  x,  }',  ~,  •  .  . ,  de  degré  /«,  et  je  suppose  (pu-, 
ayant  calculé  l'une  quelconque 

de  ses  dérivées  partielles    d'ordre  m  —  i  (ce  qui  se  (ail 


(.,6) 
immédialemeuL  à  l'inspcilioii  du  polynôme),  on  ordonne 
le   polynôme  fiix —  T'  J:  ^i  *  •  •  )  suivant   les  puis- 

sanees  de  x.  Soit  ^•3^^"f/,(j',  •z»  •  •  •)  ce  dernier  poly- 
nôme ainsi  ordonné.  La  /onction  f{x^  Xi  -^i  •  •  •)  peut 
s'écrire  ^  (  t  )   'i'/Xj'j  -^î  •  •  •)'  ^^  Von  vérifie  sans  diffi- 
culté cette  proposition  : 
Pour  que  l'on  ait 

f{x  +  Xo,  y  -4-JKo,  2  -f-  ^0.  •  • .) 

=  ^f(—^  +  ^o,  —y-^y»,  —  -5-^-0-  •  • .)      (e  =±i), 

^oijvti  ^05  •  •  •  étant  des  constantes,  il  faut  et  il  suffit 
que  l'on  ait 

Aa^o -T- Bj'o  +  G ^0 -T- •  ■  • -+- H  =  o, 

?).(r+J'o,--+--o,  ...)  =  (— i)^£?x(—JK-t-JKo,  —  ^-l-^û,  ...) 

().   =0,   1,2,    ...)(')• 

Dès  lors,  étant  donné  un  polynôme  entier 

f{x,  y,z ) 

à  n  variables,  si  1  on  se  propose  de  clierclier  à  donner  à 
ces  variables  des  accroissements  tels  que  la  nouvelle 
expression  du  polynôme  ne  change  pas,  en  valeur 
absolue,  quand  on  y  cliange  les  signes  de  toutes  les  va- 
riables, ce  problème  peut  être  ramené  à  un  problènie 
analogue  à  traiter  sur  des  polynômes  entiers 

dépendant  de  ??  —  i  variables  au  plus,  et  calculés  comme 
je  viens  de  le  dire.  Il  pouria  donc  être  résolu  par  des 


(')  Si  un  polynôme  entier  en  x,  y,  z,  ...  satisfait  à  l'identité 
F{x-i-x„y-i-y„z-i-z„  ...)=±F{—x-hx„—y-^y„—z-hz„...), 
toutes  ses  dérivées  partielles  y  satisfont  aussi. 
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applications  successives  de  celle  luclliode;  car  on  sait 
résoudre  le  problème  dans  le  cas  d'une  seule  variable. 
Je  vais  donner  la  solution  di;  la  question  par  celte 
méthode  lorsque  la  fonctitui  f  ne  dépend  ([ue  de  'x  ou 
de  3  variables  :  le  problème  est  ici  idenli(|ue  à  celui  de 
la  rechci-che  des  centres  dans  les  courbes  et  dans  les 
surfaces  algébri(jues. 

Cas  des  couihes.  —  Soit  /"(j",  j  )  =  o  l'écpiaiion 
entièri;  et  cartésienne  d'une  couibe  plane  d'ordre  ///, 
non  formée  uniquement  de  droites  paiallèli;s. 

Je  prends  à  volonté  un  terme  de  degré  m  dans  le  poly- 
nôme/'(a:,  j^),  et,  X  étant  une  variable  entrant  dans  ce 
teinie,  soient  axPyi  ce  ternie,  h  et  c  les  coeflicients  des 
ternies  en  x/''^'j9+'  et  x/'^M^I  'f  (j)  un  coefficient  non 
constant  d'une  puissance  quelcon(|ue  de  x  dans  le  poly- 

/T           b{cj  -r-  \)y  -\-  c       1  .1 

nome  f  \x — — '  J  '  )'  compris  la  puis- 
sance x^;  y.j\^-+-  {ij'^~*  4-  • . .  le  polynôme  'f  (/)  ordonné 
suivant  les  puissances  décroissantes  du  y. 

La  courbe  n'a  pas  de  centi-e  en  dehors  du  point  d  in- 
tersection des  deux  droites 

apx  -+-  b{q  ^-  i)y  -\-  c  =  o^         [j.ot.y  -f-  ^  =  o, 

point  qui  est  déterminé  et  situé  à  distance  finie. 

On  essayei'a  si  ce  point  est  centre  de  la  courbe  ('  ). 

Cas  des  surfaces.  —  Soient  ./(x,  jj',  z)  =  o  l'équa- 
tion entière  et  cartésienne  d'une  surface  d'ordre  /?/.  ren- 


(')  Pour  que  la  couibe  /{x,  y)  =o  soil  un  système  de  dioilcs 
concourantes,  il  faut  et  il  suffit  que  le  polynôme 


<oil  homo^rni". 


/  Lr  H i -^ '—  ,  y  — 

'  (1/)  ;j.  7. 


(  '>-'8  ) 
fermant  les  trois  variables  x.y^  z;  axPyfz''  un  ternie 
de  degré  m  pris  à  volonté  dans  le  polynôme  /{x,  r,  z) 
ot  contenant,  par  exemple,  la  variable  a:;  b,   c,  d  les 
coefficients   des   termes    en   xP~^jf'^'z'\    x^~'j^c''+', 

.rP~^yf z'';    et    soit   enfin    ^.x''fi{y,  z)   le   polynôme 

,\  b (  q  -h  i)  y  -^-  c '  r  -h  \) z  -^  d  "1  , 

fia- ' ,   y.  z      ordonne    sui- 

L  «/'  J 

vaiit  les  puissances  de  x. 

Pour  que  la  surface  ait  un  centre,  il  faut  que  celles 
des  fonctions  'f>.(j',  z)  qui  ne  sont  pas  nulles  aient 
toutes  leur  degré  de  la  même  parité  que  À,  ou  aient 
toutes  leur  degré  de  paiité  contraire  à  celle  de  1.  Quand 
cette  condition  est  remplie,  les  centres  de  la  surface 
sont  les  points  du  plan 

apx  -h  b{  cj  -r-  i )y  -h  c(r  -T-  \)z  -^  d  —  o 

dont  les  projections  sur  le  plan  des  j':;  (faites  parallèle- 
ment à  l'axe  des  x)  seraient  des  centres  communs  aux 
courbes  de  ce  plan  des  j'^  qui  ont  les  équations 

ox(  r,  c)  =  o  (■)• 

Ou  est  ainsi  ramené  à  cheidier  les  centi'cs  de  courbes 
planes  (-), 


(')  On  regarde  une  courbe  rejelée  à  l'infini  ou  indéterminée 
comme  ayant  pour  centre  tout  point  de  son  plan. 

(-)  Pour  que  l'équation /(  a:, _/, -)  =o  représente  un  cône  il  faut 
et  il  suffit  que  celles  des  fonctions  f-^iy,  -s)  qui  ne  sont  pas  nulles 
aient  leur  degré  égal  à  /n  —  X,  et  que  le  produit  de  ces  fonctions, 
égalé  à  zéro,  définisse  un  système  de  droites  ayant  un  point  com- 
mun (j'd,  Zf,).  Le  sommet  du  cône  est  le  point  qui  a  pour  coor- 
données 

b(  a  -i-  i  )■>',,—  c{  r  -\-  i)  z,,~-  d 

X -L —- ^J ,  y  —  y,.  Z  -  Z„. 

a/, 
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Marseille. 

AnALVSI-:    JM'lNIÏKSIMALIi. 

Éi'KEL'vh;  écuite.  —  Etant  donnée  une  congruence 
de  droites  définies  par  les  équations 

oii  a  et  b  sont  des  constantes  données  et  où  f{n-)  est 
une  fonction  connue  de  «,  déterminer  les  surfaces  dé- 
veluppablrs  qui  passent  par  l'une  quelcompie  des 
droites. 

Trouver  le  lieu  d( s  points  oii  la  droite  considérée 
renconlre  l'arête  de  rehrousseuient  de  chaque  surjace 
dé^eloppahle  ;  en  d'autres  termes^  trouver  la  surface 
focale  de  la  congrucnce. 

On  sera  ramené  aux  quadratures.  On  peut  intégrer 
complètement  si  J{u)  est  un  pol'}  nome  du  troisième 
degré  en  a.  Onfeia  le  calcul  pour  J (u)  =  u^ . 

Est-il  nécessaire  d'intégrer  quand  on  ne  cherche 
que  la  surface  focale  de  la  congruence? 

Poiii-  que  les  équations  de  la  droite  mobile  re[>réseu- 

Ifiil   II  lie  surface  développable,   il   faut  (|ue  Von  ail  la 

('onditiiui 

h-  fi  II  I  lia-—  a-  f'{\.'\  fh-. 
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qui  se  décompose  et  donne  la  double  équalion 


b  sjf  {u)  du±  a  \/f'iv)  dv  =  o. 

L'intégraliou  est  en    évidence.  Les  deux  constantes 

sont  fixées  par  le  choix  de  la  dioite  initiale.  Le  point 

où  cette  dioile  touclie  l'arête  de  rebroussenient  de  l'une 

des  surfaces  développables  est  défini  par  l'équation 

z^du -+- a-f  {v)  dv  ^  o, 


z^  =  —  ab\Jf\u)^f'{v). 
Dans  le  cas  où  l'on  a 

/(«)=  "^ 

le  calcul  donne 

bu-  ±  aV-  =  consl.  =  k, 

-3]  = —  iabuv. 

La  surface  focale,  dont  le  point  variable  a  pour  cooi- 
données  xj  et  S(,  est  donc  définie  par  les  équations  de 
la  droite  et  par  la  dernière  équalion  écrite.  L'élimina- 
tion de  u  et  V  n'odre  rien  de  paiticulièrenient  remar- 
quable relativement  à  cette  surface. 

On  peut  au  contraire  éliminer  facilement  u  et  i^  de 
manière  à  lormer  les  équations  des  deux  développables 
qui  passent  par  la  droite  initiale.  On  obtient  les  équa- 
tions 


V      '^7       9  /  ^^ 

Épreuve  pratique.  —  Intégrer  l'équation  différen- 
tielle 

dx^  dx-  dx 

L'équation  caractéristique  a  pour  racines  précisément 
les  exposants  2  et  —  2  de  e  dans  le  second  membre.  On 
trouve  par  les  méthodes  classiques 


(  ^^'  ) 

Astronomie. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Enuniérer  et  dcfitiir  les  élé- 
ments de  l'orbite  parabolique  d'une  comète. 

Ces  éléments  étant  supposés  connus,  calculer  les 
coordonnées  bélioce/itrif/ues  et  les  coordonnées  géocen- 
triques  da  l  astre  pour  une  date  donnée. 

II.  l  fi  nnroir  plan  est  porté  par  un  axe  de  rotation 
auquel  il  est  parallèle  et  qui  est  lui-même  parallèle  à 
l'axe  du  monde. 

Cet  axe  de  rotation  est  animé  d' un  mous^'ement  uni- 
forme qui  lui  fuit  exécuter  une  résolution  complète, 
en  quaranle-huit  heures  sidérales,  dans  le  sens  du 
mouvement  diurne  apparent. 

Démontrer  que  le  ciel,  vu  par  réflexion  dans  le 
miroir,  parait  itiunobile. 

II.  L'image  de  la  sphère  céleste  dans  un  plan  est  une 
s[)hère.  Pour  déinonlier  que  celle  image  reste  immobile 
dans  le  plan  mobile,  il  suffit  de  démontrer  (jue  deux 
points  ont  leurs  iiujiges  immobiles.  On  choisira  deux 
points  de  l'écjuateur  céleste  et  l'on  démontrera  ]a  pro])o- 
silion  pour  un  seul  de  ces  points. 

Epreuve  pratique.  —  En  un  lieu  dont  la  colaiitude 
est  y,  ou  a  observé  la  distance  zénithale  z  du  centre 
du  Soleil  avant  son  passage  au  méridien. 

On  connaît  le  temps  'vrai  t.,  compté  du  méridien  de 
Paris,  auquel  l'observation  a  été  faite.,  ainsi  que  la 
distance  polaire  ^H  du  centre  du  Soleil. 

Calculer:  i"  la  longitude  du  lieu  de  V observation; 

2"  L'erreur  dont  se.  t/oin'c  affectée  cette  longitude., 
par  suite  d'une  erreur  de  \  o"  conunise  sur  la  distance 
zé//i/luil(  . 
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Données  nutné/i(/ues  : 

t  =  i8''i7'"39%4i, 
'-^  =  Oy^S'i'  33",  i, 
y  —  6'i"3i'  27",  5, 
z  =  53°  19'  23",;. 

On  suppose/a  t/ue  z  est  njjrcuicliie  des  ejjels  de  lé- 
j'faclion  et  de  parallaxe. 


ip  =  X 


'r--. 


H        ^   /?irT{/)  —  y  )sifi(/}  — F') 

ta  II  s  —  =  1  /  -■ -'■ ■ 

1        y  sin/?siiM/^ — Z) 


ip 2 1 7 .  23 .  i/i  •  6 

p 1 08 . 4  1 . 4'i ,  J 

p  —  z 5  5 .  22 . 1 8 ,  f) 

/>  —  '/. 49- 10. 1 4,8 

P~'^ 9-   9-   !^,9 

—  20.09.39,5b 

II 4i.i9-ï9.''^- 

II  (en  temps) 2'' 45""  17',  27 

Temps  local  vrai 21''  i4'"42",73 

Temps  de  Paris  vrai 18''  i7"'39",4i 

Longitude  est  du  lieu 2° 67'    3". 02 

M.        eu  are i  i"  '  5'  49")    ^ 


sin(/>  — y)  1,8431077 

sin('/)  —  'I')  î, 2015672 

%\np  '1,9764590 

sin(/?  —  z)  1,9153245 

N  7,0446749 


D 


N  :  D 
II 

tang  — 


I ,8917835 
T, 15289 14 
1,5764457 


(   '>-23  ) 


AU  =  A,- 


/.  Ac. 


sin  ■/  sin  I'  s 


si  11/  f^iiiP  sin  11 

n  z     T , go4  1 
11/     T,()56  I 

nli     I  ,8uo  I 

n  H     T,77o  \ 

/:     o,i34    1 


Si  Ac:=io",  la  longitude  orientale  est  erronée  de 
±i3",6. 

Montpellier. 

Calcul  DiFFiiRiiXTiEL  kt  intkgh.vl. 

Epreuve  éciute.  —  J.  Soù  P  +  Q/  une  fonction 
analytique  fie  c:  =  .r  H-j)  /,  P  et  Q  étant  deux  fonc- 
tions réelles  fie  x  et  y. 

Démontrer  q  a  il  existe  une  fonction  fincily  tique  telle 
que 


4  siii.r 


ey  —  e")'  -r-  2  cos  .r 

(jui  devient  égale  à  i  -\~  i  j)Our  ;;  =  -• 

Déterunner  cette  fonction,  et  trouver  les  valeurs  de 
la  variable  qui  la  rendent  nulle. 

II.   Calculer  Iti  valeur  de  l'intégrale  double 

y  (•os(  a.r  ) 

0         •    l'i 


rr 


iGb*-^  Sb'*{a;'*^y*) 


7-1-  dxdy. 


INIlicAMQlE. 

Epreuve  éciute.  —  Un  point  matériel,  non  pesant, 
glisse  sans  frottement  sur  la  surface  d'une  sphère, 
dont  il  peut  se  séparer.  Cette  sphère  est  animée  d'un 
mouvement   de  rotfilion    uniforme  autour   d'un    axe 


(     ^24    ) 

passant  par  son  ceiiLrc.  Deux  points  fixes  A  et  B,  de 
masses  égales,  situés  à  l'intersection  de  la  sphère  et  de 
son  axe  de  rotation,  attirent  le  point  mobile  propor- 
tionnellement aux  niasses  et  en  raison  inverse  du  cube 
de  la  distance.  Etudier  le  mouvement  relatif  du  point 
mobile,  en  supposant  que  sa  vitesse  relative  initiale 
est  nulle.  En  particulier,  considérer  la  réaction  de  la 
sphère  et  dire  si  le  mobile  abandonne  la  sj)hère. 

Eprf.uve  pratique.  —  Etablir  les  écpialions  d'équi- 
libre d' un  fil  flexible  et  inextensible.  Applications. 

Astronomie. 

Epreuve  pratique.  — Le  26  novembre  1897,  ^''  '"^^^^ 
moyen  de  Paris,  les  coordonnées  équaloriales  de  la 
Lune  sont  : 

Ascension  droite  ..  .      a=       i8''5'2"'2%38 
Déclinaison 0  =  —  24"  21' 20",  7 

et  les  variations  de  ces  coordonnées  })our  une  mi/iute 
de  temps  moyen  sont  : 

Loi^  2%  6688, 
Ao  =  6  ",466. 

On  demande  de  calcule]'  la  latitude  et  la  longitude 
de  l'astre  au  même  instant,  ainsi  que  les  variations  de 
ces  coordonnées  pour  une  minute  de  temps  moyen. 

L' inclin(dson  de  l'écliplique  est  de 

IJ  n'y  a  pas  eu  d'épreuve  pialique  de  Calcul  diffe- 
leiuiel  et  intégral,  aucuu  candidat  n'ayant  été  admis- 
sible. 


(    '-"-5  ) 
Nancy. 

CaI-CI  L    OIFFKRr:NTIEL   ET    INTÉGRAL. 

Vérifier  <juc  V (''(jualien  difl'crentielle  du  second 
ordre 

^^-^(^^•^^-"^  =  "' 

où  Ji  désigne  un  nombre  entier  positif,  admet  comme 
solution  particulière  un  polynôme  de  degré  n,  et  cal- 
culer les  coefficients  de  ce  polynôme. 

Déduire  de  là  la  solution  générale  de  l'équation 
différentielle  et  la  ramener  à  une  quadrature.  Quelle 
est,  dans  le  domaine  de  l'origine,  la  forme  analytique 
de  cette  quadrature  et  celle  de  la  solution  générale? 

Analyse  supékielre. 

I.  Démontrer  qu' un  sysièine  complet  de  m  équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  linéaires  et 
homogènes  à  m  +  n  variables  indépendantes  peut  ton- 
jours  être  ramené  à  un  système  jacobien.  Déduire  de 
là  quil  admet  n  intégrales  distinctes. 

II.  Les  coordonnées  x,  j',  z  dun  point  d' une  cer- 
taine courbe,  étant  exprimées  en  fonction  d'un  para- 
mètre f,  satisfont  aux  trois  équations  différentielles , 


dx- 

= 

X' 

(.r-- 

z-  ) 

Tt 

y^ 

' 

df 

= 

11 

(z-i- 

.r2) 

di 

zx 

} 

dz 

= 

-i»  ■ 

{x-^  — 

y'). 

dt 

xy 

' 

en  oufre  cette  courbe  passe  par  le  point  (x,,,  j'o,  s,,)  Qid 
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répond  à  la  valeur  t  =  o  du  paritinètre.   On  posa 


■'"ô  "*"  .^'ô  "^  ■^î)  ^^  '!• 

et  Von  désigne  par  u  la  somme  x-  -\- y-  -h  ""• 

i"  Former  l'équation  du  troisième  degré  à  coejfi- 
cienls  fonctions  de  u  qui  admet  pour  racines 

2°  Déterminer  pour  chaque  valeur  de  la  constante  a 
Vintervalle  dans  lequel  varie  la  variable  positive  u. 

3"  Exprimer  u  à  l'aide  de  t  en  employant  la  fonc- 
tion p  de  Tf^eier strass  si  a  ^  i ,  et  examiner  particu- 
lièrement le  cas  de  a  =  i . 

U.   En  fonuant  d{x-),  d[y-)  et  d{z-),  on  voit  cjiu; 

dL(x'-y^z^)     et     d{~  ^  -^,  -^  l] 

sont  nuls,  de  sorte  que  l'on  a  déjà 

.,   ^.,    i, o     =>     >  "^r^ 

.T-y-  z-  —  J^ôfï,  «,]  —  —^  > 

y^  z'-  +  ^2  X'-  H-  x-^y^  =  yl  z^  -^z^xl^  xlyl  =   -^  ; 

comme  on  pose  x--f-  r--h  c-=  a,  x-^y-  el  --  sont  les 
racines  de  l'équation 

(I)  X3-  ,/X-^-+-  ^'  X  -  ^'  =  o. 

Pour  que  les  racines  soient  réelles  et  positives,  il  faut 
que  a  et  [i  soient  positifs,  et  que  u  rende  positive  la 
fonction 


(  •^•^7  ) 
il  est  nécessaire  pour  cela  que  o(m)  ail  ses  trois  racines 
réelles  et  que  a  soit  compris  entre  les  deux  racines  po- 
sitives-, pour  que  ces  conditions  soient  réalisables,  il 
faut  et  il  suflit  que  a^  i  et  que  y  rende  positive  la  fonc- 
tion o(m).  La  fonction  xi  de  t  est  délerniinée  par 
l'équation 

du  _  ■j>.r^(  )--—  z-  )-+-  7.  K^('-'^  —  ^-)  -^  iz'*{.r'^  —  y-) 
7Ft   ^  :rrz 

ou,  en  introduisant  le  discriminant  de  l'équation  (i), 
par 

Le  changement  de  variable  déterminé  par  l'équation 

0(3  —  (• 

U   =  — ! 


I 
donne,  pour  déterminer  v^  l'équation  canonique 

f  dv\  2 

(i)    l  —  \    =4,-3— .•2a^2(a-t-8)(^  +  8afJ3(a-i  — -zoa  +  S); 

comme  u  doit  varier  entre  les  deux  plus  grandes  racines 
de  l'équation  (i),  t^  variera  entre  les  plus  petites  racines 
^3  et  Ci  du  second  membre  de  l'équation  (2),  et  l'on 
aura 

i'  —  f„  —  r  —  a3  -(-  4  Y  =  ,p(  '  -I-  "->',  <'J,  <'j') —  <?.■} 

ou  bien 

Il  =  Y  -f-  ?  [  «'s  —  ]i (  /  -f-  (•/,  co,  w'  j] . 

Lorsque  a  =  i,  C5(</)  a  une  racine  double  m  ;=  jii  et  une 
simple  u^ — -[3;  il  faut  que  l'on  ait  constamment 
tf  =  [iJ  =  y,  de  sorte  que  x-,  r-  et  z-  sont  des  constantes 
eealcs  a  fr- 


(  -^^  ) 

Paris. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

Epreuve  écrite.  —  I.  On  considère  l'équalion  aux 
dérivées  partielles 

r{\  +  q'-)—  ispq  ^  t{ï=  f^)  =  o, 

OÙ,  SLuvant  V usage,  />,  <^,  /■,  5,  t  désignent  les  dé/'ivées 
partielles  des  deux  premiers  ordres  d' une  fonction  z 
de  X  et  y 

\  dx  -        ôy  dx-  dxdy  ^Y'] 

On  demande  de  tromper  toutes  les  solutions  de  cette 
équation,  pour  lesquelles  z  est  une  fonction  de  la  seule 
quantité  u,  en  posant 

u  =  \/x^^-\-y'^ . 

II.  Trouver  les  fonctions  z  des  deux  variables  x  et  y 
satisfaisant  à  l'équation  aux  différentielles  totales 

yz{y  -h  z)  dx  -+-  zx{z.  -^  x)  dy  +  xy{x  -\-'y)  dz  =  o. 
Epreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale  définie 

0 


[  —  .T^  dx. 


Mécanique  rationnelle. 

Epreuve  écrite.  —  Lin  cadre  rectangulaire  A' W CD' 
formé  par  quatre  tiges  rigides  invariablement  liées 
entre  elles  peut  tourner  autour  du  côté  A' D'  supposé 
•vertical  et  fixe.  Une  poulie  circulaire  homogène  H' 
est  liée  au  côtéB'C  de  façon  qu'elle  puisse  tourner 


(  ^-^9  ) 
libiemenl.   autour  de  B'C  sans  glisser  Le  ioiii^  de   ce 
côté.  Autour  de  celte  poulie  est  enroulé  un  fil  inexten- 
sible sans  niasse,  qui  est  ensuite  tend u  hori zonl idenient , 


A' 

B 

0- 

> 

c- 

ifui  passe  sur  une  poulie  infiniment  petite  E'  placée  tnr 
le  côté  A'D'  et  qui  pend  librement,  en  portant  à  son 
extrémité  un  point  pesant  P  de  masse  m. 

On  abandonne  le  système  à  lui-même  sans  vitesses 
initiales,  de  telle  façon  que  le  point  P  tombe  le  loiii^ 
de  la  verticale  A'D'.  Trouver  le  mouvement,  en  suppo- 
sant quil  n'y  ait  pas  de  frottements. 

^ioTATiONs.  —  On  appellera  a  la  longueur  A'  W ,  R  le 
rayon  de  la  poulie.,  M  sa  masse,  I  le  moment  d'inertie 
du  cadre  par  rapport  à  A'D'  ,  ô  et  '^  les  angles  dont 
tournent  respectivement  le  cadre  et  la  poulie  à  partir 
de  leurs  positions  initiales. 

Dans  la  figure,  on  a  représenté  au-dessous  de  la 
ligne  de  terre  W  lajyrojection  horizontale  du  système: 
AH  projection  liorizontale  du  cadre,  W  de  la  poulie, 
A  F  de  la  partie  horizontale  du  fil. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer,  en  kilogrammes,  la 
Ann.de  Mathéniat.,  3' série,  t.  WII.  (Mai  iSqS.)  lo 


(   ^^-^o   ) 
pression  de  l'eau  sur  une  porte  d'écluse  verticale  rec- 
tangulaire, en  supposant  qu  en  amont  l'eau  affleure 


au  côté  supérieur  AB  et  en  a\>al  au  côté  inférieur  DC. 
Déterminer  la  position  du  centre  de  pression.  La  lar- 
geur AB  de  la  porte  est  3"'  et  sa  hauteur  AD  =  4'"- 

iMiicANiQiin:   physique. 

Epreuve  théorique.  —  On  se  propose  de  construire 
le  dispositif  du  balancier  et  du  contrebalancio'. 

On  connaît  a  ptiori  la  position  et  la  longueur  C  du 
segment  ]M,  IMo  de  la  verticale  que  doit  décrire  approxi- 


mativement le  nnlieu  M  de  la  bielle  AB.  On  connaît  la 
longueur  l  de  cette  bielle  et  la  longueur  a  du  balan- 
ciez' et  du  contrebalancier.  Déterminer  les  points  d' ar- 
ticulation O  ef  C  du  balancier  et  du  contrebalancier . 
Dire  si  les  deux  solutions  que  fournit  le  calcul  sont 
également  admissibles. 


On  prendra 


/  =  o'".4H, 


(  ^-i'  ) 

Prouve!'  que.  la  point  M  décrit  la  verticale  avec  une 
erreur  moindre  (jaun  tiers  de  iiulliniiitre. 

Epkeive  i'kati(^)LE  —  Deux  arbres  parallèles  A 
e£  B,  distants  de  ^o''"^  portent  chacun  une  roue  dentée. 
Ces  deux  j'oues  représentent  un  engrenui^e  du  système 
à  développantes  de  cercles.  L'une  des  roues  a  2^  dents  ; 
on  demande  de  trouuer  le  nombre  des  dents  de  la  se- 
conde, sachant  (jue,  la  première  roue  faisant  80  tours, 
la  seconde  en  fait  120.  Trouver  les  rayons  des  circon- 
férences primitives  et  construire  le  pi'ojil  d' une  dent 
de  la  seconde  roue. 

AsïuoNouii;. 

Kpkeuvk  ÉcuiTi:.  —  Théorie  de  la  réfraction  astro- 
nonùifue  dans  l'hypothèse  des  couches  d'air  sphéricpies 
et  concentriques. 

Développement  en  séi  ie  de  V expression  de  la  réfrac- 
tion. 

Déternùnation  expérimentale  des  coefficients  de  la 
série. 

Epuecve  puatique.  —  On  a  observé,  en  un  lieu  de 
latitude  'i,  l  instant  du  passage  fl  une  étoile  de  dis- 
tance polaire  'Jl\  au  fil  moyen  d' une  lunette  méridienne 
imparfaitement  réglée.  Le  fil  n  a  pas  d'erreur  de  col- 
limalion  ;  l'axe  des  tourillons  est  horizontal^  mais 
l' extrémité  ouest  de  cet  axe  est  dévié  vers  le  sud  dun 
angle  a.  On  demande  : 

i"  De  calculer  la  réduction  au  méridien  du  temps 
du  passage  pour  le  cas  suivant  : 

C5  =:    jS.So.  10, 

a  =     I  .  10.    .'). 
■j."   De  discute/'  la  valeur  de  la  réduction  lorsque  la 


(  ■^3..  ) 
dislmice  polaire  de  l'étoile  varie  de  l'horizon  sud  à 
l'horizon  nord . 

Rennes. 

Analyse. 

Epreuve  écrite.  —  i"^  Déterminer  une  fonction  ana- 
lytique sachant  que  sa  partie  réelle  est  une  fonction 
homogène  d'ordre  m  des  deux  variables  x  et  y  ; 

2"  Etant  donné  un  polynôme  entier  de  degré  m 

0(5)  =  Ao='"-i- Ai^'«-i-i-...-+- A„,_,^^  A,„, 


calculer  l'intégrale 


/ 


£lii  >,(=).. 


effectuée  à  partir  d'un  point  donné,  le  long  d'une  cir- 
conférence aya/it  son  centre  à  l'origine  des  coordon- 
nées et  de  rayoJi  R  assez  grand  pour  contenir  toutes 
les  racines  de  l' équation  cp(z)  ^  o  ou  de  rayon  p  assez 
petit  pour  n'en  contenir  aucune  ;  on  suppose  bien  étendu 
cp(o)^o. 

Epreuve  pratique.  —  Intégrer  l'équation 

d^  y  dy 

ax^  dx 

AsTROxNOMlE. 

Epreuve  pratique.  —  i*^  Calculer  l'ascension  droite 
et  la  déclinaison  d'un  astre  dont  les  coordonnées  éclip- 
tiques  sont 

Longitude  \j  =  224"  36' 'io",  00 

Latitude      X=  — 6"   7' 10", 00 

2"  Corriger  après  coup  les  valeurs  trou\>ées  sachant 
(pie  la  longitude  L  doit  subir  une  correction  de  \" . 


(  ..H.i  ) 

Toulouse. 
Calcul  différentikl  et  intéghal. 

I^PREUVF.  ÉCRITE.  —  I.  Défiiiilion,  propriétés  cl  équa- 
tion différentielle  des  lignes  asytnptotit/ues  d'une  sur- 
face donnée  ;  cas  oii  la  surface  est  réglée. 

II .  Déterminer  pour  la  constante  a  une  valeur  réelle. 

positive,  différente  de  zéro  et  telle  que  l  équation  dij- 

férentiellc 

d-v  dy 

dx^  dx         -^ 

admette  une  infinité  de  solutions  qui  soient  des  poly- 
nômes entiers. 

Trouver  pour  cette  même  i^aleur  particulière  de  a 
l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée. 

III.  Démontrer  que  les  courbes  caractéristiques  de 
ré:/uation  aux  dérivées  partielles 

is/z-^^x  -^y  —  z-^\)-^-^  {yj z^- -^- X -^ y  —  z  —  i) -^  =  \ 
ox  <i  y 

sont  rectiligties  et  parallèles  au  plan 

X  — y  —  23  =  o; 

trouver  l'intégrale  générale  de  cette  équation. 

Epreuve  pratique.  —  a  désignant  une  constante 
réelle  choisie  de  façon  que  l  intégrale 


f 


x'^  dx 


ait  un  sens,  calculer  la  valeur  de  cette  intégrale. 

.■MÉCANIQUE    rationnelle. 

Kpreuve    ÉCRITE.   —    I.     Un   prisme   homogène   de 
masse  m.  dont    la    'Section   droite  rsi   u/i  triangle  rec- 


(  ^'^4  ) 

ta/igle  ABC  repose  par  une  de  ses  faces  recUmpuIaires 
sur   un  plan   horizontal  fixe  RR'  sur  lequel  il  peut. 


glisser  sans  frottement .  Un  corps  pesant  M  tle  niasse  m' 
et  de  dimensions  très  petites  est  posé  sur  la  face  Iiypo- 
ténusale  RC  du  prisme  et  glisse  s ui irait  la  ligne  de 
plus  grande  pente,  de  sorte  que  son  centre  de  gravité 
et  celui  du  prisme  soient  toujours  dans  le  même  plan 
xiertical  ABC.  La  pression  de  IM  sur  le  prisme  fait 
reculer  celui-ci . 

On  propose  de  déterminer  la  vitesse  du  corps  M,  sa 
trajectoire,  la  2ntesse  de  recul  du  prisme. 

Jf.  Lorst/u'une  figure  plane,  limitée  pa/-  une  ligne 
fermée,  possède  un  axe  de  symétrie  A,  si  Von  fait 
tourner  cette  figure  autour  d' un  axe  parallèle  à  A, 
le  moment  d'inertie  I,  relativement  à  ce  dernier  axe 
du  corps  engendré  par  V aire  plane  considérée  après 
une  révolution  complète,  est  égal  à  m(^h-  -f-  3  A-),  m  re- 
présentant la  masse  de  V anneau  supposé  homogène, 
Il  la  distance  de  l'axe  de  symétrie  de  l' aire  plane  à 
V axe  de  la  surface  de  révolution  qui  limite  le  corps, 
k  le  rayon  de  gyration  de  l'aire  génératrice  relative- 
ment à  l'axe  de  symétrie  de  cette  aire. 

r^PREUVE  PKATiQUE.  —  Déterminer  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité  d'un  arc  homogène  de  spirale 
logarithmique  (^j-  =  ae"'^).  On  prendra  pour  origine 
des  arcs  le  point  oii  la  spirale  rencontre  l'axe  polaire 

/•  =  (7 .   0  =  (1 . 


(  2.35  ) 

MiicvxiQui:  Af'i'i,iQL't:E. 
i.   J)escn'i)Lion  soininaire  du  joint  Goubet. 
II.    On  donne  In  droite  W)  définie  en  coordonnées 


rectangulaires  par 


y  =  ". 


et.  l'on  considère  le.  niom^ejnent  d'une  aiguille  MN,  de 
longueur  a,  dont  les  extrémités  M  et  N  .se  déplacent 
respectivement  sur  AB  et  Oy.  Soit 

l'équation  du  mouvement  de  M  sur  AB. 

i"  3Iontrer  qu'à  un  instant  quelconque  t  le  mouve- 
ment de  MN  est  {au  point  de  vue  de  Vétat  des  vitesses) 
un  mouvement  de  rotation  et  déterminer  le  segment 
qui  représente  cette  rotation. 

'>P  Une  seconde  aiguille  PQ,  invnriahloment  liée  à 
ta  première M2i  au  point  J,  de  manière  que  l'angle  des- 
deux aiguilles  soit  droit,  tourne  autour  de  MJN  (dans- 
le  sens  de  la  flèche)  d'un  mouvement  uniforme  donné. 


(.236  ) 
Décomposer  d'une  manière  simple  le  mouvement  du 
système  des  deux  aiguilles  : 

1°  En  deux  rotations  ;  2"  en  une  rotation  et  une 
translation. 

Astronomie  ov  IMécamqie  céleste. 

Epreuve  écrite.  —  .Connaissant,  j)ar  rapport  à 
Vécliptique  et  à  V équinoxe  moyens  d'ujie  date  T,  les 
éléments  de  l'orbite  d'une  planète,  déterminer  par 
rapport  au  même  équifioxe  l'ascension  droite  et  la  dé- 
clinaison géocenlriques  de  la  planète  à  une  date  quel- 
conque t.  Constantes  de  Gauss. 

Emploi  de  la  lunette  méridienne  pour  la  détermi- 
nation des  ascensions  droites  des  étoiles.  (  On  supposera 
connues  les  constantes  qui  définissent  la  position  de 
V  instrument.') 

Epreuve  pratique.  —  Une  lunette  montée  équato- 
rialement  est  installée  dans  le  voisinage  d' une  colonne 
'verticale.  On  dirige  la  lunette  sur  le  sommet  de  la 
colonne  et  l'on  constate  que  : 

i"  E angle  horaire  est  1^ -^ 

2°   La  distance  polaire  est  i  20°  i 

3°  L'œilleton  de  l'oculaire  de  la  lunette  est  à  60"' 
du  centre  du  pied  de  la  colonne  et  dans  le  même  plan 
horizontal. 

La  latitude  du  lieu  d' observation  est  4^"- 

On  demande  la  hauteur  de  la  colonne. 

{On  fera  le  calcul  avec  la  précision  que  comportent 
les  Tables  à  sept  décimales.) 


(  -^7) 


AGRÉGATIO\  DES  SCIENCES  ^lATHÉMATIQlES  (1896). 
SOLUTION   nu    PROBLÈME    DE    MÉCAMQUE    RATIONNELLE; 

Pau  m.  K.  FOUYÉ, 

Agrégé  clo  Matliématiqucs. 

Dans  un  plan  vertical  est  fixé  un  disque  circu- 
lai/e  A  dont  la  circonférence  est  dépolie. 

I.  in  point  pesant  V  est  placé  sans  vitesse  initiale 
sur  la  circonférence  du  disque  A,  dans  le  voisinage 
du  point  le  plus  haut,  du  disque  A  : 

i"  On  demande  de  déterminer  l'angle  minimum  a 
que  doit  faire  le  rayon  qui  passe  par  le  point  P  awec 
la  verticale  dirigée  vers  le  haut  pour  que  la  point  V 
cesse  d^étre  en  équilibre  ; 

2"  Si  le  point  P  est  placé  sur  le  disque  sans  vitesse 
initiale,  de  manière  que  le  rayon  qui  passe  par  le  point  P 
fasse  avec  la  verticale  un  angle  un  peu  plus  grand 
que  a,  le  point  P  glisse  d' abord  sur  le  disque,  puis 
quitte  le  disque.  On  demande  de  former  V équation 
<pd  donne  V angle  de  la  verticale  avec  le  rayon  qui 
passe  par  P,  lorsque  ce  point  P  se  détache  du  disque 
pour  tomber  librement. 

II.  Sur  le  disque  circulaire  A,  dans  le  plan  de  ce 
disque,  on  place  un  deuxième  disque  circulaire pesatit  B 
qui  est  homogène  et  dont  le  rayon  est  égal  à  la  moitié 
du  rayon' du  disque  A.  La  circonférence  de  lî  est  dé- 
polie, en  sorte  que  les  deux  disques  frottent  l'un  sur 
l'autre;  on  néglige  la  résistance  au  roulement,  yî 
l'origine,  le  disque  \^  est  sans  vitesse  et  le  rayon  du 
disque  A    aboutissant    au  point  de  contact   des   deu.v 


(  '-^38  ) 
disques  fait   avec    la    verticale  ascendante  tui   angle 


Entre  quelles  limites  doit  être  compris  [j  pour  que 
le  disque  B  roule  d'abord  sans  glisser  sur  le  disque  A  ? 

Eji  admettant  que  le  disque  13  commence  par  rouler, 
étudier  son  mouvement  et  former  les  équations  qui 
donnent  :  i"  l'angle  que  fait  avec  la  i>erticale  ascen- 
dante le  rayon  de  A  qui  passe  par  le  centre  de  B  à 
l'instant  oii  cesse  le  roulement  simple  sans  glissement  j 
2°  l'angle  analogue  à  V instant  oii  le  disque  B  se  dé- 
tache de  A.  Dans  les  deux  questions,  on  désignera  pcirj 
le  coefficient  du  frottement  de  glissement. 

1.  I  "  Prenons  pour  unité  de  niasse  la  masse  du 
point  P;  en  ce  point  sont  appliquées  trois  forces  :  le 
poids  g^,  une   force  F   tangente  au   cercle  et  nue  force 

Fi  g.   I. 


normale!  N.  Cherchons  à  quelles  conditions  le  point  P 
sera  en  équilibre.  En  projetant  sur  la  tangente  et  sur  la 
normale  en  P  les  trois  forces  énoncées  précédemment, 
nous  devons  avoir 

F  =  ^  sin  a,  N  =  .j;*^  cosa, 

la  somme  des  moments  des  forces  par  rapport  au  point  P 
est  évidemment  nulle;  il  ne  reste  plus  qu'à  écrire  l'iné- 
galité 

Fll/iN         nu         tanga  ^/=  lanjxcp, 


(  239  ) 
(  csl-à-dire 

Donc,  dès  que  Ton  aura  a>»c3,  le  point  cessera  d'clre 
en  équilibre. 

2"  Les  équations  du  niouvcnieiU  du  point  sont 

-.-  =  ^  sin  a  —  l' .  —  =  i,'  cos  a  —  A . 

On  a  de  plus 

F  =  fS,  {•  =  S3t'  (  j.  i';iy(in  liii  disque  A  ). 

Ou  peut  donc  écrire  les  équations  du  mouvement 

a  =  -  sin  a  —  —  »  a  ^  =       cos  a  —  —  • 

P  ?  P  ? 

On  en  déduit  par  l'élimination  de  N  l'équation 

a"  —  fu-  =  --  (  sin  X  — /cosa) 
ou 

~  — /a-—  -(sinx  —  /cosa), 

■1    d-x        ''  p 

et,  CM   intégrant, 

•;>    rr 

a'2=  Ce^/a- -1 — -^  [(.,y2  _  ,)  cos  a—  S/sinz  ]. 

01  I  —  .\  /  -  ) 

Poui"  déterminer  la  constante  C,  remarquons  qu'au  dé- 
but du  mouvement,  on  a 

a  =  a,,.         aj,  ^^  o, 
donc 

o  =  C  e^/ao  -4-      — ^'^  .,^  [(  •>.  /"-^  —  I  )  cos  an  —  :3/  si  n  ao  ] . 

p  (  I  -r-  4/  -  ) 

On  a  donc 


a'2  =  '•''    - —  '(•}.f^ —  i)  COS'/  —  3 /"sin  a 


((•2/2—  I  )  fosa,,— -  i/sina,,]  ^2/  x-a„' ., 


(  ^4o  ) 

Lorsque  le  point  P  se  détachera  du  disque  pour  lonibcr 

librement,  on  aura 

N  =  o, 

c'est-à-dire,  en  vertu  des  équations  du  mouvement, 


a  -  =  —  cosa. 

P 


L'équation  demandée  est  donc 

■?.       [ 
-—^  '  (2/- —  i)  cosa  —  3 /sinx 


I  +  4/'-  ( 


[(  2/^  —  1  )  cos  ao  —  3/ sin  ao  ]  e^/'^^- «»'    =  co?  a 


3  cosa  -f-  6/sina  -\-  2 [(■>./- —  11  cosao —  3/sinao]  e^/.a-ao'  —  o. 

IL   Soit  0  le  rayon  du  disque  B,  celui   du  disque  A 
sera    20 j  prenons  pour    unité  de   masse    la    masse   du 

Fig.  2. 


disque  B;  les  équations  du  mouvement  du  centre  (;,  y,) 
du  disque  B  seront 

^"r=  —  F  cosa  -t-  N  sina,  r/'  =  Fsina  +  N  cosa  —  g-. 

On  a 

r  =  3osina,  d'oîi  ^"  =      3p(cosaa" — sinaa'^), 

•rj  =  3pcosa.  d'où  r,"  =— 3  p(sin  aa"-4- cosaa'- t. 


(  '^-i'   ) 

Les  équations  du  mouvement  pourront  alors  s'écrire 

—  r  cosa  —  N  sin  a  =  3  p(cosaa" —  sin  aa'-  ), 
F''  sina  -r-  .\  rosa  —  g  =  —  3p(sin  aa"-i-  cosaa'*). 

Multiplions-les  par  sin  a,  cosa  et  ajoutons,  puis  par 
—  cosa,  sin  a  et  ajoutons,  nous  aurons 

(  1  )  N  —  g  cos  a  =  —  3  sa''^ , 

(  7  )  F  —  ^ sin  a  =  —  3  pa ". 

Le  théorème  des  moments,  appliqué  à  l'axe  perpen- 
diculaire au  plan  du  disque  B  et  passant  [)ar  son  centre 
donne 

£-'0"=oF         ou         ûB"=-2F, 
•i.  '  ' 

0  étant  l'angle  d'un  rayon  fixe  131  du  disque  B  avec  une 
direction  fixe,  la  verticale  descendante.  Si  le  disque  B 
roule  sur  le  disque  A,  en  choisissant  convenablement  le 
rayon  fixe  BI,  on  aui-a 

6  =  3a.         d'où         0'=  3  a"; 

par  suite,  on  a 

(3)  3pa"=-2F. 

éliminons  F  entre  (2)  et  (3),  on  a 

„      'i-g   . 
a  =;  — -  sin  a, 

9P 

d'où,  en  intégrant, 

l  (Hy^     \g 

a'-=(— -1    =  — 2-(cosp  —  cosaj  (^  valeur  initiale  de  a  \ 

et,  par  suite, 

i  •\  "^1  /s    _   Ç  '''^• 

•J  r     p         Jq^    y/cos3  —  cosa 

De  (2)  et  (3)  on  tire 

(5^  F  =  ^:ii^. 


(  M-^  ) 
Au  début  du  niouveineul,  on  a 

a  =  [i,  a'  =  o; 

l'équation  (i)  donne 

et  l'écjuation  (  5) 

F  = 


sin  p 


et,  puisqu  il  y  a  roulement,  on  a  nécessairement 

F£/N, 
c'est-à-dire 

tangp£3/. 

Donc  |3  doit  être  compris  entre  s  et  (o,  (.0  étant  tel  que 

tangoj  =;  3/,  et  z  aussi  petit  que  l'on  veut,  mais  ^  o^ 

pour  £  =  o,  il  j  a  équilibre. 

Supposons  P  ainsi  clioisi^   le  mouvement  du  centre 

du  disque  B  est  alors  donné  par  l'équation  {\)\  on  doit 

avoir 

cosp>cosa         ou         a  >  ^, 

a  va  donc  en  augmentant,  le  radical  doit  être  pris  avec 
le  signe  -\-. 
On  a 

N  =  ^'^  cosa  —  3  pa'-  =  |-  (7  cosa  —  4  cos  ^), 


a  allant  en  augmentant,  F  augmente  et  N  diminue^  il 

l'on  aui 


'b 

arrivera  un  moment  où  l'on  aura 


c'est-à-dire 

<6)  siua  —  /Y 7  cosa  —  4cosjil)  =  o. 

Pour  7.  =  [i,  on  a 

sinp  —  3/cosp  <o,         car         tang3  <  3/; 


(  '^^l-i  ) 

pour  '/  =  ()(•",  on  a 

I  -r-  1/cos  3>  o. 

Donc   l'équalion    (('))    admet    une    racine    [j,    comprise 
entre  [j  et  90". 

Le  roulement  simple  sans  glissement  cesseia  donc, 
dès  que  y.  atteindra  la  valeur  ^i,.  A  partir  de  ce  mo- 
ment,  les  équations  du   mouvement  changent  ;  ce  sont 

\  —  ^  cosa  =  —  '^p^'^, 

V  —  .:,'  sin  a  =  ^  3  pa", 

p6"=2F        et         F=/N. 

Eliminons  N  entre  les  deux  premières,  où  l'on  a  reni- 
placé  F  par^N,  nous  aurons 

(7)  a"— /a'2=  •^'^(sina— /cosa), 

d'où 

a  -=  Le-f '■'■-+-  - — ; — '■ -rr  [('2/- —  I )  cos  a  —  3  /  sinal. 

Pour  déterminer  la  constante  C,  écrivons  quepoui'  y.  =  [ii, 

■j.  '  ^ 
^lOus  aurons 


a'i=  li'(cos^  — cos|3,). 


^^  (cosfj  —  cos  3]  ) 
•J  ? 

-Ge^/P.-4-3^^^^5^yj-[(-.>./^-Ucos:i,-3/si>.!ï.], 


sin  f5i  = /(  7  cos  pi  —  .\  cos  p  ). 

L'équation  (j)  montre  que  le  centre  du  disque  lî  se 
meut  comme  un  point  pesant  placé  sur  un  disque  con- 
centrique à  A,  de  rayon  3  0,  lu  pesanteur  et  le  coellicienl 
de  frottement  restant  les  mêmes. 


(  2,14  ) 


O. 


?  9  •    Vp 


Û"-G/ 


Lp( 


— ^^— — -  (  cos  a -4- -2/ sin  a )  —  G  e2/a  I 


■2  -2/ 


Le  disque  B  quillera  le  disque  A  lorsque;  i\  s'annulera, 
e'est-à-dire  lorsque  0"  s'annulera  ;  l'angle  a  eorrespon- 
danl  sera  donné  par  l'équation 


P(i  +  4/^) 


(cosa  -+-  ■i/s'iiict)  —  Ce-f^  =o. 


OIESTIOKS. 


1797.  Intégrer  l'équation 


d'^v        n       rf"-' r       n(n  —  i)    ^  d"-^  y 

dx'^         I       dx"'^  1.2  c^a;"--  -^ 


les  coefficients  sont  ceux,  de   la  formule  du   binôme,  en  sorte 
que  l'on  peut  écrire  symboliquement 


d 


\dx 


^  a-      y  =  o. 


(H.  LaijRent.) 


.'  1708.  Par  un  point  m  d'une  conique  on  fait  passer  un  cercle 
qui  coupe  cette  courbe  aux  points  a,  b,  c.  Démontrer  que, 
quel  que  soit  ce  cercle,  la  droite  de  Simson  de  /?i,  par  rap- 
port au   triangle  abc,   passe  par  un  point  fixe. 

(Mannheim.) 

1799.  Trouver  toutes  les  courbes  qui  sont  homothétiques  à 
leurs  développées.  (M.  d'Ocagne.) 


(  ■^/^^  ) 


MiKMii:i{  coxcorus  des  «  xoijviîlM'S  vwales  » 

point  ISflS. 


Note. 

Aucnii  li'.'iv.nl  iclalil  à  ce  ("oiicoms  n'est  parvenu  ;i 
la  Kédnelioii  dans  les  délais  preseiits.  En  consécjncnee. 
et  d'apiès  les  conditions  i^éniTales  (  reproduites  p.  .\^C) 
du  dernier  \  olnnie  ),  les  avanlap;es  iiidicpiés  seront  re- 
portés sur  le  d<n\ièMie  concours  pour  i  8g8.  Il  resie 
cependant  bien  entendu  (pi'un  seul  Mt'tnoire  sera  iiis('r('- 
dans  \v  Journal. 


COXGRÈS  IMERWTIOWL  DES  MATIIEMATICIEXS, 
A  PAUIS,  E\    11)00. 


La  Société  Alatliéniaticpie  de  France  a  constitué  un 
Comité  d'organisation,  en  vue  du  Congrès  de  Paris.  Le 
bureau  de  ce  Comité  est  celui  de  la  Société  Mathé- 
matique. Il  a  été  décidé  que  la  dale  du  (Congrès  serait 
lixée  du  5  au  12  août  ir)oo,  inelusivetnent,  et  que  Ion 
sollicitera  le  ratta(  lienient  à  TExposition  universelle,  ce 
(|ui  n'empècheia  nullement,  du  reste,  de  tenir  des 
séances  en  dehors  des  locaux  de  rExposii,ion. 

Le  Comité  d'organisation  s'est  divisé  en  deux  (Com- 
missions, dénommées  Commission  des  trasuni.v  scienti- 
fiques et  ComniissioJi  (uhuiiiislralive. 

La  Commission  des  travaux  a  pour  pi«''sident  .M.  Poin- 
cAKi'.;  pour  vice-présidents  MAL  Ai'i>i:i,i,  et  Prc  vrin:  poirr 
secrétaire  AI.  I{  afi  v. 

.-4/7/?.  (/('  Malliémal..  'V  s.hie.  l.  WII,  (,luin  iftf^S.)  l(J 
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La  Commission  adiniiiislralive  a  pouf  président 
M.  Darboux;  pour  vice-présidents  MM.  Hvton  de  la 
GoupiLLiÈRE  et  Vicaire;  pour  secrétaires  MM.  Dupoucq 
et  Laisaivtj  pour  trésorier  M.  Désiré  Akdré.  jNous 
croyons  savoir  cependant  (]ue  ce  dernier,  en  raison  de 
son  état  de  santé  et  de  ses  nombreuses  occupations  |)ro - 
féssionnelles,  insiste  pour  être  remj)lacé  dans  les  fonc- 
tions où  l'avait  appelé  à  l'unanimilé  la  coniiance  de  ses 
collègues. 

Nous  rappelons  que  le  président  de  la  Sociéié  Mathé- 
matique actuellement  en  exercice  est  M.  Lecornd,  qui, 
par  cela  même,  est  aussi  président  du  Comité  d'organisa- 
tion, et  que  le  siège  du  Comité  et  des  deux  Commis- 
sions est  celui  de  la  Société  Mathématique,  ^7,  rue  des 
Grands-Auguslins.  C'est  là  que  doivent  être  adressées 
toutes  les  communications  concernant  le  Congrès  inter- 
national de  1900. 


[06aa] 

PROJECTION  OUTIIOOO\'ALE  SUR  UNE  SURFACE 
DE  RÉVOLITION; 

Par   m.  Gemimano  PIRONDINI, 

Professeur  à  riiislitut  leclinique,  à   ['arme. 


1. 

Soient  2  une  surface  de  révolution  dont  l'axe  est  sur 
l'axe  des  z,  L  une  ligne  quelconque  et  A  la  projection 
orthogonale  de  L  sur  la  surface  S.  Si 

K[x{t),y{t),  z{t)l     A, [?(«),  •'](«),  r(«)] 
sont   deux   points  coirespondants  des   lignes  L,  A,  les 


(  M7   ) 
('•(j  II  a  [ion  s 

,  (iz  iir  (!': 

■    aif  du  '    (In 

<;xpriiueiiL  éviJcniiiK'iit  (jiit;    la  droite  AA,   esL  normale 
à  S.  En  posaiU 

(2)  ;  =  pc(>^»,  r,  =psin»,  ;i  =  U, 
les  conditions  (i)  deviennent 

(3)  /.r'-i-Hj'^p'=  pp'-i- UU'— -U';  tiinir;/.  =  ^• 

Si  la  ligne  méridienne  de  -  est  représentée  par 
l'éfpialion 

(4)  :«=*(?„). 

la  premiî-re  é(juation  (3)  est  à  ri-mplacer  par  l'autre  : 

(  5 )  ^ *' (  p  )  -i-  \/.r^^y-  =  p  -4-  'I' (  p )  *'( ?  )• 

Quand  la  surface  ï  et  la  ligne  L  sont  données 
d'a\ance,  on  peut  éliminer  un  des  paramètres  /,  u  entre 
la  deuxième  équation  (3)  et  l'équation  (j).  On  obtient 
ainsi  0  eu  fonction  de  u  ou  de  t  respectivement,  ce  qui 
[en  vertu  des  écpiations  (2)]  équivaut  à  la  détermination 
de  A. 

Quand  la  ligne  L  est  placée  sur  le  plan  c  =  o  et  que 

(6)  R=/(«) 

est  son  équation   polaire,  la  détei-mination  de  A  est  ra- 
menée à  la  résolution  de  l'écjnation 

(7)  J\u)  =  p-+-*(p)*'(p) 

par  ra[)port  à  p. 

Jixaniples.  —  1"  Si  li  est  un  cône  de  révolution 
dont  0  est  le  d<'mi-angle  au  sommet,  j)t)iir  la  (h'ierminu- 


(  ^-18  ) 
lion  de  A  il  suffit  de  faire 

p  =  {z  cosO  -+-  \/.r--i-j)'-  sin  O)  sinO,       ?in  u  =  —— 


y 


s/x-^^y 


dans  les  équations  (2). 
Eu  supposant 


on  trouve 

0  =  tn  (a  cosO  -+-  sin  0)  siiiOe'""  -f-  3  si  116  cosO. 

Ou  a  donc  ce  théorème  : 

Si  une  hélice  cylindro -conique,  pincée  sur  le  cône  rie 
révolution  S',  est  projetée  sui-  un  autre  cône  S  ayant  le 
même  axe  que  -',  on  obtient  une  ligne  A  dont  la  pro- 
jection équatoriale  est  une  conchoïde  (')  d'une  spirale 
logarithmique  par  rapport  au  pôle  de  cette  courbe. 

Quand  les  cônes  !S,  -'  ont  le  même  soiniiiet  (  ^3  ^  o), 
la  ligue  A  est  elle-même    une   liélice  cvliudro-conicjue. 

2"  Si  la  méridienne  de  2  est  la  cour])e  di;  troisième 
ordre 

Ç„  =  v//n  ^^ -I- rt  ^1 -H />  ^0 -+- ^ 

et  si  L  est  la  ligne  plane  (()),  on  a 

3mp--i-  2(/i  -7-  i)p  -T-/>  —  2/(»)  =  o, 

d'où  il  suit 

n  -T-  i 


7; —  \/{n  ^\)-  —  3  mp  -r-  6  mf{  u  ) 


j  m  j  m 

et  la  détermination  de  A  n'offre  aucune  difficulté. 


(')  On  appelle  conchoïde  d'une  courbe  C  par  rapport  au  point  A 
la  courbe  C  qu'on  obtient  en  augmentant  d'une  quanlilé  constante 
les  rajons  vecteurs  de  la  ligne  C  issus  du  point  A. 


(  M9  ) 
En  supposant  successivement  ni  =  o^  m  =  o,  /?  =  o; 
m  =  o,  /7  =  o,  on  arrive  à  des  tliéoiènies  (|ui  sont  con- 
tenus dans  ceux  du  §  IIJ. 

II. 

Si  la  ligne  méridienne  de  la  surface  S  engendiée  par 
la  rotation  de  L  autour  de  l'axe  des  z  est  leprésenléc 
par  lécjuation 

on  a 

V^a^^H-j'^  =  K,  ^=:F(R), 

<'t  la  condition  (5)  donne 

(S)  p  — K  +  [<I>rp)— F (H)| '!>'(?)  =  o. 

Si,  au  contraire,  les  lignes  méridiennes  des  surfaces 
i!,  S  sont  représentées  par  les  équations 

la  première  condition  (3)  donne 

(9)  r  -  -  +  [Wa)  -  Viz\\  T'C  )  -  o. 

Il  s'cnsnit  (jue  les  rayons  vecteuis  R,  p  sont  lias  /xir 
une  relation  Jinie  et  les  hauteurs  correspondantes  z,  ^ 
sont  liées  par  une  autre  relation  finie.  Ces  relations 
dépendent  seulement  de  la  nature  des  surfaces  -,  S. 

Si,  par  exemple,  2^  est  un  cône  ayant  son  sommet  à 
l'origine  [ft(ço)=  ^-io]  et  si  S  est  un  j)araboloïde 

['■■(-«)  =  ^]> 

les  relations  dont  on  vient  de  |)ailer  sont 

a  2  \         a-/  ■ 

Quand  on  donne  d'avance  la  relation 

ClO)  n=:A(o) 


(    aao   ) 
enlre  les  rayons  vecteuis  R,  o,  ou  J)ien  la  rclalion 

(11)  ^  =  L(r) 

entre  les  hauteurs  2,  Z^  les  équations  (8),  (9)   peuvent 
s'écrire 


(12)  F[A(p)J  =  *(p) 

(i3)  P[L(C}]  =  ^'(r) 


p  —  -^(p) 
r  — L(r) 


et  Ton  peut  déterminer  ï  ou  S  quand  on  donne  respec- 
tivement S  ou  S. 

Dans  le  premier  cas,  la  détermination  d(;  la  méri- 
dienne de  S  est  ramenée  à  l'intégration  d'une  des  équa- 
tions différentielles  (12),  (i3). 

Dans  le  deuxième  cas,  après  avoir  remplacé  0  dans  le 
deuxième  membre  de  l'équation  (12),  ou  Z,  dans  le 
deuxième  membre  de  l'équation  (i3)  par  les  valeurs 
qu'on  déduit  des  é(juations  (10),  (i  i),  on  obtient 

F  =  ;ji(R),  P  =  -,(z). 

jx,  V  désignant  deux  fonctions  connues.  D'après  cela,  la 
méridienne  de  S  est  la  courbe  représentée  par  une  des 
équations 

Exemples.  —  1°  Si  S  est  un  cône  [F  (j"o)  =  'J-Xa-r-  {j^ 
et  R,  p  sont  liés  par  la  relation 

R  =  A(p)  =  o^a. 

la  méridienne  de  ï  est  la  couibe 

\  a/        a  Cl  ■ 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

y  2 

■?"  Si  la  méridi(>nne   de  i!  est  la  parabole  Cn=  —  et 


(  ^'^^^'  ) 

2,  Z  sont  li(;s  par  la  relation 

la  méridienne  de  S  est  la  ligne  du  einquicine  ordre 

—    "^      ■    '"  ^  ^'^  ~^'^ , 
a-  m  1  Zn 

1/éqnalion  (-)  dénionli-e  que  :  Lorst/tie  I<l  lii^iic.  L 
est.  tracée  sur  le  plan  coordonné  z  =  o,  tes  rayons 
vecteurs  R,  p  sont  liés  par  la  relation 

K  =  p  -+-.i,(p)fl.7p). 

Il  s  (Misuil  que,  si  l'on  connait  d  avance  la  relation  (lo) 
entre  R,  c,  on  a 

'P-(p)  —  -i  I  \(  p)  dp  —  p-  -i-  c, 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

Dans  ce  cas,  la  ligne  méridienne  de  'ï,esl  représentée 
par  l'équation 


\^o.  f\ao)di_o-n 


Si,    [)ar   exemple,    R^A(o)  =  «o"',    la    méridienne 


de  ^  est  la  ligm; 


Pour  7»  =:  I ,  L  est  une  ligne  homothétique  à  la  projec- 
tion équaloriale  de  A,  et  S  est  une  surface  du  deuxième 
ordre  à  centre  (voirie  §  IV). 

m. 

Quand  les  rayons  vecteurs  R,  p  sont  liés  par  la  rela- 
tion (lo)  et  les  hauteurs  ~,  Z  par  la  relation  (i  i),  la 
première  condition  (3)  donne 

^M)  UU'+pp'-U'LrU)— p'A(p)=... 


(  ^^y^  ) 

Il  s  ciisuil  (jiKî  :  La  /né/idie/inc  de  la  surfaca  ^  csl  la 
courba  l'epréseiilce  par  l' cquatioii 

(•5)  rii  -T-  |2  -  2  |l  (-„)  <o-  •^'.  /  .V  (ïo  )  dU=  c, 

c  éiaiiL  une  conslaiiLc  arhit ralrc. 

Si  l'on  Jotine  la  surface  S  t;l  la  relation  (i  i),  l'éqna- 
lioii  (  I  4  )  tlénionlre  que  les  rayons  veeleurs  R,  o  sont  liés 
pai-  la  rclaliou 

A  (p)  =  R  =  p  +  <I.  (p)  cl,'(p)  _  rj.'(  p  )L  ['I>  (  p)]. 

Si,  au  contraire,  on  donne  1'  el  la  relation  (lo), 
l'équation  (i  4)  pt'nl  s'écrire 

(.6)         L[<P(p)j  =  <i>(p)-^p~|y- 

Et  puisque,  en  résolvant  l'équation 

*  =  *(?), 

par  rapporta  p,  le  deuxième  membre  de  ré(jualion  (i()) 
se  réduit  à  une  fonction  connue  0(tl>)de  fl>,  on  voit  que 
les  liauteurs  2,  ^C,  sont  liées  par  la  relation 

Supposons  que  les  rayons  vecteurs  K,  p  soient  liés 
jiar  la  relation 

(17)  1>  =  m  p  +  //. 

et  les  hauteurs  c,  ^  par  l'autre  lelation 

(18)  z  =  kt_-+-h. 

L'équation  (ij)  démontre  que  la  ligne  méridienne 
de  S  est  la  conique 

(19)  {i  —  k)ll-T-{\—  iny:;l—-ilLl^—  ■i/i^o=  c. 

Si  l'on  suppose,  au  contraire,  que  la  ligne  méridienne 


(  ^-5.-^  ) 
(I(>  X  soil  la  coiii(|iic 

(?.o)  A^i'-r-  lii;^-f-  jC^o—  •'-lJ;y+  K  =  o, 

cl  qu'il  subsiste  la  relation  (17),  ou  l)ieu  l'autre  (18), 
l(;s  cousitleralions  (ju'ou  vient  d'ex[)osei'  conduiseiil  au 
tliéoiènie  suivant  : 

Si,  dans  la  j)/ujj(X'lio/i  u/lho^ufia/r;  d'iinct  liqiia  L 
siii'  une  surface  de  l'évolution  i],  on  cnonce  les  trois 
rondilions  :  i"  Les  hauteurs  z^'Z^  sont  liées  par  une  re- 
talion linéaire  (18);  2"  les  rayons  i>ecteurs  lî,  0  des 
projections  ét/uatoriales  des  lignes  L,  A  sont  liés  par 
une  relation  linéaire  (17);  3"  la  ligne  méridienne 
de  ï  est  la  coni(/ue  représentée  par  l' équation  (20), 
les  coefficients  A,  B,  C,  D  vérifiant  les  conditions 

(-21)         A  //  -f-  (^  (  I  —  /.  )  =  o,  H  /i  -f-  IJ (  I  —  m  )  =  o, 

deux  de  ces  conditions  entraînent  nécessairement  la 
troisième.  La  ligne  L,  dans  la  rotation  autour  de  V axe 
des  z,  engendre  une  surface  dont  la  courbe  méridienne 
est  la  coni(/ue 

^  /  ,   ,        K  ,  ,      '2  G ,         ,        ■il), 

/  .;  (■:«  —  'n'--. ^  (^0—  «/-  -+-  -jr  (-U—  /')  H (-^0—  «)  H-  E  =  o. 

Cas  particuliers .  —  Dans  l'equaion  (20)  supposons 
suecessivenient 

//  =  0.         n  =  o  :         /<  =  o,         //t  =  I  ; 
/.==  I ,         /i  =  o  ;         /.^  ^  I ,         rti  =r  1 , 

cl  compaions  ensuite  les  é(|ualioiis  qu'on  va  obtenir  à 
l'cipialion  (20).  On  a  respecli\  enicnl  : 


C  =  o, 

r  )  =  0  : 

n  =  o. 

G  =  o: 

A  =  0. 

D  =  0  : 

A  =  0, 

IJ  =0. 

ce  (jiii  dénioulre  que  les  eoiulilions  (^21)  sont  \ériliées 
|)ar  identité. 


(  ^M  ) 

Ou  a  donc  les  lliéurènies  : 

Si,  dans  la  i)rojectLon  orthogonale  d'une  ligue  L  sur 
une  surface  de  révolution  D,  on  énonce  les  conditions  : 

A.  1°  Les  hauteurs  z,  "C,  sont  proportionnelles  ^ 
'2"  les  projections  équatorinles  des  lignes  L,  A  sont 
deux  courbes  honiothétiijues  par  rapport  à  V origine  : 
3°  la  surface  S  est  du  deuxième  ordre  à  centre  ; 

B.  i"  Les  hauteurs  z,  'C  sont  proportionnelles  ;  2° 
une  des  projections  cquatoriales  des  lignes  L,  A  est 
une  conchoïde  de  Vautre  par  rapport  à  l' origine; 
3"  la  surface  S  a  pour  méridienne  une  parabole  ayant 
son  axe  sur  l'axe  des  x  ; 

C.  i'^  Les  hauteurs  z.  "C,  ont  une  différence  con- 
stante; 2°  les  projections  ét/uatoriales  des  lignes  L,  A 
sont  deux  lignes  honiothétiques  par  rapport  à  Vori- 
gine ;  3"  la  surface  S  est  un  paraboloïde  ; 

D.  1°  L^es  hauteurs  z^  "Q  ont  une  différence  con- 
stante; 2"  une  des  projections  équatoriales  des  lignes 
L,  A  est  une  conchoïde  de  l'autre  paj-  rapport  à  l' ori- 
gine ;  3"  la  SU) face  S  est  un  cône: 

Deux  conditions  de  A,  13,  C,  D  entraînent  nécessai- 
rement la  troisième.  La  ligne  L,  tournant  autour  de 
l  axe  des  z,  engendre  une  surface  S  de  la  même  na- 
ture que  1'. 

En  appliquant  les  lliéorènies  précédents  (A,  C),  on 
eu  déduit  la  pioposilion  suivante  : 

Quand  les  lignes  L,  A  sont  placées  sur  deux  plans 
parallèles  entre  eux  et  parallèles  à  V axe  des  z  : 

1°  Si  les  hauteurs  z,  "C  sont  proportionnelles ,  2]  ef  S 
sont  deux  surfaces  du  deuxième  oidre  à  centre  (L  et 
A  sont  deux  ellipses  ou  deux  hyperboles)-^  et  vice  versa  ; 

2"  Si  les  hauteurs  ~,  ÎJ  ont  une  di^érence  constante. 


//«, 


(  ^^^  ) 

/es  SU! /(tacs  ï,  S  sont  deux  paraholoïdcs  (L  et  A  sont 
deux  peu  aboies)',  et  vice  versa. 

IV. 

Si,  dans  la  [)reniière  «''(jualioii  ('J),  ou  suppose  siicccs- 
siveincnt  :  s  i^  A!^  =  A  U,  :;  =  o,  on  obi  iciil  aptes  l'iii- 
U'i^talioii 

Ç  =  4 /-Jt  Tr  o'  </«  —  p2 -~  n, 

/n,   n   l'IaiiL   des   constantes    arbitraires.    En    sup])osant 
ni  =  n,  on  a  cet  énoncé  : 

Lorsque  les  hauteujs  z,  J^  sont  pioportionnelles 
{z  =  h'C^),  si  une  ligne  Lp  et  sa  projection  é/juatoriale  Lo 
sont  projetées  sur  les  sur/aces  S^,  S  suivant  les  lignes 
Ay,,  A  a)  ant  la  même  projection  ê</uatoria/e  Ay,  on  a 
entre  les  hauteurs  "Çp,  v  la  relation 


■'■    v/r-A- 

En  vertu  de  ce  théorème,  à  chaque  propriété  relative 
au  cas  où  z,  (^  sont  proportionnelles,  correspond  une 
autre  propriété  relative  au  cas  où  L  est  sur  le  plan 
'  =  o;  et  vice  versa. 

Par  exemple,  les  propriétés  A  et  B  du  §  lil  conduisent 
au  théorème  (pie  voici  : 

Quand  la  ligne  primitive  L  est  sur  le  plan  z  =  o  : 

1°  Si  celle  ligne  est  homothé tique  à  la  projection 

èquatoricile  r/e  A,  S  est  une  surface  de  deuxième  ordre 

à  centre  ;  et  vice  versa  (voir\c  dernier  théorème  du  §  II); 

■'."  Si  celle  ligne  est  une  conchoïde  de  la  projection 


(  256  ) 
('(juatorinlc  de;  A,  ï   d  pour  méridienne,  une  parabole 
ayant  V axe  sur  l'axe  des  x;  et  vice  versa. 

Le  premier  de  ces  théorèmes  coiicliiil  à  la  propriélé 
suivante  :  Quand  la  li^ne  primitive  L  est  une  droite 
du  plan  z  ^  o  et  que  A  est  sur  un  plan  parallèle  à  V axe 
des  z  et  à  la  droite  L,  S  est  une  surface  du  deuxième 
ordre  à  centre  (A  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole);  et 
vice  versa. 


En    considérant 
équations 

ï  =  p  co%u. 
X  ^=  K  cos  u. 


les    lignes    A,    L    définies 


pa 


les 


r,  =  p  sin  », 
j/  =  R  s  i  n  2< , 


=  U 


;(  «), 


et  les  lignes  A|,  L|  délinies  par  les  autres  équations 

çi  =  pi  cosK  =  (p -H  A)  cos«,  -fji=pisiii«  =  (p -H  A)  sin  », 

^-1=  R,  cos  u  =  (Fi  -\-  /{)  cos»,         _yi  =  Ri  sin  »  =  (R  -i-  A)  sin  u, 
Zi  =  z(u). 

on  trouve  que  les  conditions 

Rp'=  pp'+UU'—  -U',         Rip',  =  pip'i -hUl)'— 5U' 

reviennent  l'une  à  l'autre.  On  a  d(Uic  ce  théorème  : 

Si  l'on  augmente  les  rayons  vecteurs  des  projections 
èquatoriales  des  deux  lignes  A,  L  d'une  même  (juanlité 
constante  k,  sans  altérer  les  hauteurs  Z^  ;,  on  obtient 
deux  nouvelles  lignes  A, ,  L,  telles  t/ue,  si  A  est  la  pro- 
jection orthogonale  de  L  sur  la  surface  S  engendrée 
par  la  rotation  de  A  autour  de  l'axe  des  :;,  A|  est  la 
projection  orthogonale  de  L|  sur  la  surface  -,  en- 
gendrée par  la  rotation  de  Aj. 


Ce  théorème  conduit  souvent  à  des  résultats  impor- 


(  ---n  ) 

lanls.  Si.  pai- exemple,  on  a  reeours  au  di  riiicr  lliéorètiKi 
du  ^  III  <'L  au  (K'ruier  lln-orènu'  du  v;  I\  ,  ou  a  celle  pro- 
position : 

Ottnnd  1rs  piDJpclions  rqualorialcs  des  lignes  A,  L 
sont  deux  concJioïdes  de  ?sit;ouièdo  ayant  leurs  pôles  à 
rorigine  et  leurs  hases  reclilignes  parallèles  entre 
elles  : 

i"  Si  les  h  (tuteurs  z,  ^  sont  proportionnelles,  les 
surfaces  "ï..  S  ont  pour  méridiennes  deux  coniques  à 
centres;  et  \\vv.  versa; 

2°  Si  les  hauteurs  ~,  !^  ont  une  dijjérence  constante, 
les  surfaces  S,  S  ont  pour  méridiennes  deux  paraholes 
dont  les  axes  sont  parallides   à  V axe  des  z  ;    et    vice 


versa, 


Quand  la  ligne  prinntive  L  (^placée  sur  le  plan 
s  =  o)  et  la  projection  équatoriale  de  A  sont  deux 
conchoïdes  de  ÏN  icomède  avant  leurs  pôles  à  l'origine  et 
leurs  hases  rcctilignes  parallèles  entre  elles,  la  sur- 
face S  a  pour  méridienne  une  conique  à  centre;  et 
vice  versa. 

Y. 

Ad  niellons  cpie  les  projections  équatoriales  Lq,  Aq  des 
lignes  L,  A  soient  deux  courbes  semblables  (ou  égales), 
placées  de  façon  que  deux  points  lioniologues  dans  la 
similitude  soient  aussi  correspondants  dans  la  projec- 
tion. On  doit  avoir 

(?/;t)        :r=  rt -f- /.f;  COSE  —  r,  siiiîi.     y  =  ^-- Al';  >in  ï -hr,  rosî). 

rt,  h^  Â,  î  étant  des  constantes;  et  les  conditions  fonda- 
nicnlales  (i)  donnent  les  équations 

\    -  —  r  _  '^  /.-coss  — i)(^ç'---  r^r,'  )  —  k  sinsf^'r,  —  ^r,  '  )  -4-  «  £'  -i 


(  '^^^  ) 

d  où,  par  l'applicalioii  des  égalités  (22  ),  on  dérive 


(24) 


k'-  (  ;  r  —  rr  )  =  (  I  —  a-  cos  e  ){T.r'  -^  j-y  ) 

-+-  k  sin  î(  x' y  —  ^y')  —  ci  x' —  by' . 
sin  t{x--\- y~)  —  (a  s-ine  —  6  cos£)j: 

—  {a  C05Ï  -+-  ^  siiiî)  r  =  o. 


Il  suil  (jue  les  lignes  A,  L  sont  sur  deux  cylindres 
circulaires  F,  G  contenajit  l'axe  des  z. 

Si  l'on  trace  A  sur  le  cylindre  F  d'une  manière  arbi- 
traire, L  est  définie  par  les  équations  (22)  et  par  la 
preuiièie  équation  (2.3).  Si  l'on  part,  au  contraire,  de 
la  ligne  L,  la  détei-niinalion  de  A  exige  l'inlégralion  de 
la  première  équation  (24). 

Quand  L  est  sur  le  plan  z  =^  o^  celte  courbe  est  le 
cercle  représenté  par  la  deuxième  équation  (24)  et  la 
ligne  A  est  définie  par  les  égalités 

a  zh  \/a'- —  i^k  s\m{bz  ~-  k  «in  î^-  ) 


■>.k  sin  ; 


=  aaç 


ib- 


(AcosE  — i)(;--f-r,2)  — aA-sina  i  {r,  —  \^-^\  dl -\-  m . 

m  étant  une  constante  aibitraire. 

Supposons  que  la  ligne  primitive  L  et  sa  projection 
orthogonale  A  soient  deux  combes  semblables  (ou 
égales),  placées  de  façon  que  deux  points  homologues 
dans  la  similitude  soient  aussi  correspondants  dans  la 
projection. 

En  supposant  que  L,  A  puissent  être  réduites  à  deux 
combes  homothétiques  par  rapport  à  l'origine,  après  une 
rotation  î  autour  de  l'axe  des  z  et  une  translation  arbi- 
traire, on  a  les  équations  (22)  et  cette  autre  : 

(2J  )  z  —  c  —  kl. 


c  étant  une  constante.   En  éliminant  z  entre  les  équa- 


(  ■^■>9  ) 
lions  (■.'-3),  (;>..))  t'I  ^  ('iiU'(;  les  c'cjiialions  (24),  (^-'),  <Jii 
obliciit  après  riiilégration 

a±\/a- —  {/:  sin£(^^ -4- A- sine^") 
9.  A  sins 

—  A-  j  r-  —  2  c  ^ 

>«;  -f-  .i^r,  -H  (A-  cos£  —  i)(r--^  r.î)  —  2X-  sin  z  j(r,  —  ï  ^^  j  d^  -r  m, 
a  cosî  -i-  b  bint  \ 

rt /(a  cosE -f- 6  siiiô  )'^ — 4sin£[(^cos£  —  a  sin  £)j? -1- sinEa:^  |  |, 
•2  sin  £  ; 

A<7r+  -2^  K -H  (A- COSÎ  —  i)(.r2-!-y2)_  ïAsinî  I  ly  —  jr  —L  W/x-r  n, 

//<.  «  élaiiL  des  cou.slaiitt's  atbilrairfs. 

I.L's  lignes  A,  L  sont  donc,  à  une  conslanle  près,  dé- 
linies  cnlicreinenl  ;  les  j)i<)ieclioiis  ét|uaLoiiales  de  ces 
lii^nes  sont  deux  cercles  passant  à  l'origine  des  axes. 

Remarque.  —  L'hypothèse  A=  i  correspond  à  l'éga- 
lité des  lignes  Lo>  A,,  ou  de  L,  A. 

VI. 

Que  les  projections  équatoriales  Lo,  Aq  des  lignes  L, 
A  soient  deux  courbes  semblables  (ou  égales),  placées 
d'une  façon  (juelconcjue,  on  peut  passer  de  A^  à  Lq 
après  les  opérations  suivantes  :  la  réduction  des  coor- 
données dans  un  rapport  constant  (A)^  une  rotation  (t) 
de  la  ligne  dérivée  autour  d'un  point  arbitraire  de  sou 
plan  (l'origine);  une  translation  convenable  (a)  de  la 
courbe  nouvelle  L|  suivant  une  certaine  direction  (l'axe 
des  x). 

Si  A,  B,  C  sont  les  points  où  A^,  L, ,  Lo  sont  coupées 
par  un  rayon  vecteur  (jucIcoihjuc,  incliné  de  l'angle  a 
sur  l'axe  des  x  el  \)  est  le  point  où  Lo  est  coupée  par 


(   o.6o  ) 
une  droite  parallèle  à  l'axe  des  .r  menée  par  B,  on 

O B  =  p  1  =  /■  Ci  (  /^  H-  £  ),  cot  D  0  \  =  rot  u  H ; — 

'  '  '  Pi  sni  ( 

01)  =  /?i  -i-  '^'(^  pi  cos  u  -^  a- . 
Si  donc  //  =  'i(w)  est  une  solnlion  de  récjuation 


(26) 

on  a 


l:-a(  li  -^  t)  sin  u 


=  cot  10, 


OD  =  v/A-2  Cp2  [  0  (  W  )  -4-  e]  +  2  «A-  O  [  0  (  tu  )  -^  £  1  .  COS  [  0  (  (0  )J  -t-  «2, 


En  posant  OC  =  R  et   en  remarquant  que  //  est  1  nni^ie 
polaire  du  point  C,  on  a 

(  -i-  )     R  =^  /a--'  o2  [  0  (  a  )~z\-h'?.ako[Q(tf)-h^] .  cos  [  0  (  u  )]  -f-«^' 

et  la   détermination  des  lignes  !..  A  <'t  de   la  snilaee  1! 
n'offre  aucune  dilîiculté. 

Quand  L  est  sur  le  plan  z:^o,  (2^)  est  son  équation 
polaire  et  la  ligne  A  est  représentée  par  les  équations 

;  =  cp(«)  cos?/, 
Tj  =  ^{it)  sin  ?/., 


c  étant  une  constante  arbitraire. 


.    a6i    ) 

Supposons  quiî  la  ligne  priniilive  L  et  sa  projection 
orthogonale  A  soient  deux  courbes  semblables  (ou  égale?) 
placées  d'une  façon  quelconque. 

Ces  lignes  peuvent  être  réduites  à  deux  courbes  ho- 
nîOlbéti(jues  par  rapport  à  l'origine,  après  une  rota- 
tion e  autour  de  l'axe  des  :;  (c'est  un  cas  particulier)  et 
une  translation  suivant  une  direction  donnée,  qu'on 
peut  supposer  parallèle?  au  plan  y  r=i  o,  sans  nuire  à  la 
généralité. 

Si,  de  plus,  cette  translation  est  déconiposable,  sui- 
vant Ox,  O2,  en  les  translations  «,  Z>,  on  peut  appli- 
quer les  formules  de  ce  paragraphe.  Dans  la  figure  pré- 
cédente A,  .M  sont  deux  points  des  courbes  Aq.  Lq 
choisis  de  façon  (jue 

OA  r=  p.         OM  ^-  kp. 

Si   du   point   M  on   mène    une  droite    patallèle   à   l'axe 
des  X.  coupant  Lo  au  point  A,  on  a 

COtNOX  =  COtM'  =  cot(  //   ^ 


A-p.sin(M  -4-  £) 
et,  conséquemment, 

08)      «•  =  arccot  I  cot(  ?/ -^  î 


/  k  o  {u)  .%\n  {u  -r-  t)  \ 

La  hauteur  de  L  en  N  s'obtient  par  la  première  équa- 
tion (3),  en  leinplaçant  z  et  u  par  z  —  Z>  et  tv^  la  hau- 
teur de  A  en  A  est  U(«).  La  condition  exprimant  que 
ces  hauteurs  ont  le  rapport  constant  A"  est  donc 

l     (f(lV)— v/A-2ç)-[0(iw)-f-£]-i--2a^.C5[0(«'J-f-£].COS[9((P)]j-a 

f       X  ç' (  w  )  -;-  U  (  iv  )  -f-  6  —  A- .  U  (  u  ) , 

(r  étant  donnée  par  l'équation  (28  ). 

Kn  résumé,  on  a  p  =  '-f (uV,   R  est  donné  par  léqua- 
Ann.  de  Afathémat.,  3*  série,  t.  WII.  (Juin  1898.)  17 


(    ^.(v,   ) 

lion  {-''.■j)  cl  la  foniu;  de  la  fonclioii  l  i  // )  iloil  ilrc  di'-- 
tciiniiu'o  après  1  <''(|iialion  t  ui)V 

\  11. 

Li'  Hou  dos  projections  d  un  poiitl  lixc  P  ou  d  uuo 
liï^nc  li\o  L  sur  une  snrfaco  de  ro\cdulion  ï,  \ai'ial)lo  t>u 
iiivariablo,  mobile  dans  lespaee  snivaul  une  loi  (|uel- 
eonque  esl  respcel  ixejneiil  une  lij;ne  L,  ou  une  sur- 
face 8(  |Ouissaut,  de  noudireuses  propriélés.  JNcus  nous 
bornerons  ici  à  considérer  le  cas  on  1\  in\ariable  de 
forme,  se  déplace  de  façon  à  conser\er  son  axe  parallèle 
à  une  di  réel  ion  donnée. 

Les  cooriK>nuees  H?  y,,  ^  ilun  poinl  A  dune  lii>ne  A 
placée  sur  la  surface  1'  à  l'inslanl  initial  soûl  tlonuées 
par  les  équations  (^  >.  )  ;  les  co<u'dounées  a',,  v,.  -",  il  u 
uu'miu*  point  A  à  un  aulre  iiisianl  i|U('lcoiupie  sont 

A,  u,  V  désignant  di's   fom-lions  d'un  ]>aramèlre  r  nulé- 
penilanl  de  //. 

Si  dans  celle  posilit)n  le  poinl  \(.ri,  ii,  ~-f)  de  ï  est 
correspondant  au  point  l^.r,  )",  z)  de  la  ligure  primi- 
tive F,  on  a  pour  conditions  il\)ilbogonalilé  de  la 
droite  li\  sui"  la  surface  -  : 

/ ^-; — 7 T,       pp'-hUU'-(5  — v)U' 

p 

V  —  IX 

[■M\ii  II   —    ^^ :^-. 

./•         A 

Il  S  ensuit  ipu-  le  lieu  deni.uidi'  e>t  di'liui  pai'  les  écpia 
lions 


•i  = 


v/(.r  — X)s-+-(j»'— fx)--! 

vA.r  — X  )--r'(y  —  [J.)- 
V  -f-v. 


A, 


I 


I 


(  ..6d  ) 
Dans  le  cas  parliculici-  dans  lc(|uel  la  surface  S  se  dé- 
|)lac(î   suivant   l'axe,   on    jx-ut    faire   À(  v^)  z=z  tjL(p')  =  O, 
v(i^)  =  \>^  ce  (|ui  donne 


rf-,  — 


P-^ 


v/a7»-Hjrî 


Ji 


\/.r2  -4-  y'^ 

f  (/^î-t-r*— p)  o' 

'   -'  =  --^^ ip 

A(^/  fleure  f)r/niif.i\>e  est  un  point  V.  —  Puisqu'on  peut 
.suj)|)oscr  jr  =  a,  yrr^o,  z  =  o  sans  nuire;  A  la  généra- 
lité, on  en  déduit 

a  —  p 


•^1  =  °'        7i  =  <J, 
(I Où,  en  cliiiiinaiil  o, 


''•'•'?) 


Telle  (îst   ré(|nal,ion  qui    définit  la  ligne  L|,  quand  on 
donne  le  point  P  et  la  surface  1\ 

Soit  doiMH'c  a  pi  io/i]i\  ligne  L,  et  soit 

(il)  Zi=ll(Xi) 

son  é<|uation.  I''n  coni[)arant  les  égalités  (3  i),  (32),  on 
a  r(''(]Malion 

'>)  )  iiCr,  )<!''(. r,)  -f-  .r,  =  «, 

<|ii  on  peut  <;in|)loyer  [xjur  la  déttirniination  du  point  l\ 
l()is(pie  i^,  et  ^  sont  données  d'avance. 
On  obtient  [)ar  l'écpiatioii  (33) 


-I.  (./•,) 


7   Ï2(.r,j 


cùr  ; 


il    s'ensuit   que,   loiscjue  le  point  P  et  la  ligne  L|    sont 
connus,  la   ligne;   méridienne  de  -  est  représenlée    par 


(   36-4  ) 
réqualion 

(34)  ^o^f^^j^d^o. 

J     --Uo.' 

Exemples.  —  i"  Quand  la  surface  mobile  2  est  un 
paraboloïde  so=  *^{^o)  =  ^^  ^^  '^  ligne  L,  est  l'hv- 
perbole  équilaicre 

(  'Î5  »  C|.r,  =^  a.r,  -•    3, 

l'égalité  (33  )  nous  fournil  les  conditions 

2  a  2  3 

dont  la  deuxième  fixe  la  position  du  point  P. 

2°  Soient  L(  l'hyperbole  équilatère  (35)  et  P(V7,  o,  o) 
le  point  fixe. 

L'équation  (34)  démontre  que  la  surface  S  a  pour 
méridienne  la  couibe 

2  2  a  \  a  /  a^  \  a  '  ' 

Parmi  ces  surfaces   S  il  y  a  évidemment  le  paraboloïde 

Mil. 

La  figure,  priniilive  est  une  ligne  L.  —  La  détermi- 
nation de  la  surface  S(,  lorsque  L  et  S  sont  données 
d'avance,  se  fait  à  l'aide  des  équations  (3o). 

Si,  ])ar  exemple,  S  est  un  paraboloïde  (  U  =  y  1  et  si 

Lest  la  droite  a.'=<7,  ;:  =  o,  le  lieu  S,   est  la  surface 
réglée  du  deuxième  degré 

7.r,  3]  —  A  Si  =  ak. 


i 


(■  i6b  ) 
Si  la  surface  S|   «'sl  donnée  a  piiori  et  si 
M(  .rj,  j'i,  -S]  )  —  o 
est  sou  équation,  on  en  ciécluil 


(36 


L  V-r^  ~  y'- 


\l m-  ■ 


*'(?) 


Qiiand  (S,  S,)  ou  bien  (T.,  S,  )  sont  données  d'avance, 
la  détermination  de  L  ou  de  ^îl  se  fait  en  posant  la  con- 
dition que  l'égalité  (36)  soit  vérifiée  quel  que  soit  p,  ou 
bien  quelle  que  soit  la  valeur  du  paramètre  t  en  fonction 
duquel  on  a  exprimé  a;,  r,  ::.  Pour  la  possibilité  du  pro- 
blème, on  doit  avoir  : 

Dans  le  premier  cas,  deux  équations  entre  x,  j>  ,  :r  : 
celles-ci  définissent  la  ligne  L. 

Dans  le  deuxième  cas,  une  seule  équation  entre  p,  p', 
U'  ;  l'intégration  d'une  telle  équation  résout  le  problème. 

Exemples.  —  i"  La  surface  mobile  S  est  un  cône 
[J^„=  ^ï'fio)  =  '^'io]  '-1  ''^  surface  S,  un  plan 

L'équation  (36)  donne 


v/^ 


■y- 


^^  ==  (  â 

et  l'on  a  les  conditions 


v/. 


v'.r^-4-r-/ 


v'-^--+-j'- 


Celles-ci  définissent  la  ligne  L.  Ces  équations  démontrent 
que  :  La  projcciion  de  L  sur  le  plan  2  =  0  est  une  co- 
nicjue  passant  à  l'origine  des  axes  et  la  hauteur  z  est 
une  fonction  linéaire  du  rayon  vecteur  y'.r*-^- r-  d'une 
tellr  projertinn . 


(  266  ) 

2°  L  est  une  droite  parallèle  au  plan  jc  =  o  et  S,   la 
surface  représentée  par  l'cquatiou 


an 


,    (^.ri-^-yz/rf  -f-j-f 


.i"i 


Comme  ou  a  .c  =  Â,  y  ^jj  ,  3  =  )  cot(),  l'équation  (36) 
donne 


cotO-  ^j  j^-(^^,  -  /^j  v/^^-r^-p  (^,  -I-  P 


On  a  donc  les  conditions 

cet  f) -  =  o. 


/ 


U'  "  /.' 


d'où,  par  intégration, 
11  suit  de  là 


Tl  ^"  I 


a  =  /  colO. 


—  A. 


et  la  surface  de  révolution  mobile  S  est  un  cône 


[MMiy] 


SIR    LA    SURFACE    DE    L'ONDE; 

Par  m.  LACOUR, 

Maître  de  Conférence?  à  l'Université  de  Nancy. 


L'équation   de   la  surface  de   l'onde  rapportée  à  ses 
troisplans  principaux  est 

ix'--hy^~  32)  (a2,r2-!-  p2_^2_,_  .^^32)—  (p-^  V")»-*'^ 


(  >-^l  ) 

On  verilie  sans  peine  que  celle  écjualion  peiil  se 
nieltre  sous  l'une  des  Irois  formes 

(x-  +- y^ -\-  z- —  OL- )  U-  X-  -^  3-j-  —  Y"  z-  —  i-  7-  ) 

-!-  (a2  —  p"^)(a2—  ';-)x-  =  o, 
(:ri^yi^-t_  ^-i  )  (a^r^^  pj.2^  Y"-"-  t'»') 

(Xî  +  yi-^  -2  _  .,2  )  (3,2^2  -^  32  ,^2  ^_  .^2^2  _  a2  ^2  ) 

+  (-,2_a2)(Y'—   132)^2  =  „, 

(lonl  cliacune  met  en  évidence  les  s<iclions  par  iiu  plan 
j)rincipal  et  les  points  singuliers  situés  dans  ce  plan. 

Ces  formes  d'équation  permettent  aussi  de  véiifier 
simplement  les  propriétés  des  plans  tangents  singu- 
liers. 

L(!S  plans  tangents  singuliers  pei-pcndiciilaires  au 
plan  v  =  o  ont  pour  traces  sur  ce  plan  les  tangentes 
communes  à  l'ellipse  et  au  cercle  en  lesquels  se  décom- 
pose la  trace  de  la  surface  de  l'onde.  Ils  ont  pour  équa- 
tions 

Q,=  kx-^  l.'z  -3  =  0, 

Q,=:  hx  -^  iï  z  —  3  =  0, 

0..=  kx  —  k'  z  —  3  =0, 

O,  =  kx  —  k'z-'i  =  0. 
si  1  on  pose 


L  é(juation  de    l'ensemble   de  ces  (jualre    plans   peut 
s'écrire 

Q 1 Q2  Q3 Q i  ^  ( Z^- ■'■-  —  /' '-  --  —  ?-  )-  —  4  3-  A'^ --  =  o. 

tni ,  en  r('m[)larant  A-  vl  A-  par  leurs  \aleuis 

(7--  ^-)-Qi Q2Q:.Qv  =^  f«^^^+  7-^--  ='-?--  :^-^-^'--  ^--Y-»]- 

.._i32r-,2_^2,(.^2_^.)-. 

Il  snlVit  (1  .ijouler  el  de  reliant  lici'  dan.s  1.)   pannllicse 


(  ues  ) 

le  terme  ^'j'^  pour  niellre  en  évidence  les  premiers 
membres  des  équations  des  coniques  de  section  par  le 
plan  >'  =  o,  savoir  : 

r=a2x2_^_   32,-2  _^. ^232  _  22  3î; 

on  trouve  ainsi 

(vî— aMîQiQoQsQi  —  tT—  ^m;  12  _  /,  32(v!—  a''')(Y'—  BMzî, 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

On  reconnaît  dans  la  dernière  parenthèse  le  premier 
membre  de  l'équation  de  la  surface  de  l'onde  et  l'on 
peut  alors  conclure  de  l'identité  précédente  qu'on  peut 
prendre  pour  équation  de  cette  surface 

en  désignant  par  X  une  constante  et  en  posant 


pJ.-2-^ 


a2^^.-i-  p2(.r2-+-jK'--  --- Y')- 


L'équation  (Q)  montre  que  le  plan  Q,  =^  o  coupe  la 
surface  suivant  une  conique  comptée  deux  fois;  pour 
faire  voir  que  cette  conique  est  un  cercle  il  suffit  de  vé- 
rifier c|ue  O,  est  un  plan  de  section  circulaire  de  la 
quadrique  '^  =  o. 

Or,  on  a  identiquement 

o  —  7.p  (.r-2  -i- jK-  -+-  2-)  =  (a-!  —  p2)a;2  +  (y^  —  p)  z^  -  -  ^^  («2-4-  y*), 


et,  comme  on  a  posé 
on  peut  écrire 


A'2  = 


(Y^-p). 

Y2  —  aï ' 
'- —  a-  )  (  A'- 


/■î  ./•••!): 


(  ^69  ) 
au  lieu   de  h'- z-  —  k'-x-   inlroduisons  Q,  Qj  en  tenant 
compte  de  l'identité 

Q,  Qj  =  ikx  -^  X,'^  —  3)  (kx    -  kz  —  3  i 
=  A-2  j-î    -  A'2  jî -^  3î  —  2  A- 3  ar  ; 

il  vient,  après  réduction, 


.^  =^  ,.  '^! , ,r2  -H  ,■»•*  -T-  c-  —  a'  I  —  •:>. ^  3  vA  3-  —  a'  )  (-;*  —  a»  ) 

On  voit  alors  que  la  section  de  '^  par  le  plan  Q,  =  o 
est  sur  une  splière;  de  plus,  cette  sj>hère  coupe  le  plan 
.r  =  o  suivant  le  cercle 


Donc  la  courbe  de  contact,  du  plan  tangent  singulier 
{)^z=z  o  est  un  cercle;  ce  cercle  et  le  cercle  de  la  sur- 
face de  ronde  situé  dans  le  plan  principal  x  =  o  sont 
sur  une  même  sphère. 

11.  On  sait  que  l'on  passe  de  l'équation  ponctuelle 
de  la  surface  de  l'onde  à  l'équation  langentielle  de  la 
même  surface  en  remplaçant 

x,    y,     z.     3t,      3,      Y» 
par 

u,     r,     u  ,     a'.     3',     '{'. 

avec  la  condition 

,  _  I  ,  _  1  ,  _  I 

a  •■•'3  '         V 

On  peut  alors  répéter  sur  1  écjuation  langentielle  de 
la  surface  de  l'onde  les  transformations  précédentes  ;  on 
en  conclura  que  les  cônes  tangents  aux  points  singu- 
liers situés  dans  le  plan  y  =  o  sont  circonscrits  à  la 
quadrique 

-         a  -//•^-+-  3'-r=  -t-  •;'-"•-—  a'-3'2—  ^'^(«î--  fî -,-  n- — ■^''- ). 


(  270  ) 

L'équarion  de  la  quadrique  o'  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

O'  =  2  ,3'2  («2  -h  ('2  -(-  (p2  _  y/2  ■)  _  .,^  n  ^'  y/(^  p'2  _  3,-2  )  ( y'i ^'2  ) 

—  (Y'2— a'OQ'i  0;  =0, 

en  désignant  par  Q, ,  0!j  les  premieis  membres  des 
équations  tangenlielles  de  deux  points  singuliers  situés 
dans  le  plan  y  ;=  o. 

On  voit  que  le  cône  langent  au  point  O',  =  o  est 
circonscrit  à  une  quadrique  qui  est  de  révolution  autour 
de  Oo:  et  dont  l'un  des  foyers  est  à  l'origine. 

On  conclut  de  là  que  le  cône  tangent  au  point  Q',  ad- 
met comme  focale  la  droite  joignant  son  sommet  à  l'ori- 
gine, c'est-à-dire  la  normale  au  cercle  .r-4-  --rz=  ^i^.  \^ 
seconde  droite  focale  doit  être  symétrique  de  la  pre- 
mière par  rapport  à  l'axe  du  cône;  c'est  donc  la  nor- 
male à  l'ellipse  a- x-  +  ^'-  r-  —  a-  v-  =  o. 

Au  lieu  de  considérer  les  droites  focales  du  cône  lan- 
gent on  peut  considérer  les  sections  circulaires  du  cône 
réciproque  et  l'on  retrouve  un  résultat  qui  peut,  comme 
on  sait,  s'établir  géométriquement,  savoir: 

Les  plans  cycliques  du  cône  des  normales  en  un 
point,  singulier,  perpendiculaires  au  pla/i  de  srniétrie 
qui  passe  par  ce  point,  ont  pour  traces  sur  ce  pla/i  les 
tangentes  à  V ellipse  et  au  cercle,  section  de  la  sur/ace 
par  le  même  plan  de  symétrie. 

III.  Les  coordonnées  d'un  point  de  la  surjace  de 
l'onde  peuvent  s  exprimer  par  des  fonctions  ellip- 
tiques de  deux  paramètres. 

L'équation  de  la  surface  de  l'onde  rapportée  à  ses 
trois  plans  principaux  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(^2_^_^.2_^-2_j32)(«2^2+p^-2^_.,2-2_^2-,2) 
=   Ca2-p2)([i2_.,2)_^2. 


(  '>-:^  ) 

Introduisons  deux  paramètres  c  et  C|  en  posant 


il  en  résultera 


yi  =  a^r^r 


En  résolvant  ces   trois  équations,  on  tiouvc  les   for- 
mules 

J-2=   'P{\  —  c2)(/2cf-^/'2), 
z-^  =   a2  (  1  —  C\]  (A  2  C^  -i-  //2  ), 

Y-  =  a-c-C{, 
où  l'on  a  posé 

/2  = 


— > 

-  —  a- 

2   .-2_3 


(le  sorte  que  l'on  a 


A '2 

- 

V^ 

—  a- 

? 

/'2 



.,2 

P^- 

a- 

•r  -  '^ 


/2  +  /■2 


Pour  obtenir  maintenant  x,j  ,  z  en  fonctions  uni- 
formes de  deux  paramètres,  il  suffit  de  se  rappeler 
qu'entre  les  trois  fonctions  elliptiques  su  «,  en  i/,  dnz<, 
correspondant  au  module/,  on  a  les  i-elalions 

«n-  f<  =  I  —  en-  u.         fin-  it  =  /.-m-  ii  h-  A'-. 

Nous  poserons  alors,  en  mettant  en  évidence  les  mo- 
dules des  fonctions  elliptiques, 

c  =  CM  (a.  A"),         C|  =  en  (  c.  /  i. 

et  nous  obtiendrons  pour  .r,  y,  z  les  formules  (') 

X  =  [isniu,  A  )  (hi(c,  /), 
j/  =  a  en  (//.  A)  en  (c,  /), 
5  =  adn  (//.  A)  sn  (v,  /), 


(')  Crs   formules    sont  données    sans  dcniouslration  à   l,i  lin  d  un 


(  ^72  ) 
ou,  sous  une  forme  plus  abrégée, 

X  =  ^sdi, 
y  —  xcci, 
z  =  a.  ds\ . 

Remarque.  —  On  passe  de  h-  à  /-  et  de  A'^  à  /-  en 
remplaçant  a,  ^3,  v  par-»  „>  ->  c'est-à-dire  en  rempla- 
çant l'ellipsoïde  (E)  ayant  pour  équation 

.r2  y-         z' 

a  p  , 

par  l'ellipsoide  (E'  ) 

a''-x-  -\-  p-J'--+-  y' 2-  —  i  =  o 

polaire  réciproque  de  (E)  par  rapport  à  la  sphère 

x^-^ y^-^'  z- —  I  =  o. 


[L'5b] 

RELATION  E\TRE  LES  AXES  D'U^E  SECTION  CENTRALE  D'L^ 
ellipsoïde  et  la  distance  du  centre  au  plan  TAN- 
GENT EN  LIN  DES  SOMMETS  DE  LA  SECTION; 

Par  m.  LAGOUR, 
Maître  de  Conférences  à  l'Université  de  Nancy. 


Soient 

rt,  b,  c  les  carrés  des  demi-axes  de  l'ellipsoïde; 
«,  V,  IV  les  coordonnées  du  plan  sécant  rapporté   aux 
axes  de  l'ellipsoïde  5 


Mémoire  de  M.  Weber:  Sur  la  sur/ace  de  Kummer  {Journal  de 
Crelle^  t.  84,  p.  353).  —  Voir  aussi  :  Principes  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques,  par  ArrF,i,i.  et  Lacoir,  p.  169. 


1 


(  '^73  ) 
^3  et  a'  les  carrés  des  demi-axes  de  la  section  ; 
a  le  carré  do  la  distance  du  centre  O  au  plan  tangent  au 

sommet  B,  tel  que  013,    ;=  !3. 


(" 


On  sait  que  l'on   ;»  les  égalités 

««2  6i-  CIV- 


a—Q         6-^         '^■  —  ? 


au^  bv'^  cw'^ 

(  2  ^ -•    ^   7 17   ^ -7    --  O. 


Pour  obtenir  a.  il  suffit  de  remarquer  que  les  coor- 
données du  sommet  13|  de  la  section  sont  données  par  les 
égalités (  '  ) 

au  h\-                                 cw 

«  —  3            •  ft  —  3                         c  —  3 

avec  la  condition 

I              au-  et*                 c(v- 


m2        (a  — p)-^        ib~^)'i        (c  — pyi 
Alors  on  a 


-  =  m-\    

•2  lia  — 


I         X-         y- 

a  ~  â^  ~  b^-         ci   ~  "~    [r«  —  jB  )2     '     {h  —  i^yi     '    '((r_^^Y  | 

ou,  en  remplaçant  jji-  par  sa  valeur  et  en  ordonnant  par 
rapport  à  u^  w  ^v, 

.  (a  —  ajM-        (b  —  a)v^        (c  —  a)iv- 

■  (a-p)2    "^   (6-3)2   -^-    (C— ^)2    ^^- 

Nous  aurons  la  relation  clierchée  entre  ^,  a'  et  a  eu 
éliminant  h-,  i'-,  vv^  cnti-e  les  équations  (i),  (■>.),  (3), 

ou  encore  en   eljmniant  t^i   -, „>  t^  entre   les 

a  —  p      o  —  J3     c  —  p 

C)  Voir,  par  exemple,  Géométrie  analytique,  de  Briot  et  Bou- 
quet, revue  par  Appel I,  p.  592. 


équations 

U) 

(3) 


«  — ^ 
au- 


(  ^74  ) 


cw- 


(a— a')(a  — P)    '    (6  — a')(/;  — ^)        (c  — a')(c— !3) 
(a  —  'x)it-  (b  —  aji'-  (c  —  a)^'^ 


(a— 3)2  (i  — p)2 

On  obtient  ainsi  la  relation 


(c-?)-^ 


a 

b 

a 
a  —  a' 

b 

6 -a' 

a  —  a 

b  —  'X 

a  —  3 

6-[i 

Cette  relation  peut  s'écrire 

abc 

V        ' 

/■       ' 

Zàa- 

3  \  c  —  a' 

'J      1 

—  ^    I 


y 


^*c 


rt  —  3  \  c  —  -X 


ou  encore 


abc  y:  ai  b  —  c)(b  —  <^)(c—  ^) 
—  (a-i-a')«6cS(6  — c)(6—  p)(c  — p) 

-^  aa'Z  ^)c(6  —  c)(6  — p  )(c  —  r^)  =  o. 

En  ordonnant  par  rapport  à  ^j  et  posant 

f/-     Z^-     c-  I 
D  =       a       b       c     , 
I        I        I    I 
h  =  a  -{-  b  -\-  c,         le  =^  bc  -^  ca  -\-  ab,         l  =  abc, 

on  trouve  eniin  la  relation  cherchée  sous  la  forme 

D[aa'3-^  'pi  l  —  Aaa')—  /.aa' —  /(a  -f-  a')]  =  o. 

Remarque.  —  Celte    relation    contient  syniélrique- 
vient  7.  el  y.',  bien  que  a  et  a'  n'interviennent  pas  de  la 


(  •'•7^>  ) 
lurriK'  iiianièri!  dans  l'énoncé  de  la  (jueslion.  Quand  a 
et  a'  sont  donnés,  'j  peut  èlie  o])l('nu  en  résolvant  une 
équation  du  second  degré  :  soit  |j'  la  seconde  racine  de 
celte  équation  du  second  degré.  Les  relations  entre  les 
racines  et  les  coeflicieuts  sont  ici 

1   '  aa 

('^  i  / 

33'=/.- ,  (a-a'): 

elles  peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes  : 
M  aa'  =  /, 

M  (a -^  a')  =  /.-??', 

M  =  h  -  3  —  f5'. 

Les  (/uat/c  paramètres  a.  ^i,  a',  |i'  //eV  y^rt/'  las  deux 
égalités  (1)  peus^ent  servir  de  coordonnées  pour  le 
point  B)  de  l'ellipsoïde. 

Elles  ont  été  introduites  avec  avantage  par  M.  Dar- 
boux  dans  l'élude  de  la  surface  des  ondes  de  Fresnel 
qui  peut,  conmie  on  sait,  se  déduire  de  l'ellipsoïde  au 
moyen  d'une  transformation  apsidale  ('). 


[05m] 
CO\SÉ0UE\CE  D'U\  THÉORÈME  SIR  LES  CO\GRl'EXCES 
PSEIDOSPIIÉRIQIES; 

Pak  m.  CiiACOMo  CANDIDO,  à   Pise. 


.M.  le  professeur  1^.  Bianclii,  dans  ses  Lezioni  di  Geo- 
niefria  di/Jerenziale  (p.   aOy),  démontre  le  théorème 


(')  \>iii-    DAitnoux,    Leçons    sar  la.   tlidoric  des  surfaces,    t.  I\ 
i».  4()<|. 


(  ^7^^'  ) 
suivant    :    L'élément   linéaire  sphérii/ue  rapporté  auj- 
lignes  [u,  v),    images  des  surfaces  principales  d'une 
congruence  pseudosphériq ue,  prend  la  forme 

(  a)  ds-  =  M  du  -  -H  G  dv^-, 

ail  le  produit  y/EG  est  une  solution  de  l'équation  de 
Lionville 

(S)  ^ =coswv/EG         (  co  =r  const.i; 

et  inversemeiil  :  chaque  fois  que  l'élément  linéaire 
sphérique  est  réduit  à  la  forme  (a)  où  la  relation  (  j3  ) 
soit  satisfaite^  il  existe  une  congruence  pseudosphé- 
rique  correspondante. 

Cela  posé,  l'équalion  (3)  résolue  donne 

COS  W  [y  (  M  )  +  tp  (  f  )]2 

et  nous  pouvons  écrire  aussi 
(i)      \/EG  du  di^  =  — 


A«)  ?(«') 


•2      ls/f'(u)'i'{v)        v//'(M.)cp'(i'). 

Cet  élément  superficiel  peut  appartenir  à  une  infinité 
de  surfaces  qui  sont  données  par  Télénient  linéaire  que 
nous  construisons  par  le  moyen  du  même  élément  su- 
perficiel. Il  y  a  plus  :  ayant  fixé  un  élément  linéaire, 
en  raison  du  caractère  arbitraire  des  fonctions  /^(?/ i, 
C3((^),  nous  pouri'ons  obtenir  d'autress  urfaces,  et  comme 
conclusion  nous  pouvons  dire  :  7/  existe  une  infinité 
de  surfaces  qui  admettent  une  représentation  sur  la 
sphère  de  manière  à  consen'er  à  la  fois  l'orthogona- 
lité  d'un  système  de  lignes  (u,  u)  et  aussi  les  aires. 

/pplicatiofi.  —  Parmi  les  surfaces  en  nombre  infini 
auxquelles  appartient  I  élément  superficiel  donné  parle 


(  Kl  ) 

sccoiul    MUMubtc  (le   (i),    il  V   a   aussi  les    suilaccs   tloiil 
réléiuciil  linéaire  est  donné  par 

du''-  -r-  dv^- 
(•2)  rf.s-2 


^~Lv/7'(«)?'(«)J 


Parmi  les  suiTaces  (|ui  ont  eel  élénie.nl  linéaire,  nous 
pouvons  spéeilier  deuv  classes,  car  la  famille,  de  sur- 
faces prè.cécleinment  indiquée  contient  des  liélicoïde.s 
ou  des  sur  faces  de  révolution . 

Vax  ellél,  supposons  que  l'on  ail 

alors  l'élénienl  linéaire  (2)  devienl 


ds-^ 


Alois  aussi  E  et  G  de  rélénient  linéaire  de  la  surface 
sonl  des  fonctions  homogènes  de  degré  —  i>.,  et,  se  rap- 
pelant un  théorème  de  ]M.  Darboux  (vol.  III,  p.  ^3  ; 
§  CI  i)  on  arrive  à  la  conclusion  énoncée. 


[Via] 

A  l'UOl'OS  I)K  LA  DÉFIMriO\  DU  \OMBRE; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


M.  J.  Tanneiy  vient  de  [)ul)lier  ( //////e////  des  Sciences 
ui<il}iéniati(jues^  avril  1898^  un  compte  rendu  de  l'Ou- 
vrage de  M.  Laisant  :   La  Alathématique.   \\  v  fait  une 
criti(jue,   (jui    me    semble  injuste,   de  la   définition    du 
Ann.  de  Mathéinut.,  3"  série,  l.  WIl.   (.Iiiiii   i*SyS.)  18 


(  '^:^  ) 

Nombre:  (')  i°  il  se  demande  si  une  défîniliun  du 
nombre  est  utile;  2"  il  aceuse  M.  Laisant  de  ne  pas 
avoir  délini  le  mot  quantité  qui  entre  dans  la  définition 
du  nombre. 

Comme  je  me  trouve  indii'eclement  visé,  je  demande 
la  permission  à  M.  Tannery  de  lui  prouver  qu'une 
bonne  délini tion  du  nombre  permet  de  simplifier  (mju- 
sidérablement  l'exposé  dc^s  prineipes  Tondamentaux  de 
l'Arithmétique  et  de  les  rendre  autrement  clairs  que 
par  les  méthodes  allemandes,  lesquelles  tendent  mal- 
heureusement à  donner  un  aspect  nébuleux  à  l'esprit 
français  réputé  si  clair. 

En  second  lieu,  je  vais  essayer  de  lui  indicjuer  la  dé- 
finition, très  nécessaire,  à  mon  avis,  de  la  quantité,  défi- 
nition qu'il  n'ignore  peut-èti-e  que  parce  (ju'il  obéit, 
sans  le  vouloij-,  à  des  idées  systématiques,  rem[)cchanl 
de  jeter  ses  regards  à  côté  de  la  diz-ectiou  qu'il  a  choisie. 

Deux  objets  niatéiiels  ou  imuiatériels  qui  ne  dilïèrent 
en  rien  constituent  un  seul  et  même  objet,  car  s'ii^ 
étaient  distincts,  ils  ditléreraient  par  quelque  propriété, 
position,  couleur,  forme,  ...;  nous  dirons  que  ce  sont 
deux  objets  identiques. 

Deux  ou  plusieurs  objets,  sans  être  identiques,  peu- 

(')  Celle  défiiiilion,  comme  je  l'ai  dit  dans  mon  Livre,  a  été  em- 
pruntée par  moi  à  jM.  H.  Laurent.  La  Rédaction  des  Nouvelles  An- 
nales ne  pouvait  donc  refuser  à  celui-ci  la  faculté  de  défendre  une 
doctrine,  que  d'ailleurs  je  trouve  personnellement  excellente;  mais 
il  ne  faudrait  pas  en  conclure  que  le  Journal  prend,  en  raison  de  ce 
fait,  un  caractère  de  polémique  que  nous  voulons  absolument  éviter. 

En  ce  qui  concerne  particulièrement  jM.  J.  Tannery,  dont  je  ne 
partage  pas  toutes  les  idées  en  matière  mathématique,  je  tiens  au 
contraire  à  profiter  de  l'occasion  pour  le  remercier  très  sincèrement 
de  son  compte  rendu;  la  franchise  des  critiques  se  concilie  parfaite- 
ment chez  lui  avec  une  parfaite  courtoisie  de  la  forme  littéraire,  cl 
même,  je  le  suppose,  avec  une  bienveillance  amicale,  qui  d'ailleurs 
est  très  réciproque  de  ma  part.  (l.-A.  I.,aisant. 


(  -^-o  ) 

\ciit  avuii"  une  nioni  iclé  (■(nniiiiiiic  ;  Icls  noiiI,  par 
cxt'iiiplc,  les  t)l)|i'l.s  luiii^cs  ;  si  Ion  (ail  ahslraclion  de 
toutes  leurs  aniies  j)ropri(''lés.  (tu  ditcju'oii  le*»  eousidère 
coninie  ('i^aiix  eulic  en\.  Par  délinil  ion,  deux  objets 
éi^aux  à  nu  aulii-  .^oiil  alors  égaux  entre  eux.  [>uis(ju  ils 
oui   la  propriété  (|ui  eouslilue   l'égalilé. 

Si  l'on  a  ties  objets  a,  h^  c,  ...,  tels  <ju Cu  les  t;ouil)i- 
iiaut  au  uioven  d'un  eei'laiu  prueédé,  ou  obtienne  un 
objet  ,v  qui  reste  égal  à  lui-uièuie  quel  que  soit  l'ordre 
dans  lequel  on  eond)iue  les  oi)jets  /?,  h^  c,  ...,  ou  dira 
(pie  .V  est  la  somme  de  «,  //,  c,  ...:  parmi  les  objets  <7, 
h,  ...  il  peut  en  exister  dont  la  (ousidc'i'alion  n  influe 
pas  sur  la  somme  v  ;  ces  olqets  sont  dits  objets  uii/s  ;  tf, 
h,  ...  sont  les  j)ai  ties  de  >,  etc. 

(La  mul tipliealiou  des  nombres  est  un  genre  d'addi- 
tion dans  lequel  lobjel  uul  est  le  nombre  i:  z(''ro  et  nul 
ne  sont  pas  svnonvuu^s.  i 

Fdi  bieu,  des  cpiaulités  de  mt'-me  espèce  sont  des  ob- 
jets à  piopos  desquels  on  a  d(''lini  r('galit(^  et  l'addition. 

[.ne  qiuiutité  A  est  plus  giande  qu'uue  autre  lî  de 
même  espèce,  quand  ou  obtient  A  en  ajoutant  une  quan- 
tité d(!  nuème  espèce  a  B. 

De  là  les  vérités  suivantes  qui  sont,  non  pas  des 
axiomes,  mais  des  vérités  de  définition  :  la  somme  est 
plus  grande  fjue  ses  parties;  une  somme  ne  cliang(^ 
pas  fiuand  on  intervertit  l'ordi-e  des  parties;  <t  l'on 
prouve  que,  pour  ajouter  uu(^  somme  à  A,  il  suffit  de  lui 
ajouter  su(  cessivenuMit  ses  parties. 

\  oilà  pour  la  délinition  des  (juanlilés.  Je  ue  fais  pas 
à  M.  Taunerv  1  injure  de  croire  qu'il  ignore  ce  (jue  je 
viens  d<.'  dire;  j(;  m'étonnerais  seuleuuMil  qu'il  nous  ac- 
cuse de  l'ignorer,  si  je  ne  connaissais  toute  sa  bonne  foi 
scienlifinne. 
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Notre  déQnilion  du  nombre  dinienl  alors  irrs  claire; 
je  la  transcris  de  nouveau  : 

«  Le  ïîombre  est  une  locution,  ou  un  signe  qui  en  est  la 
représentation  écrite,  et  (|ui  sert  à  désigner  avec  préci- 
sion une  quantité  et  toutes  celles  qui  lui  sont  égales,  de 
manière  à  les  distinguer  de  celles  (|ui  sont  plus  grandes 
ou  plus  petites.  » 

Si  M.  Tannery  veut  se  donner  la  peine  de  lire  le  tout 
petit  Traité  d'Arithmétique  de  MM.  Laisant  ctLemoine, 
il  verra  que  cette  bonne  définition  dti  nombre  permet 
de  faire  la  théorie  des  nombres  incounnensurables  d'une 
façon  claire  et  lumineuse,  en  quelques  lignes,  et  en 
s'appuyant  sur  ce  simple  postulatinn  (je  dis  posl.nlatwn 
parce  que  les  géomètres  de  l'école  allemande  se  sont 
efiforcés  de  le  démontrer  sans  y  parvenir)  : 

«  Une  quantité  qui  croit  sans  devenir  plus  grande 
que  A  jouit  de  cette  propriété  qu'il  existe  une  quantité 
«dont  elle  linit  par  différer  d'aussi  peu  que  l'on  veut; 
et  n  est,  ou  A,  ou  une  quantité  plus  petite  que  A.  » 

Si  je  ne  craignais  d'abuser  de  l'hospitalité  des  JYou- 
uelles  yinnales  je  ferais  volontiers  une  critique  des 
méthodes  allemandes,  dont/o«.9  les  géomètres  allemands 
ne  sont  peut-être  pas  de  fervents  adeptes.  C'est  une 
tâche  que  j'espère  bien  pouvoir  accomplir  quelque  jour. 


BIKIJOGRAIMIIE. 


E.  GouRSAT.  —  Leçons  sur  V intëgvnlion  des 
lions  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  deux 
variables  indépend antes .  Tome  I  :  Problème  de  Cau- 
chy .  —  Caractéristiques .  — Intégrales  intermédiaires. 
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Tome  II  :  L(i  méthode  de  Lnplace.  —  Les  systèmes 
en  involution.  —  La  méthode  de  ]\L  Darhoux.  —  L^es 
équations  de  la  première  classe.  —  Transformations  des 
é(f  uni  ions  du  second  ordre.  —  Qénéralisations  diverses. 
2  vol.  in-S"  ;  vin-'^2()  cl  3  |4  [)ai;('s.  Paris,  llet-inaiiii, 
1896-1898. 

L'Ouvrage  que  M.  Gouisut  vient  d'achever  forme  une  suite 
naturelle  de  celui  qu'il  avait  publié  sur  les  équations  aux  dé- 
rivées partielles  du  |)remier  ordre  et  qui  est  rapidement  de- 
venu classique  (').  Mais,  tandis  que,  pour  le  premier  ordre, 
l'auteur  avait  pu  se  contenter  d'exposer  les  recherches  clas- 
siques et,  par  suite,  avait  eu  seulement  le  mérite,  d'ailleurs 
nullement  négligeable,  d'en  faire  une  exposition  très  simple  et 
très  claire,  ici  la  tâche  a  été  autrement  considérable.  Pour 
rassembler  en  un  corps  les  travaux  divers  auxquels  ont  déjà 
donné  lieu  les  équations  du  second  ordre,  il  était  indispen- 
sable d'élucider  bien  des  points  obscurs  et  délicats  :  c'est  ce 
qu'a  fait  M.  Goursat  avec  un  talent  dont  il  ne  m'appartient 
pas  de  faire  l'éloge. 

Dans  l'étude  des  équations  aux  dérivées  partielles,  on  s'est 
placé  jusqu'ici  à  deux  points  tle  vue  principaux,  qu'on  peut 
caractériser  par  les  noms  de  Gauchy  et  de  Riemann.  C'est  au 
problème  de  Gauchy,  c'est-à-dire  à  l'étude  de  la  détermina- 
tion des  intégrales  analytiques  par  des  conditions  aux  limites 
elles-mêmes  analytiques,  qu'est  consacré  exclusivement  l'Ou- 
vrage de  M.  Goursat. 

11  ne  serait  pas  possible  d  indiquer  ici  les  points  principaux 
qui  y  sont  traités  sans  dépasser  beaucoup  les  limites  qui  me 
sont  fixées.  Le  sommaire,  reproduit  en  tète  de  cet  article,  in- 
dique le  plan  général  de  l'Ouvrage;  je  me  contenterai  de  dire 
quelques  mots  sur  deux  des  points  qui  m'ont  le  plus  vivenient 
intéressé. 

La  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  est  dominée  par  la  notion  de  caractéristique  :  les  carac- 
téristiques sont  des  courbes    dont   la    détermination    dépend 

(')  E.  GouKsAT,  Leçons  sur  l'intégration  des  équations  aux  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre,  rédigées  [)ar  C  Uouulet.  Paris. 
Ilci'iiiatin,  i>^i)i. 
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d'équations  dliicrciitieileï  ordinaires;  on  associe,  d'ailleurs,  à 
chacune  de  ces  courbes  une  développable  qui  la  contient;  et, 
ces  éléments  connus,  la  résolution  et  la  discussion  du  pro- 
blème de  Caucliy  sont  immédiates. 

JI  est.  malheureusement,  bien  peu  [)r(d)al)li',  que  l'on  puisse 
trouver,  pour  le  second  ordre,  des  éléments  géométriques  dont 
la  détermination  se  ramène  à  des  équations  dilTérentielles  oi-- 
dinaires  et  dont  la  connaissance  ])ei'mette  de  résoudre,  sans 
nouvelle  intégration,  le  problème  de  (]auchy.  En  ce  sens,  la 
théorie  des  caractéristiques  ne  semble  pas  susceptible  de  gé- 
néralisation; mais  les  caractéristiques  ont  beaucoup  de  pro- 
priétés intéressantes,  qu'il  est  possible  de  généraliser;  par 
exemple,  la  suivante  :  Dcar  surfaces  intégrales  d'une  équa- 
tion du  premier  ordre,  qui  ont  un  contact  d'ordre  n  en 
un  point  d'une  'caractéristique,  ont  un  contact  d'ordre  n 
en  tous  les  points  de  cette  caractéristirjue .  La  notion  de 
caractéristique  avait  été  étendue  aux  équations  du  second 
ordre  |)ar  Ampère,  dont  l'admirable  .Mémoire,  longtemps 
resté  le  seul  travail  important  sur  ce  sujet,  mérite  encore 
de  fixer  l'attention  des  géomètres.  M.  Goursat  a  approfondi 
et  généralisé  celte  notion;  les  conséquences  qu'il  en  a  tirées 
donnent  à  son  Ouvrage  beaucoup  d'unité,  malgré  la  diversité 
des  sujets  traités. 

La  lecture  en  est,  d'ailleurs,  rendue  plus  facile  et  |>lus 
attrayante  par  de  ni>inbreuses  applications  géométriques,  dont 
plusieurs  sont  nouvelles.  Dans  bien  des  questions,  certains 
cas.  a  priori  très  particuliers,  sont  ceux  qui  se  présentent  le 
[)lu'^  fréquemment  en  i»ratique  :  ]iar  exemple,  Ijcaucoup  de 
problèmes  d'Analyse  conduisent  à  des  ('-qualions  algébriques 
résolubles  par  radicaux.  Les  équations  du  second  ordre  ne 
font  pas  exception  à  cette  règle:  celles  que  les  méthodes  con- 
nues permettent  d'intégrer  jusqu'au  bout  paraissent,  a  priori, 
devoir  être  des  plus  rares  :  cependant,  nn  granil  nombre  de 
problèmes  de  (géométrie  rr)nduisent  à  de  telles  équations.  On 
en  trouvera,  en  paiticuliei',  de  liés  inlt're'^sants  dans  le  Cha- 
pitre in. 

Il  faudrait  aussi,  pour  parler  des  recherclies  de  M.  (ioui-sat 
'^ur  l'équation  de  Lapiacc,  de  sa  discussion  détaillée  de  la  mé- 
thode de  M.  Darboux,  signaler  le  parti  qu'il  a  su  tirer  de  sa 
ronnaissanee  approfonrlie  des  résultats  et  des  méthodes  de 
M.  Lie;  indiquer  enfin    la    place    qu'à   côté   de   ^e*  travaux    il    a 
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îu  faire  à  ceux  de  ses  élèves.  Ce  leur  sera  un  précieux  en- 
couragement à  continuer  leurs  reclicrclies  et,  peut-être,  pour 
d'autres  jeunes  chercheurs,  un  motif  de  porter  leurs  investi- 
gations de  ce  côté.  Il  y  a  là.  en  eflct,  un  champ  assez  vaste  et 
encore  assez  neuf  pour  (jne  bien  des  travailleurs  puissent  y 
faire  besogne  utile  :  le  livre  de  M.  Goursat  sera  pour  eux  un 
outil  indispensable;  à  côté  d'un  exposé  complet  des  progrès 
les  plus  récents  de  la  théorie  et  d'indications  sur  les  points 
qui  appellent  de  nouvelles  recherches,  ils  y  trouveront  des 
renseignements  bibliographiques  très  complets;  je  serais 
presque  tenté  de  dire  :  trop  complets  pour  ceux  qui  noni  pas 
encore  assez  d'expérience  pour  di<tingiipi'  eux-mêmes  les  plus 
importants. 

Mais  l'Ouvrage  de  M.  Goursat  ne  s'adresse  pas  seulement 
aux  chercheurs  :  sa  lecture  est  nécessaire  à  quiconque  veut  se 
tenir  au  courant  des  progrès  d'une  des  branches  de  la  Science 
qui,  si  elle  est  des  plus  difficiles,  est  aussi  des  plus  intéres- 
santes. E.MIl.K    lioiu-L. 


Xoin-elles  TalAcs  de  lo^aiil lunes  à  cinq  clccinmles, 
par  E.  Motciiv,  Profe.ssinir  an  (Collège  de  Blois.  Chez 
rauteur  :  i '*■,  2j. 

Les  Tables  de  M.  Mongin  ((miiiMinçiil  : 

1°  En  neuf  pages,  les  logarithmes  des  nombres  de  i  à  loooo 
111 II  logarithmes  à  la  page),  avec  diflérences  et  parties  pro- 
portionnelles; le  ehilTre  à  gauche  du  nombre  dont  on  cherche 
le  logarithme  indique  la  page  à  consulter.  Ex.  :  J946,  page  3; 

■2°  En  dix-huit  page«,  les  logarithmes  des  sinus,  cosinus, 
tangentes  et  cotangente*  «h;  minute  en  minute  pour  tous  les 
arcs  du  premier  quadrant.  .Même,  ilisposition  que  pour  les  lo- 
garithmes des  nombres  ; 

3"  Des  notices  explicatives,  avec  de  nombreux  exemples; 

4"  Des  formule*,  mathématiques  et  physiques,  reliées  par  un 
fil,  pouvant  être  détachées  au  moment  d'un  examen,  puis  re- 
placées. 

On  voit  que  l'aulcur  est  parvenu  à  condenser  beaucoup  de 
choses  en  bien  peu  d'espace.  El  pourtant  pas  d'obscurité,  pas 
d'erreurs  possibles,  en  dehors  de  celles  qui  sont  due<  à  l'i'-tour- 
dcrie  cl  qui  "^e  produisent  avec  des  Tablc<  quelconques. 
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La  disposition  iiouveUe  adoptée  par  iNI.  Mougin  est  absolu- 
ment ingénieuse;  elle  serait  longue  à  décrire,  mais  un  coup 
d'œil  permet  de  s'en  rendre  compte  immédiatement.  Quant  au 
résultat  obtenu,  nous  citerons  seulement  ce  lait  :  là  où  d'excel- 
lentes Tables  classiques  emploient  plus  de  goooo  caractères, 
pour  les  logarithmes  des  nombres,  M.  Mougin  en  emploie  seu- 
lement 29  548. 

Il  serait  bon  d'essayer  ces  nouvelles  Tables  d'une  façon  un 
peu  générale  et  systématique,  afin  de  pouvoir  se  prononcer 
définitivement  sur  leur  valeur  pratique.  Les  lecteurs  des  Nou- 
vel/es Annales  que  la  question  intéresserait  pourront  s'a- 
dresser directement  à  l'auteur.  Il  se  fera  un  plaisir  de  leur 
envoyer  immédiatement  un  exemplaire  à  titre  d'hommage,  sur 
le  désir  qui  lui  en  serait  exprimé. 

lissai  su/'  le^  conditions  et  les  limites  de  la  certitude 
logitfue,  par  (i.  Milhaid,  cliaigé  de  cours  à  la  Faculté 
des  Lettres  de  Moiit[)ellier.  (i  vol.  in-12  de  la  Biblio- 
llieque  de  Philosophie  contempoiaine,  a'"",  00,  deuxième 
édition  revue.  Félix  Alean,  éditeur.) 

M.  Milhaud,  agrégé  des  Sciences  mathématiques,  avait  pré- 
senté ce  travail  comme  thèse  pour  le  doctorat  es  lettres,  à  la 
Sorbonne.  Il  a  donc  pu,  grâce  à  ses  connaissances  mathéma- 
tiques, établir  avec  une  compétence  particulière,  dans  cette 
étude  philosophique,  les  exemples  sur  lesquels  s'appuie  sa 
discussion. 

L'auteur  s'est  proposé  de  montrer  que  la  contradiction  lo- 
gique n'autorise  aucune  affirmation  eu  dehors  des  faits  parti- 
culiers directement  observés.  Sa  méthode  repose  sur  la  dis- 
tinction fondamentale  de  ce  qui  est  donné  et  de  ce  qui  est 
construit,  dans  les  éléments  de  la  pensée. 

Après  avoir  établi  directement  sa  thèse,  il  la  confirme  par 
un  appel  au  témoignage  des  Mathématiques,  puis  il  s'attache 
à  ruiner,  par  un  examen  direct,  ce  que  les  opinions  couram- 
ment formulées  sur  quelques  problèmes  philosophiques  pré- 
sentent de  manifestement  contradictoire  avec  ses  conclu- 
sions. 
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SOLLTIO\S  DE  QUESTIOXS  PROrOSEES. 


Question  1767. 


lAanl  donné  un  point  .M  de  l'espace,  on  lui  fait  corrcs- 
pondre  le  point  M'  qui  lui  est  dianiétralc/nent  npposé  dans 
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la  sphère  qui  passe  par  ce  point  et  par  un  cercle  fixe  V 
donné  dans  un  plan  -.  Si  le  point  .AI  décrit  une  courbe  (  M  ) 
ou.  une  surface  [M],  le  point  M'  décrit  une  courbe  (M')  ou 
une  surface  [M']. 

Démontrer  les  ihéorènies  suiicin/s  : 

ï°  Si  la  surface  [JMj  est  une  quadrique  passant  par  le 
cercle  F,  la  surface  [M]  est  aussi  une  quadrique  passant 
par  ce  cercle. 

Ces  deux  quadri(jues  se  coupent  suivant  un  second 
cercle  Fj  et  la  sphère  admettant  Y  pour  section  diamétrale 
contient  aussi  le  cercle  l\. 

Si  la  surface  [IM]  se  réduit  à  un  plan,  le  théorème  sub- 
siste, mais  la  quadrique  [W]  passe  alors  par  le  point  à 
l'infini  dans  la  direction  normale  au  />lan  du  cercle  F. 

'.>."  Si  la  courbe  i  M  )  est  une  section  circulaire  de  la  qua- 
drique [M]  dans  un  plan  parallèle  au  plan  ~\  du  cercle  Fj, 
la  courbe  (M')  est  une  section  circulaire  de  la  quadrique 
[M']  également  dans  un  plan  parallèle  à  -|. 

3"  Pour  des  surfaces  ou  des  courbes  quelconques,  on  a  les 
propositions  salivantes  : 

Les  parallèles  aux  normales  en  .M  et  en  i\r  aux  sur- 
faces [iM]  et  [M],  respectivement  menées  par  iSF  et  M,  se 
coupent  dans  le  plan  ~. 

Les  plans  parallèles  aux  plans  normaux  en  AI  et  en  .M' 
aux  courbes  (.M  i  et  (  M'),  i'especti\.ement  menés  par  .AT  et  M, 
se  coupent  dans  le  plan  ~. 

{Cette  seconde  proposition  est  une  conséquence  immé- 
diate de  la  premièi'e  i.  (  M.  dOcac.nk  i. 

son  riox 
Par  M.  V.  HiCTAi.i. 

.appelons  C  le  centre  de  la  sphère  F^  admeltanl  F  pour  sec- 
tion diamétrale,  O  le  pôle  de  tt  par  rapport  à  F^,  Mi  le  symé- 
trique de  .AI'  par  rapport  au  centre  C;  le?  points  Al  et  .Ait  se 
correspondent  dans  une  transformation  d'IIirst  ayant  F"-  pour 
quadrique  double,  et  le  point  0  (à  linlini  )  poui-  ]>ùle. 

La  transformation  délinie  j)ar  l'énoncé  est  donc  \e  produit 
dune  inversion  quadrique  et  dune  symétrie  centrale,  et  par 
suite  une  transformation  quadratique  rationnelle  involutive. 
Il  s'ensuit  que,  à  une  courbe  (AI)  de  l'ordre  n  ayant  p  point-; 
dans  le  plan  :t,  non  placé*  sur  le  cercle  F.  coupant  le  cylimlre 


1 


(  ^8;  ) 
(FOj  en  /•  point*,  et  qui  passe  q  fois  par  le  point  O,  corres- 
pond en  général  une  courlic  (  M' )  de  l'ordre  n  ^=  n -~- p  —  <jr, 
qui  rencontr*^  Ir  plan  t.  en  y  pninls  non  situés  sur  F  et  en  r 
placés  snr  P.  qui  p;i--o  /'  l'ois  par  le  point  O,  et  conpe  le  cy- 
lindre (TOl  en  n  — />  points.  Les  seules  droites  ayant  pour 
correspondants  des  droites  (  ou  mieux  des  coniques  dégénérées  ) 
sont  celles  qui  passent  par  O  ou  par  des  points  du  cercle  F. 
A  une  surface  f.M]  de  l'ordre  n,  de  la  classe  m,  ayant  pour 
ordre  du  complexe  de  ses  tangentes  c,  et  n'ayant  pas  de  re- 
lations spéciales  de  position  avec  t:  et  F.  correspond  une  sur- 
face [!\F]  de  l'ordre  'in  et  de  la  classe  ?.n^r-  m -r-  c,  passant 
Il  fois  par  le  cercle  F  et  aussi  n  fois  par  le  point  à  l'infini  O. 
Si  [M]  pas'ic  <y  fois  par  F  et  p  fois  par  O  se  détachent  de  la 
surface  [M'J  «y  cylindres  (FO)  et/?  plans  tt  :  l'ordre  de  [M'] 
devient  -xn  —  y.q  —  p,  [M'J  passe  n — p  q  fois  par  F  et 
n  —  zq  fois  par  le  point  (,). 

La  transformée  |.M')  pa«se  en  outre  ('videtntnent  par  la 
courbe  sphérit|ue  symétrique,  jtar  rapport  au  centre  C  de  F'^, 
de  la  courbe  où  la  sphère  F-  est  coupée  par  [M  ]. 

En  particulier,  à  un  plan  a  correspond  une  quadrique  passant 
par  O,  par  F  et  |)ar  le  cercle  intersection  de  la  sphère  F- avec 
le  plan  aj  symétrique  de  a  par  rapport  à  C.  A  une  quadrique 
menée  par  F  correspond  une  quadrique  [M'|  qui  passe  par  F 
et  par  le  cercle  Fi,  symétrique  par  rapport  à  C  de  l'inlersec- 
lion  ultérieure  de  |M]  avec  F"-.  Si  la  quadrique  [M]  passe 
aussi  parle  point  U.  |M'l  dégénère  en  deux  plans,  l'un  des- 
quels est  -  (  (ju'on  ne  comiile  pa*  )  et  l'aulre  le  symétrique  de 
celui  qui  contient  l'inlerseiMion  ultérieure  de  [M]  avec  F^. 
Comme  la  tiansformation  est  in volutoiie  ce  deuxième  plan  est 
celui  auquel  correspond  la  quadrique  [M],  etc.  Aux  plans  de 
l'espace  correspondent  les  quadiiques  dune  gerbe  particu- 
lière, dont  les  paraboloïdes  de  ré\olution  correspondent  aux 
pians  parallèles  à  iz,  les  cônes  aux  plans  tangents  à  F,  etc. 

■i"  A  la  courbe  (M),  intersection  de  la  quadrique  []\I]  avec 
un  plan  v  parallèle  au  plan  -,  de  la  section  circulaire  Fj.  cor- 
respond l'inteisection  nltéiieure  des  quadriques  [M'J  et  [N'J. 
transformées  respectivement  de  [MJ  et  de  v;  les  trois  qua- 
driques F-,  [  M'],  [  \'|,  ayant  en  commun  la  conique  F,  ont  deux 
à  deux  une  aulrc  courbe  plane  eoniniune,  et  1rs  [ilans  de  ces 
trois  dernières  courbes  forment  un  faisceau  :  mais  F-  et  [MJ 
se  coupent  suivant  les  cercles  F  et  Fj,  de  même  F-  et  [\'J  se 
coupent   stiivarit   F  et  le  cercle  F',  intersection  de  la  s|>hère  F- 
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avec  le  plan  ■/,  symétrique  de  v  par  rappoil  à  C,  les  plans  des 
cercles  Fj  et  T'  sont  parallèles;  donc,  ete  ('). 

3°  Les  normales  en  M  et  Mj  aux  surfaces  [M]  et  [Mi],  qui 
se  correspondent  dans  la  transformation  d'Hirst,  sont  dans  le 
plan  MMiO  =  ;j.  :  les  normales  à  [  M]  et  [M']  en  les  points  M 
et  M'  sont  donc  dans  ce  même  plan  ;x  et  coïncident  avec  les 
normales  en  M  et  M'  à  la  courbe  plane  (  [i^l],  jJt )  et  à  sa  trans- 
formée ;  en  appelant  P  leur  intersection,  les  parallèles  aux  nor- 
males en  M  et  M'  à  [M]  et  [.M'],  respectivement  menées  par  M' 
et  M,  se  coupent  sur  la  droite  (jj.'-r)  en  le  point  qui  est  symé- 
trique de  P  par  rapport  au  centre  de  la  sphère  (MF). 

Voici,  au  sujet  de  cette  question,  quelques  remarques  qui 
nous  ont  été  communiquées  par  iM.  A.  IMaxxheim. 

Par  l'axe  du  cercle  F  et  par  le  point  IM  faisons  passer  un 
plan  R.  Ce  plan  coupe  F  aux  points  F,  F';  il  coupe  S  suivant 
la  courbe  (M)  e^  S'  suivant  la  courbe  (M'). 

Dans  le  plan  Rijig-.  i),  la  courbe  (M')  est  le  lieu  des  points  .M' 
diamétralement  opposés  aux  points  M  sur  les  cercles  passant 

Fig.  1. 


''? 


par  ces  points  et  par  F  et  F',  ou  encore,  elle  est  telle  que  le 
segment  MM'  soit  vu  sous  un  angle  droit  de  chacun  des 
points  F  ou  F'. 

Cherchons  la   normale   en  M'  à  (M').   Lorsque  FM  tourne 


(  '  )  En  général,  à  loiUe  section  plane  d'une  quadriquc  menée  par  V 
correspond  un  ceril<\  iM  psir  suite  à  cliaquc  cnniquc  menée  par  un 
point  de  F. 


(  '^^^9  ) 

autour   cl«'  F  de    l'angle    infiniiiienl     ptlit   t/tu,    le    point   M   se 
déplace  sur  (M)  de  l'arc  inllniment  petit,  c/i  .M  ).  On  a 

,f[  y\)  =  Ma.t/co, 

la  droite  ]\1  a  étant  la  normale  en  ."\I  à  (M  ). 

De  même 

diM)  =  iM'a'.f/w; 
pai'  siiilc 

rl(  M  )  _    Ma 

(Jn  ti'oiiNe  de  même,  au  moyen  de  F', 

^/ri\i)      M  3 


Un  a  alors 


diM')        M'Ji' 

Ma  _  .M'a' 

Mp  "  M'P'' 


Menons  M'N  parallèlement  à  Ma.  Les  droites  M'M,  iNI'F, 
MF',  ."M'N  forment  un  faisceau  dont  le  rapport  anliarmonique 

Ma 

est  égal  à  ttô  •    f'îii"  suite,   en  coupant  ce  fai?ceau   par  FG,  ce 

rapport    donne    le    rapport   anliarmonique    des   points    F,    F', 
N,  G. 

J-.n   |)rcnant  le  rapport  égal       , ,  ,j>     on    arrive    alors    a    ces 

M  p 

mêmes  points,  donc  :    les  parallèles  aux   normales  en  M  et 

M'  aux  courbes  (M),  (M'),  menées  respectivement  par  ]M'  et 

M,  se  coupent  en  un  point  N  de  la  droite  FF'. 

La  sphère,  menée  par  F  et  par  M,  coupe  S  et  S'  suivant  des 
courbes  correspondantes. 

Menons  par  MM'  le  plan  U  qui  les  touche  en  M  et  M'.  Ce 
plan  coupe  la  sphère  suivant  un  cercle  G  langent  à  ces  courbes 
en  ces  points. 

Les  normales  en  M  et  M'  à  S  et  S',  ainsi  que  les  parallèles  à 
(•es  droites,  menées  respectivement  de  M'  et  M,  se  projettent 
alors  sur  le  plan  U  suivant  le  diamètre  MM'  du  cercle  C;  au- 
trement dit:  ces  dernières  droites  rencontrent  l'axe  du  cercle 
C.  Mais,  d'après  ce  qui  précède,  leurs  projections  sur  R  se 
coupent  en  un  point  du  plan  de  F;  donc  :  les  parallèles  aux 
normales  en  M  et  M'  aux  surfaces  S  et  S',  menées  respecti- 
vement par  M'  et  M.  passent  par  la  trace  de  l'arc  du 
cercle  C  sur  le  /dan  de  I". 


(  ^9"  ) 

Celte  démonstration  géoiuélriqiie  a  l'avantage  de  préciser 
la  position  du  point  de  rencontre  de  ces  parallèles. 

Cherchons  inainlenanl  le  centre  de  courbure  de  (M)  poni- 
le  point  M'.  Pour  cela,  je  vai*  d'abord  donner  la  solution  du 
problème  suivant  : 

Un  segment  ah  {fig-  >.  ),  de  longueur  va/iob/e,  est  liniitt' 
aux  courbes  {a)  et  (b  )\  il  se  déplace  en  restant  tangent  à 
une  courbe  donnée  [e).  Du  point  b  on  mène  une  parallèle 
à  la  tangente  ac  menée  de  a  à  une  courbe  donnée  (c  i  : 
construire  le  point  où  cette  parallèle  touche  son  emeloppe. 

Kig.  u. 


ycj 


^ 


fkJ 


On  prend  le  point  de  rencontre  g  de  la  normale  en  c  à  (c  i 
avec  la  normale  en  a  à  (a)  et  l'on  mène  la  perpendiculaire  gh 
à  ab.  Cette  droite  coupe  ac  en  h  et  l'on  mène  la  droite  he 
qui  rencontre  en  m  la  parallèle  bni  à  ac.  La  perpendiculaire 
ml  à  ab  donne,  sur  la  normale  en  b  à  ib),  le  point  l  que  l'on 
projette  en  i  sur  bm  :   le  point  i  est  le  point  demandé. 

Reprenons  la  courbe  (M')  (fig-  i)  et  supposons  connu  le 
centre  de  courbure  ■jide(]\l)  pour  M.  Lorsqu'on  déplace  M 
sur  (M)  le  milieu  O  de  .^LM'  reste  sur  la  perpendiculaire  éle- 
vée du  milieu  de  FF'  à  ce  segment.  On  connaît  alors  la  nor- 
male en  ce  point  O  à  la  ligne  qu'il  décrit,  et  comme  on  con- 
naît les  normales  en  M  et  M'  à  (M)  et  (M'),  on  peut  facilement 
construire  le  point  E  où  M.M'  touche  son  enveloppe. 

Connaissant  E  et  jx.  on  détermine  par  la  construction  précé- 
dente le  point  L  où  .AL.X  touche  son  enveloppe. 

Prenons  maintenant  .MîV,  dont  les  extrémités  décrivent  des 
lignes  dont  on  possède  les  normales  en  M  et  N;  en  outre,  les 
parallèles  M  li.,  M'N  touchent  leurs  enveloppes  aux  points 
IX,  L.  Par  une  construction  inverse  de  celle  qui  précède,  on 
peut  construire  le  point  H  où  M\  tourbe  «on  enveloppe. 


(  '^91   ) 

Eiilin,  coiiiiaissaiil  le  point  L  où  M.M'  touche  son  enve- 
loppe et  le  point  H  qui  vient  d'èlre  déterniiné,  on  peut  con- 
struire le  point  [Ji'  où  la  parallèle  menée  de  M'  à  MH  touche 
son  enveloppe  :  ce  point  a'  est  le  centre  de  courbure  de  (  M') 
pour  le  point  .M'. 


OIESTIOXS. 


399  (1857.  391  ).  SuiiMit  lioniirs  un  lélraètire  quelconque 
abcd  et,  dans  son  intérieur,  un  point  o  tel  que  les  droites  oa, 
ob,  oc  déterminent  un  an^rle  Irirectangle  ;  je  mène  par  le  point  o 
des  plans  parallèles  aux  faces  du  tétraèdre;  ces  plans  déter- 
minent dans  chaque  angle  triédre  des  parallélépipèdes  dont 
je  désigne  les  volumes  par  I\,,  P^,  P,-,  P,/.  Un  a 

[p-^j  -^[vi)  '^[p':)  -[Ki)  ' 

(  Mannheim.  ) 

4il0(1857,  3yi  ).  Soit  a  une  i'onclion  rationnelle  et  entière 
du  degré  n  d'un  nombre  quelconque  de  variables  t,  y,  z,  .  .  ., 
et  soient  du,  d- 11 ,  ...,  d"  u  les  diiïérentielles  successives 
qu'on  obtient,  mais  en  supposant  que  <r/.r,  d)-,  dz,  ...  sont 
constantes  (  '  ). 

Formons  l'équation 

t'<d"  u  -r-  nf'-^^d'  '^  u  -r-  n{n—  i)t"--d"--u 

-r-  n  (//  —  I  ) (/i  —  A.  )  /"-3  d"-^  u 

-r-  n{n  —  I  )  {n  —  2  )  .  . .  y-t  du 

-t-  n{n  —  I ) («  —  2  ) .  . .  1. 1  .u  —  o. 

Formons  une  fonction  symétrique  quelconque  rationnelle  et 
entière  des  différences  des  racines  de  celte  équation:  sa  va- 
leur est  une  fonction  entière  des  coefficients  d'^u,  d"-^  u, 
d"~-,  ...,  du,  u,  et,  par  conséquent,  une  fonction  de  x,  y, 
z,  . .  .,  dx,  dy,  dz,  ...  ;  si  l'on  différentie  cette  dernière  fono- 


(')  Alors  du  renferme  dx.   dy.   dz:  d- u  renferme  dx",  dy,  dx, 
dy-,  ...  cl  </" +'  —  o. 


(    29^    ) 
tioii  en  traitant    dx,  dy,  dz,  ...    comme    des   constantes,   on 
trouve  un  résultat   itlenticjucment  nul. 

(iMiCllAKL    ROBKRTS). 

Note  nu  Ukdactki  r. 
Exemple.  —  Soit 

/?  =  2, 

a  =  a  X-  -^  b y-  -1-  c  -3  ' , 
du  =  ^{ax  dx  -4-  h  y  dy  -\-  cz  dz), 
d-  «  =:  2  ( a  dx-  -{-  b  dy-  -h  c  dz'-). 

L'équation  en  /  est 

/-  d-  a  -+-  ■>.  I  du  -{-  -lu  =  o. 

Choisissons  pour  fonction  symétrique  la  somme  des  carrer 
des  dilTérences  des  racines:  cette  somme  est 

/^i  du^ —  a  u  d'-u  )  =  —  \(S[ab{x  dy  — y  dxY 

-i-  ac(x  dz  —  zdx)- 
-1-  bc{y  dz  —  z  dy)-  |; 

différentiant  cette  valeur  en  regardant  dx,  dy,  dz  comme  con- 
stants, le  résultat  est  identiquement  nul. 

^^l^  (1858,  3i  ).  Quel  est  l'aspect  du  monde  pour  un  specta- 
teur placé  sur  la  Lune  supposée  sans  atmosphère?  par  quels 
moyens  ce  spectateur  peut-il  reconnaître  que  la  Lune  tourne 
autour  de  la  Terre  et  pas  la  Terre  autour  de  la  Lune? 

4M  (1858,  Sa).  On  a  mesuré  les  trois  côtés  d'un  triangle 
sphérique  ABC;  a,  p,  y  sont  les  erreurs  absolues  respectives 
qu'on  peut  commettre  sur  la  mesure  des  trois  côtés  a,  b,  c. 
Evaluer  l'influence  de  ces  erreurs  sur  les  angles  A,  B,  C. 

(Gaillet.) 

1800.  Un  coupe  une  cubique  ayant  un  |)oint  de  rebrousse- 
ment  par  une  droite  quelconque.  Par  chacun  des  points  de 
rencontre  on  peut  mener  à  la  cubique  une  tangente,  autre 
que  celle  qui  touche  la  cubique  en  ce  point.  Démontrer  que 
les  trois  points  de  contact  de  ces  tangentes  sont  en  ligne 
droite. 

Propriété  corrélative.  (A.  Cazamian.  ) 


(   ^9-^  ) 

[I2c] 

SIR  OIELOLES  rilÉORÉlIES  DARITiniÉTIOLE; 

Pau  m.  g.  MOREAU, 
ColonrI  (l'Artillerie  en  retraite. 


Théoukme  1.  —  L('s  restes  fie  la  division  par  p  de 
p  lerines  successifs  d'une  progression  arithmétique  de 
raison  ^,  p  et  _\  étant  premiers  entre  eux,  sont  dans 
un  certain  ordre,  en  n'admetlant  pas  de  reste  nul,  les 
p  premiers  nombres 


(0 

(. 

X ,     3 , 

••:        ^Z'  —  1),        p. 

El. 

fUct. 

soil 

(•^-) 

. ,     a  -^  (  p  —  I  )  N 

la  progicssioii  arilliiiiéli(jn<'  considérée  ;  les  icsles  de  l;i 
division  de  ses  termes  [)ai/;  sont,  en  ii'adniellant  pas  de 
resle  nul,  an  pins  éganx  à  /;  ;  de  pins,  ils  sont  tous  dif- 
férents; car  si,  par  exeni[)le,  a  -\-  KN  et  a  +  K'N  don- 
liaient  le  même  reste,  il  en  résulterait  «jue  p  diviserait 
la  différence  (K'  —  K.)^,  ce  (jui  est  impossible,  puis- 
(ju'il  est  premier  avec  A  el  forcémenl  plus  grand  (|iie 
K' — K;  ces  r(;stes  sont  dr>iu'.  dans  un  certain  ordre,  les 
termes  de  la  suite  (i). 

CoKOLi.viRK.  —  Il  y  a  dans  la  suite  (2)  autant  dt; 
nombres  premiers  avec/?  que  dans  la  suite  (i)  et  il  s'v 
trouve  un  terme,  et  un  seul,  divisible  par  /;. 

Définition. —  On  nv)\\A\c  indicateur  d'un  nombre  A, 
et  l'on   désigne   par    la   notation  '^(iN)   le  nombre    (lui 
Ann.  de  MallicincU.,  .1*  série,  l.  W  II.  (Juillet   1898.)  \\) 


(  ^94  ) 

exprime  conibien  Ja  suite 

I,     a,     3,     ...,     (N'-i),     N 

coiitîenl  de  termes  premiers  a\ec  N. 

D'après  celte  déiînition,  on  a 

ç;(i)  =  i,         ç('2)=r,         o(N)  =  N  — I 

lorsque  iS  est  un  nombre  premier. 

Théorème  II.  —  Si  l  on  multiplie  un  nombre  quel- 
conque N  par  un  nombre  premier  /;,  on  a 

ofpN)  =/>o(N)         ou         (p  — i)cp(\), 

suivant  que  p  divise  ou  ne  divise  pas  N. 

Pour  le  démontrer  formons  le  Tableau  des  ^N  pre- 
miers nombres  en  les  écrivant  par  rangées  successives 
de  N  nombres 

■>,  ;;,         ...,       a,  ....     N-i, 

. ,       a  N  —  I , 


-h  KM, 


H_(^_,)\,    2-H(/î— i)N,    3+(/j— 1)\, 


3  -h  \. 

. .,       a  +  i\, 

3  -f-  KN, 

...     «-f-KN, 

H-(/J-i)N,   • 

..  a+(/^-i)N 

(K-^i)\"  — I,  (K 


/.\ 


et  cberclions  combien    il   y  en  a  (pii  sont  premiers  a\eu 
le  produit  />N. 

Prenons  le  terme  quelconque  «  + KN.  Pour  que  ce 
terme  soit  premier  avec  pN,  il  faut  qu'il  le  soit  avec 
N  et  cela  ne  peut  ariiver  que  si  a  lui-même  est  premier 
avec  N;  les  nombres  cherchés  ne  peuvent  donc  se  ren- 
contrer que  dans  les  'f(ÎN)  colonnes  commençant  par 
ceux  des  nond^res  de  la  première  rangée  qui  sont  pre- 
miers avec  N.  Voyons  maintenant  combien  chacune  de 
ces  colonnes  en  contient,  par  exemple  celle  commen- 
çant pai'  t(. 


(  '9^  ) 
l'itRMii.it  (AS  :  Lf^  nombre  /ue/nirr  p  ilivisc  N.  — 
Ll's  p  icinies  de  la  colomie  considérée  étaiil  premiers 
avec  iN  le  sont  aussi  avec  le  produit  />?S  (|ui  ne  eonliciU 
j)as  d(;  facleuis  picniieis  étrangers  à  \.  Ainsi,  dans  ce 
cas,  ou  a 

Dkuxième  c\s  :  Le  tiomhre  /tretnici-  j)  ne  iîhise 
pas  iS .  —  Les /^  ternies  de  la  colonne  considérée  for- 
nu'ut  une  progression  ;)iiLliniéli(|ue  de  raison  N;  or, 
d'après  le  corollaire  du  ihéorènie  I,  p  élant  premier 
avec  ]N,  il}'  a  dans  celle  progression  autant  de  termes  pre- 
miers avec /^  que  dans  la  suite  des  p  premicis  Jiond)res, 
c'est-à-dire  p  —  i  ,  et  ces/;  —  i  nombres  étant  à  la  fois 
premiers  avec  A  cl  avec />  le  sont  a\cc  le  [xodiiit />  A . 
Ainsi,  dans  ce  cas,  on  a 

'^(p'S  )  =  (p  —  i)z,{\). 

CoROLLAïKK  l.  —  11  résidle  de  ce  qui  précède  que,  si 
p,  fj,  j\  ...  sont  les  fadeurs  premiers  entrant  dans  la 
composition  de  ^> ,  on  a 

(  ■{)  'j)(N)  ^  {p  —  \)ui  —  !)(/•  — 1) 

pf/r. .  . 

ce  (|ue  Ton  écrit  aussi 

a,        ,(.,  =  N(,_i)(,-ij(,_i).,.. 

(Jor.oLi.AiiîK  Jl.  —  M  et  -N  élant  deux  nomhi'es  cpud- 
conques  premiers  entre  eux,  on  a 

o(MNj  =  o(M)ç(  N). 

Si,  au  contraire.  M  ur.  contient  pas  de  fiicleurs  pre- 
miers é'trangers  à   \,  on  a 

.i(   \I\   )    -:    M'i(\). 
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Reman/iie.  —  'f (^)  est  toujours  uu  nombre  pair, 
excepté  pour  1N=  1  ou  2. 

Théorème  III.  —  Si  l'on  Diiilliplie  les  'f  (jN)  nom- 
bres c/iii  ne  surpassent  pas  N  et  sont  premiers  avec  lui, 
par  l'un  quelconque  d' entre  eux,  on  obtient  une  suite 
de  termes  dont  les  restes  de  la  dil^'ision  par  y  sont 
dans  un  certain  ordre  les  '-^(rs)  nonibies  desquels  on 
est  parti. 

Soient,  eu  effet, 

(5)  I,     a,     6.     c,      . . . ,     N  —  I, 

les  'f  (N)  nombres  qui  ne  surpassent  pas  j\  et  sont  pie- 
niiers  avec  lui;  en  les  multipliant,  par  exemple,  par  a, 
nous  aurons  une  suite  de  termes 

(6)  a,     a-,     ah,     ac,     ...,     a(N  —  i) 

qui  seront  tous  premiers  avec  A  :  donc  les  restes  de  la 
division  par  ce  nombre  seront  également  premiers  avec 
lui  et  feront,  en  conséquence,  partie  de  la  suite  (5); 
de  plus,  ces  restes  sont  tous  différents,  car  si  deux 
termes  quelconques  ab  lil  «c  donnaient  le  même  reste,  il 
en  résulterait  que  N  diviserait  leur  différence  (c  —  ^)«, 
ce  qui  est  impossible,  puisqu'il  est  premier  avec  a  et 
forcément  plus  grand  que  c  —  b;  ce  sont  donc,  dans 
un   certain  ordre,  les  nombres   mêmes    de  la  suite  (5). 

Corollaire.  —  Ce  théorème  montre  que,  si  1  on  dé- 
signe par  A  un  nombre  quelconque  de  la  suite  (5),  il 
existe  dans  la  suite  (6)  un  terme,  et  un  seul,  qui,  divisé 
par  ]N,  donne  A  pour  reste.  On  peut  donc  dire  qu'à 
chaque  iiojubre  a  de  la  suite  (5)  en  correspond  un 
autre  b  tel  que  ab  —  A  soit   divisible  par   A,  à    moins 
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que  a  ne  se  t'ori-espoiule  à  lui-même  el  (|iie  ^    ne  divise; 

«•-—A. 

Ainsi,  les  nombics  de  Ij  suite  (j j  sonl  de  deux  es- 
pèees  par  rapport  à   \  : 

i"  Ceux  a,  />,  c,  (I ,  ...  (|ui  sont  tels  (|ue  les  dillé- 
leuees  ah  —  A,  cd  —  A,  ...  soicîîU  divisibl(;s  par  >  ;  ils 
sont  dits  assocu'.s  t/eiix  à  deux  par  /apport  à  A  pour  le 
module  JN  ; 

2"  Ceux  a,  Ti,  ...  qui  sont  tels  (|uc  les  dillerenees 
a-  —  A,  ^i- —  A,  .  .  .  soient,  divisibles  [)ar  X;  ils  sont 
dits  égaux  à  leurs  associés  par  rapport  à  A  pour  le 
module  S  et  nous  en  désignerons  le  nombre  par  la  no- 
tation -x^fjN). 

Jlemar</ue.  —  Il  est  à  remarquer  que  1(!S  noud^res  de 
eetle  dernière  ealégorie  sont  deux  à  deux  eomplémeii- 
laircs  à  JN ,  car  il  est  évident  que,  si  a-  —  A  est  divisible 
par  N,  il  en  est  de  même  de  (N  —  a)-  —  A. 

Il  y  a  lieu  d'examiner  en  particulier  le  cas  de  A  =  i 
et  de  déterminer  combien  il  y  a  alors  de  nombres  égaux 
à  leurs  associés  par  rapport  à  i,  ou  simplement  égaux  à 
leurs  associés,  pour  le  module  ?^ . 

Tui':oai::ArE  J\  .  —  /Je  nombre  a,(]N)  des  nombres 
égaux  à  leurs  associés  pour  le  module  N  peut  être  re- 
présenté par  une  puissance  de  i  dont  l'exposant  est 
égal  au  nombre  des  facteurs  premiers  impairs  entrant 
dans  la  composition  de  jN  augmenté  de  o,  de  i  ou  de  2, 
suivant  que  le  facteur  2  y  entre  lui-même  au  plus  une 
fois,  deux  fois  ou  plus  de  deux  fois. 

La  démonstration  de  ce  ibéorème  repose  sur  les  con- 
sidérations qui  vont  être  exposées. 


(  H)^  ) 

Pkkmikiî  cas  :  Lorsque  iN  est  une  j>niss(incc  de  a,  on  n. 

ij.i(N  )  =  1 ,  2  on  4< 

suivant  que  l'exposant  de  cette  puissance  est  i,  i  on 
est  supérieur  à  2. 

Les  deux  premiers  résultats  sont  évidents.  Quant  au 
troisième,  pour  que  a-  —  i  r=  (a  —  i)(a  -(-  i)  soit  divi- 
sible par  N,  il  faut  que  Tun  des  deux  nombres  a  —  i   ou 

...  N 

a  4- I   soit  divisible  par  —  ,  car,  N  étant  une  puissance 

de  2,  ces  nombres  sont  des  nombres  pairs  consécutifs 
dont  l'un  ne  contient,  par  conséquent,  qu'une  fois  le 
facteur  2;  or  il  n'y  a  que  quatre  valeurs  de  a  pour  les- 

N 
quelles  cette  condition  soit  remplie,  savoir  :   i,  ^ i, 

]\ 

- — h  1,  jN—  I,  ce  qui  démontre  le  troisième  résultat. 


Deuxième  cas  :   Lorsque  N  est  un   nombre  premier 

impair,   on  a 

H.i(N)  =  '>. 

Kn  effet,  le  nombre  premier  jN  doit  diviser  a  —  i  ou 
y.  H-  I  et  cela  ne  peut  arriver,  a  étant  inférieur  à  N,  que 
pour  a  ^=:  I  et  a  =  N  —  1 . 

Troisième  cas  :  Si  L'on  multiplie  un  nombre  quel- 
coiupie  N  par  un  nombre  premier  impai/-  p,  on  a 

,u.,(/jN)  =  [a,(N)         ou         ■^lXl{^), 

suivant  que  p  divise  ou  ne  divise  pas  JN. 

Ecrivons  de  la  même  manière  que  précédemment  le 
Tableau  des  /^N  premiers  nombres  et  cherchons  com- 
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hii'ii  il   V  cil  a  dont  le  carié,    diiniiuK-    diinc  unilc,  soit 
divisible  par/;  \. 


lv\.  '. -^  K.N, 


a, 

N  —  I , 

N 

a-f-  N. 

•N— I. 

2N 

a  ^-  K  N 

N,    . 

...  (K-hi)N-. 

.  (K 

+  0N 

a--(/>-.) 

/vN-i, 

/;N 

Prenons  le  teiine  quelconque  7. -f-K^i,  .son  carré, 
diminué  de  1,  est  a- — i -+- aaKN  4- K-JN-,  et  il  est 
(  lair  (jue  celle]  quantité  n'est  divisible  par  N  que  si 
'/- — 1  lui-iiièin<!  Tesl  ;  on  ne  peut  donc  rencontrer  les 
nombres  diercliés  que  dans  les  colonnes  commenrant 
j)ar  les  [JL,  (N)  nombres  jouissant  de  la  même  propriété 
j)ar  rapport  à  iN .  Voyous  mainlenant  combien  chacune 
de  ces  colonnes  en  contient,  pir  exemple  celle  com- 
mençant par  a. 

Le  nombre  premier  impair  p  divise  N.  —  Pour  que 
a- — I  4- 2aKX-f- K-^-  soit  divisible  par /^N,   il  faut 

cl  il  sutlit  cpie  — z. h  v»aK  -h  K'-3«    ou,    puiscjue  p  est 

facteur  de  ^,  que  — ^^ r  2aR  soit  divisible  par  /v  ;  fai- 
sons la  même  opération  sur  tous  les  nombres  de  celle 
colonne,  nous  obtiendrons  p  termes  successifs  d'une 
progression  arithmétique  de  raison  i%\  or  p  est  pre- 
mier avec  ;>, a  puisqu'il  est  impair  et  que,  divisant  ]\,  il 
ne  peut  diviser  a  qui  est  premier  avec  N:  donc  (théo- 
rème J,  corollaire)  celle  progression  contient  un  terme 
<L  un  seul  divisible  par  p.  Ainsi,  dans  chaque  colonne 
comincnraiil  par  un  nombre  tel  que  a,  il  y  a  un  nombre 
et  un  seul  dont  le  carré,  diminué  de  1,  est  divisible  par 
/j-\,  d'où  il  suit  ;a,  (/?N)  =  ;J-i(^). 


(  •'»f'0  ) 

L(^.  nombre  premier  impair  p  ne  (Vnnsc  pas  jN  .  — 
Pour  que  (a  4-  KN)-  —  i  soit  divisible  par  /jX,  couinie 
il  est  déjà  divisible  pat'  \  et  que  p  est  pieinier  avec  N, 
il  faut  et  il  sullit  qu'il  soit  divisible  par  p]  mais,  au 
point  de  vue  de  la  divisibilité  par/;,  il  revient  au  même, 
au  lieu  de  considérer  les  nombres  eux-mêmes  tels  que 
a  +  KN,  de  considérer  les  restes  de  leur  division  par  p. 
Or  ces  nombres  forment  une  proi;ressioii  arithmé- 
tique de  raison  ]\  et,  d'après  le  théorème  J,  les  restes 
de  leur  division  par  /;  sont,  dans  un  certain  ordre,  les 
/?  premiers  nombres;  il  y  en  a  donc  parmi  eux  deux 
(2*  cas)  qui  sont  tels  que  leur  carré,  diminué  de  i, 
soit  divisible  par  p  et,  par  consécjuent,  par/>jN.  11  suit 
delA  u.,  (/7N  ):.=  ■>.  a,  (JN'). 

Conclusion.  —  L'exactitude  du  lliéorème  énoncé 
résulte  de  la  combinaison  des  diveis  cas  examinés. 

Coi\OLLAir,E  I.  —  Les  nombres  pour  lesquels  u.|  est 
égal  à  2  sont  p^ ,  0. p^  f^t.  4,  p  étant  un  nombre  premier 
impair- et  /,•  un  nombre  (pielconque.  Pour  tous  les  autres 
nombres  [j.,  est  divisible  au  moins  par  4- 

Corollaire  11.  —  Si  M  et  N  sont  deux  nombres 
premiers  entre  eu\,  on  a  a,  (iMlN)  =  |ji.|  (M)  |ji.j  (jN  ). 

Au  contraire,  si  M  est  un  nombre  impair  (pii  ne 
contient  pas  de  facteurs  premiers  étrangers  à  N,  on  a 

î.,(MN)^;^,(i\). 

Définition.  —  On  dit  que  deux  nombres  A  et  B  sont 
congrus  pour  le  module  ]N,  lorsque  leur  diiîérence 
A  —  B  est  divisible  par  N.  Cette  propriété  des  nombres 
A  et  13  s'éci'it  sous  la  foiine 

A  =  B  (MH)(I\|. 
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j        qui  s'énoncci  A  congru  à  \]  module  IN   el   ([ui  prend  le 
nom  de  congrucnce. 

D'après  celle  détinilion.  il  esl  évideiil  cjue  l'on  pcuL 
appliquer  aux  eongruences  de  même  module  les  opéra- 
lions  suivanlcs  de  l'Algèbre  :  addition,  soustraction, 
multiplication,  élévation  aux  puissances. 

THfc;oRi-:ME  \ .  —  Le  piochât  P  des  '■5(^)  noinbics  qui 
ne  surpassent  pas  N  et  sont  premiers  avec  lui  est 
congru  pour  le  module  N  à  la  puissance  d'exposant 
icp(jN)  d'un  quelconque  A  de  ces  'f  (jN)  nombres,  cette 
puissance  étant  prise  positi\>ement  ou  négativement 
suivant  que  [J-^{'S)  est  divisible  par  4  ou  seuletnent 
par  '2. 

Le  produit  P  et  le  nombre  A  satisfont  donc  à  la 
congruence 

P  =  (— i)"        A- '  (mod^). 

Pour  ellectuer  le  produit  P,  prenons  les  nombres 
dont  il  se  compose  en  réunissant  d'abord  deux  à  deux 
les  nombres  associés  par  rapport  à  A  pour  le  module  N, 
puis  en  groupant  avec  leurs  complémentaires  à  iN  les 
nombres  égaux  à  leurs  associés,  nous  aurons  ainsi  la 
suite  de  congruences  fie  même  module 

/  «6=      A(modN) 

l  (•<-/=      A(modN) 

*^  a(N  —  a)=— A(modN) 

/  p(N  — ^)=— A(modN)  (  i;x,(N)  congruences 


et,  en  les  multiplianl  membre  à  mendjie,  nous  aurons, 
comme  cela  a  clé  annoncé. 


(7) 


=    —I  )-'  \-^  (  inod  \  ). 
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CoROLLAiiiE  I.  —  Eli  faisant  A  =  i  dans  la  formule  (^7), 
il  vient 

(8)  p  =  (_,)^  !■'''■''■'  (moclN). 

ee  qui  montre  rjue  N  divise  toujours  P  +  i  ou  P  —  1 
(théorème  de  Wilson  généralisé). 

Pour  que  ce  soit  P -!- i  qui  soit  divisible  par  N,  il 
faut,  puisque  u.|  est  une  puissance  de  2  (théorème  IV  ), 
que  l'on  ait  tj.,  =  2  et,  en  se  reportant  au  corollaire  I  du 
mènac  théorème,  on  voit  que  les  nombres  qui  remplissent 
cette  condition  sont  une  puissance  quelconque  d'un 
nonihre  premier  impair,  le  double  d'une  telle  jfuis- 
sance  et  le  nombre  4-  Dans  tous  les  autres  cas,  c'est 
P — I  qui  est  divisible  par  N.  Le  nombre  >.  fait  exce[)- 
tion  et  appartient  aux  deux  catégories. 

En  particulier,  si  N  est  un  nombre  pi'emiei',  P  est 
égal  à  (N —  i)!  et  jN  divise  (N  —  1)!  H-  i  (théorème  de 
Wilson). 

Corollaire  II.  —  Par  comparaison,  on  déduit  des 
formules  (7)  et  (8) 

(—1)-'        A-'       =(  —  1)-"'  (modiN) 

ou,  en  élevant  au  cari'é, 
(9)  A*'^'*=i  (inodNj, 

ce  qui  peut  s'énoncer  ainsi  :  Si  N  est  premier  avec  A, 
il  divise  A.'^''^' — i  (théorème  de  Fermât^  généralisé  par 
Euler). 

En  particulier,  .si  iN  est  un  nombre  premier  qui  ne 
divise  pas  A,  il  divise  A"^"'- —  i  ou,  si  l'on  veut,  tout 
nombre  premier  _\  divise  A-^ — A,  (juel  que  soit  A 
(théorème  de  Fermât). 

Remarque.  —  Conformément  au  théorème  d  Euler, 


(  3o3  ) 

l'iiidicaleur  est  tel  que  A^^^'  —  i  est  divisible  par  N  si  A 
et  N  sont  premiers  entre  eux;  mais  il  existe  généra- 
lement, pour  ehaque  valeur  de  JS,  des  nombres  plus 
petits  que  'f>(N)  et  qui  jouissent  de  la  même  propriété. 
D'après  le  corollaire  I  du  théorème  II,  l'indicateur 
est  égal  au  produit  des  nombres 

TV 

(p  —  l),(fj  —  l),   (/•—  II,     


/"/'• 


Or  il  sudit,  pour  (jue  A'" —  i  soit  divisible  par  A,  (jue 
m  soit  un  multi[>lc  commun  de  ces  nombres,  par 
exenq^lc  leur  plus  petit  commun  multiple;  car  alors,  en 
mettant  en  évidence  les  puissances 

y-,  </">  '•':  •  •  • 

des  nombres  premi(;rs  qui  composent  IN,  ni  est  divisible 
pai'  les  (piantités 

p'^'H  p  —  I  ),  q''-Uq  —  '.),  /•'-'('■  —  l)i    •  •  • 

(|ui  en  sont  respectivement  les  indicateurs  et,  par  suite, 
A'" — I  est  divisible  par  chacune  de  ces  puissances  et, 
par  conséquent,  parleur  produit,  qui  estN. 

On  peut  même  ajouter  que  si  N,  sans  être  égal  à  /\, 
est  divisible  par  4,  il  sullit  de  piendre  le  plus  petit 
conunun  multiple  des  nombres 

-,  (p  —  \),  ((/  —  I),  ('-  —  0,  •  •  • 

parce  <juc,  dans  ce  cas,  A  est  impair,  m  toujours  pair  et 
qu'une  j)uissance  paire  d'un  nombre  inipaii',  diminuée 
de  I,  contient  le  facteur  î>  deux  fois  de  plus  au  moins 
qu'il  n'est  contenu  dans  l'exi^osant  de  cette  puissance. 
En   résumé,    le    plus    petit    commun    multiple    des 


nombres 


ou 
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— ,  i/^-^h  iq  —  0;  ('■  -1%  ••• 

'ipqr ... 
("V  divisible  par  4  sans  êlre  égal  à  4)i 

N 

,  ip  —  i),  ((J  —  ^),  (r  —  \).  ... 

pqr... 

(N  non  divisible  par  4  ou  égal  à  4), 

peut  remplaçai  rinJicateur  'f(N)  clans  l'appHcaliou  du 
tliéorènie  d'Euler.  On  donne  à  ce  nombre  le  nom  tVin- 
dicateur  réduit,  el  on  le  désigne  par  la  notation  '{/(N). 
Il  V  a  une  certaine  catégorie  de  nombres  pour  les- 
quels '}(N)  est  égal  à  '-p(N)  :  ce  sont  ceux  rpii  n'ont 
qu'un  couple  de  nombres  égaux  à  leurs  associés  pour  le 
module  N  el  qui  ont  déjà  été  cités  aux  corollaires  I  des 
théorèmes  IV  et  Y,  c'esl-à-dire  //',  -ip''  et  4i  P  étant  un 
nombre  premier  impair  et  k  un  nombre  quelconque;  il 
est  en  eli'ct  évident  que  le  plus  petit  multiple  comnnin 
des  nombres  />^~'  et  p —  i  ne  peut  être  que  leur  pro- 
duit. 

Autre  remarque.  —  Ces  mêmes  nombres  possèdent 
encore  une  autre  propriété  importante,  qui  consiste  en 
ce  que  ce  sont  les  seuls  pour  lesquels  il  existe  des 
racines  primitii^es . 

Si  l'on  prend  les  restes  de  la  division  par  N  ou  les 
résidus  des  puissances  successives  d'un  nombre  a  plus 
petit  que  IN  et  premier  avec  lui,  on  obtient  une  suite  de 
nombres  preniiers  avec  N  ;  cette  suite  est  périodique  et 
l'amplitude  de  la  période  est  au  plus  égale  à  '}(jN  ),  car, 
puisque  a'^^*'^'  donne  i  pour  résidu,  il  est  clair  que  les 
deux  puissances  d'exposants  A"  et  '1;(N)  +  A  fourni ront  le 
même  résidu.  Cela  posé,  on  dit  que  le  nombre  a  est 
racine  primitive  relativciueni  nu  module^  lorsque  les 
résidus  de  ses  a(N)  premières  puissances  sont  tous  dif- 


i 


(  7>o5  ) 
iéreiils  et  reproduisent,  dans  un  certain  ordie,  le  der- 
nier étant  I  conlorménient  au  théorème  d'Euler,  les 
'i(JN  )  nombres  inférieurs  à  iN  et  premiers  avec  N;  or, 
d'apiès  ce  (|u'on  vient  de  voir,  cela  est  impossible  si 
■ii(N)  est  [)lus  petit  que  '-^  (N)  et,  par  consétjuent,  //  n'y 
(i  (/lie  les  nombres  punr  Lesquels  l' indicateur  et  l' indi- 
cateur réduit  sont  égaux  (/ui  jyiiissent  avoir  des  racines 
l>riinifiK'es. 

Tdhicdii.  fuisfint  coiinailrc,  au  moins  jusqu'à  looo,  le^ 
nombres  correspondant  aux  diverses  valeurs  de  l'indi- 
cateur réduit  de  là  loo. 

I.      !..>.. 

'1.       3 . 4 .  () .  S .  1 7. .  -24 . 

i.    5.  lo.  I  ) .  1G.20. 3o.  4o.48.()0.(S().  19.0. '240. 

(5.    7.<).  14.  iS-^-i  •'^S.3G.42-  '»().(")!. 7a. S4 .  12G.  i()8.-257. . 

5o4. 
8.    3?..  96.1  Go.  480. 
10.    II. 22 . 33 . 4  î . GG . 88 . 1 32 . 2G4 . 
1 :2 .    1 3 .  2G .  3  3 .  39 .  45 .  52 .  65 .  70 .  78 .  t)o .  9 1  . 1 04  . 1  o5 . 1 1 2 . 

1 17.  [3o.  140. 144  •  '56. 180. 182. 195. 208. 2 10. -234. 

260 . ■>.73 .  280 . 3 12 . 3 1  5 .  336 .  36o .  364  •  Sgo .420 . 4  V") . 

468 .  ")2o .  J4G .  J6o .  ")8  j . 62 "l . 63o . 7>o . 728 . 7 80 . 8 1 9 . 

8  jo.  9 10. 936 655'2o, 

16 .    1 7 . 34 .  i) 1 . 64 . 68 . 85 . 1 o'2 . 1 36 . 1 70 . 1 9>. .  204 . 2 ">  j . 272 . 

320. 340. 408 .5 10.  ')44- t>8o.H  16.960. 1020. 1088. 

1 36o .  1 63'2 .  2040 .  2720 .  32()4  .  4080 .  54  40 .  8 1 60. 1 63-20. 
18.    19.27.38.54.57.76. 108. i 14 . I 33. I 32. [71 . 189.216. 

228 . 266 .342.378. 399 . 4  36 . 3 1 3 . 532 . 684 . 706 . 798 . 

1026. 1064 . 1 197. i368. i5i2. 1596.2052.2394 .3192. 

3  591 . 4 1 o4 . 4788 . 7 1 82 . 9576 . 1 436  i . 28728 . 
iO.    -2  5.  50.55.75. loo. 1 10. 1 3o. i65. 176.200.220.275. 

3oo . 33o . 400 .440.528. 55o . 600 . 660 . 825 . 880. u  00. 

1 200 . 1 320 . 1 65o . 2200 .  2640 .  33oo .  4400.6600. 1 3200. 
±1.        23 . 46.69 .92 . I 38 . I 84 . 276. 552. 
^i.    22  1 .2SS.  1 16.67  >.  '  '^".  1248.  I  j:îo.>oi6.>o8o.29i2. 

I  iio'io. 


(  3o(i  ) 
4,(N).  .\. 

28.    Hj. 58. 87.  iiC).  145. 174. 9.3?..  igo. 348.435.464.580. 

696.870. I 160. 1392. r 740. a320. 3480. 6960. 
;J0 .    3 1 .  62 .  77 .  93 .  99 .  î  24  •  I  î4  •  I  i^G  •  '  98 . 2 1 7 .  23 1 .  248 .  279 . 

3o8 .341. 372 .  396 .  434  ■  4^'^  •  >58 . 6 1 6 .  65 1 . 682 . 693 . 

744  ■  792 .  868 .  924 171 864 . 

32.    128. 384. 640. 1920. 2 176. 6528. 10880. 32640. 

36.    37.74  .95. 1 1 1 .  i35. 148. 185.190. 222. 247 •■^-59.270. 

285.296.304.333.351.370.380.432.444.481.494. 

5i8.54o  555.570.  592. 6(1'). 666. 702. 703. 740. 741  • 

760 . 777 . 8  5  5 . 888 . 9 1 2 . 94  5 . 962 . 988 . 999 

i38i8i68o. 
40.    î  1.82. 123. 1 64. 20  ). 24 6. 328. 3 J2. 4 10.451 .492.61 5. 

656. 800. 820. 902. 984 1082400, 

4-2.    43.49-^<i-98. 129. 147. 172.  196.258.294.301 .344.387. 

392.441 .5 16. 588. 602. 774 .882. 903 151704. 

44.    1 1 5. 23o. 34 5.368.460. (hjo. 920.  r  lo"! .  i38o.  1840.2760. 

5520. 
46.    47-94 •  l'îi*  188.282.376.564. 1 128. 
48 .    1 1 9 . 1 53 .  22 1 .  238 .  3o6 .  357 .  14^- - 44^  •  47t> •  576 .  595 .(i  1 2. 

663.714.765.832.884.952 4455360. 

52.    53. 106. 1 59.212.265.318.424 .53o. 636. 795. 84 8. 1060. 

1272. 1090. 2.1 20. 2544 .3i  80.4240.6360. 12720. 
M.         81. 162. 324. 567. 64 8. Il  34. 1539.2268.3078.4536. 

61 56. 10773. 123 12. 21 5 16.43092.86184. 
iiG.    «(28.2784  .46  Jo.  1)920. 
58.    59. I 18. 177.236.354.472.708. 14 16. 
60.    61 . 122. 143. i55. 175. i83.225.244 .2S6.3o5.3io. 325. 

350.366.385.403.427.429.450.465.488.495.496. 

525 . 549 . 572 .610. 620 . 65o . 67 I . 700 .715. 732 . 770 . 

775 . 793 . 806 . 854 . 8  58 . 900 . 9 1 5 . 930 . 975 . 976 . 990 . 

6814407600. 

64.    256.768. 1280.3840.4352. i3o56. 21760. 65280. 

60.    67. i34 . 161 .20[ .207.268.322.402.414 -469.483. 53(). 

603.644.804.828.938.966 776664. 

70.    71 . 142.213.284.426.568.78! .852. i562. 1704 .23(3. 

3124.4686.6248.9372. 18744. 
72.    73  .  146. 2 19.292.365.438.51 1 .58',  .608.657.730.864. 
87r).949-  1022. 1095.1 168.  118',  .r3i4.  1387. 1460. 

i533. 1752. 1824. 1898. 1971 20174525280. 


(  ;^«^7  ) 

78.    79. 1 38.9.  J7.jiG.474.'J'J'i.(')^2.7i  1  .948.  1  loG.  i  \rJ.. 
I (og .  1 896 . 22 1 2 . 2844 .  33 1 8 . 4  { 24  .  4<)77 .  )(")H8 . G()3() . 

9954.13272.19908.39816. 
80.    187.374.425.561 .697.704.748.850.935. 1 122. 12.75. 

1394. 1496. iGoo. 1700. 1870 3G801G00. 

8;2.    83.  i6G.249.332.498.()()4.996. 1992. 

8  i .    2o3 • 2 1 5 . 245 . 26 1 . 877 . 406 . 43o . 490 . 522 . 559 • 609. G37. 

G4 5. G88. 735. 754. 784. 8 12. 860. 980.101 5. 1044. 

1 1 18. 1 i3i . 1218. 12 17. 1274. 1290. i3o5. 142 1 . 1470. 

i5o5.  r')o8. 1G24. 1G77.  1720. 1827.  r 88 5.  191 1 .  1935. 

19G0 57  [924080. 

88.    89. 178.267.356.445.534  .7i2.73G.8()().  io()8.  i3  15. 

1424. 1780 982560. 

iK).    209.297.418.589.594.627.83G.s37.1178.1188.  1254. 

i463. 1G72. 1674.  1767. 1881 979G'.>48. 

92 .    235 . 4  70 . 705 . 752 . 940 . 1 4 1 o . 1 880 . 2256 . 2820 . 37G0 . 

564o. 1 1280. 
ÎK) .    97 . 194 . 291 . 388 . 485 . 582 . G79 . 77G . 873 . 89G . 970. 1 1 52. 

1 164. 126 r .  i358- 1455.  i55>. .  iGig.  i()G4.  1746  1940. 

864339840. 

100.    loi . I 25. 202. 25o. 303.375. 404. 5oo. 5o5.Go6.75o.8o8. 

1 000 . 1  o  I  o .  1 1 1 1  . 1 2 1 2 . 1 3 75 . 1  M)o .  I  ")  i  j .  1 6 1 G .  2000 . 

6666000. 


[R8v] 

m\  LE  MOLVEME\T  mm  BAIIUE  QIJI  S'APPUIE 
SIR  «EIX  DUOITES  DÉPOLIES; 

Pak   m.  a.  DK  S\I\T-GERM.VI\. 


La  tlisciissioli  «^omplcLe  du  iiiouveiaenl  d'une  barre  pe- 
sante AB,  dont  les  extrémités  sont  assujetties  à  glisser 
respectivenienl  sur  deux  droit(;s  lixes,  reetangulaires, 
OX,  OY,  est  extrêmement  eompliqm'-e  :  mais,  si  l'on 
suppose  la  haire  liomogène.  non  pesante,  et  le  roellicicnt 


(  :^>o8  ) 

(le  frottement  sur  OX  et  sur  OY  avant  la  même  valeur  /", 
la  discussion  devient  facile  et  la  simplicité  de  ses  résul- 
tats lui  donne  quelque  intérêt. 

Je  suppose  la  niasse  de  la  barre  égale  à  l'unité,  sa 
longueur  à  '^.a;    M  désigtjant  son  milieu,  soit  B  l'angle 

MOX  égal  à  MAO.  Je  suppose  H'  égal  à  -j-  toujours  po- 
sitif, et  je  me  borne  à  étudiei-  b^s  circonstances  du  mou- 
vement quand  h  croit  de  o  à  -;  on  en  déduira  aisément 

^  2 

ce  qui  se  produira  quand  0  passera  dans  les  quadrants 
suivants  : 

Soient  X,  1  les  réa(;tions  normales  exercées  sur  13 
par  OY,  sur  A  par  OX  et  comptées  j)ositivement  dans 
le  sens  des  axes;  les  forces  de  frottement,  comptées  aussi 
positivement  dans  les  mêmes  sens,  sont  ef\  en  A, 
s^/X  en  B,  s,  s'  désignant  les  taeleurs  i  ou  — i,  de 
telle  sorte  qu'on  ait 


(0 


îY>o, 


.'X<o. 


Le  centre  de  gravité  M  a  pour  coordonnées  «cosO, 
rtsinB,  et  son  mouvement  est  détei'miné  par  les  équa- 
tions 

—  rt(0"siii6  +  6'2cose)  =^  X-+-  £/Y, 

«(  0"  cos  e  —  0'^  sin  0  )  =  Y  -I-  £'/X  ; 

le  théorème   sui'   les    moments  des  (juantités  de  numve- 
ment  par  rapport  au  point  O  donne 

a-  0"  —  J-«-  6"  =  a  «  Y  cos  0  —  2  rr  X  sin  6. 


Nous  avons  trois  équations  linéaires  d'où  l'on  peut 
tirer  les  valeurs  de  9",  X,  Y  :  leur  dénominateur  com- 
mun est 

|>  =  2  -+-  £ï'/2_^3(£  -h  £')/sinfJ  fosO, 


(!l  l'on  a 
Ci) 


(  ;^"y  ) 

PXr^  —  a(2cos0 -H  £/sinO)0'2, 
PY  =  —  «(asinO  -~  £'/cosO)0'2. 


Cliertlioiis  s'il  est  possibli:  de  délermincr  a  priori  les 
\  alfiiis  d(;  B  aiixtjiiellcs  convifimeut  les  diverses  coin- 
I)iiiais<)iis  de  sii^ncs  (lu'oii  pciiL  adiiietl  te  pour  î,  s',  eu 
éi^ard  aux  eoiidilions  nécessaires  (i).  Je  fais  unt;  pre- 
mière disliueLion,  rpii   se  jusliiiera  bieiilôt,  suivant  cjuo 

/esL^v/''^- 

Supposant  d'ahoi  d  /'<<  y  2,  je  considère  deux  cas: 

i"   c' =  —  î.   P,  égal  à  •>.  — f-,  est  positif  et,  eu  égard 

aux  relations  (3),  les  inégalités  (i)  deviennent 

(4»  V.  ï  sin  0  — /"cosO  <  o,         v>ï  cosO -f- /"siiiO  <  u  ; 

il  faut  cl  il  sufiit,   pour  (ju'eilcîs  soient  satislailes,   que  e 
soit  égal  à  —  i  et  0  inférieui-  à   l'art-  ).  dont  la   tangente 

'■''-/■ 

2"  S  =  t.  P,  égal  à  2  4- /  -  + '^^/sin  2  0,  n'est  plus 
toujours  positif.  La  cor)d)inaison  des  relations  (i)  et  (3) 
donne 

(5)   P(.îE  siiiO-h/cosO)<o,  l'C^^cosO  — /sinO)>  o. 

Quel  tjue  soit  le  sigtie  de  P,  z  doit  être  égal  à  —  i  ;  on 
voit  alors  <pie  P  n'est  négatif  (pie  si  0  est  coni[)ris  i-ntie 

[JL  et  -  —  ;ji.,    <i   étant    le    plus    petit   arc    positif  dont    le 

double  a  pour  sinus    "  ..  "      ;    ix    n'est    réel    (jue    si    /'  est 

conipi-is   entre  i  et   2;    niais   il    nous  sera  utile  de  con- 
naître le  siirne  de 


SI  ri  V.  7.  —  *ii 


n  .>,  X  = 


■P 


y      4+.P       v(/*-i) 

Ann.  de  Mathcniat.,  ?>'  sériel.  WII.  (.Iiiilkl   i8y8.)  2o 


(   -^^o  ) 
Avec  nos  hypollièscs,  À  est  ^  ~  oi  siii:iÀ-<  si  1112  [j..  Si 

Ion  suppose  P  ^  o,  les  inégalités  (5),  où  £  =  — i, 
exigent  que  9  soit  >>  A;   or,  pour  toutes  les  valeurs  de  8 

comprises  entre  ).  et->   P   est  positif,  et  les  inégalités 

(à)  eirectivement  satisfaites.  Si  P  devait  être  négatif,  les 

mêmes  inégalités  exigeraient  que  9  fût  <<  -  — )^,   sinaQ 

étant  inférieur  à  sinaX  et  à  sinajx,  ce  (jui  est  en  con- 
tradiction avec  l'hypothèse  de  P  <^  o,  qui  doit  être  re- 
jiitée. 

De  l'analyse  précédente,  i!  résulte  que  si  Ô  est  com- 
pris entre  o  et  \,  on  doit  faire  e  =  —  i,  s'^  i  ;  X,  Y 
sont  négatifs,  et  l'équation  (2)  donne 

(  2  _ /•2  ) cliy  =  _  3/0 V/O,         9'  =  C  (^    2  -p  : 

si  h'  prend  les  valeurs  ()|,  et  to  pour  9  =  o  et  0  ^  À,  on  a 

Quand  9  est  compris  entie  A  et  -,  on  fait 

X  devient  positif,  Y  reste  négatif  et  l'équation  (2) 
donne 

(■i^p—  3/sinj.6)r/0'2  -fi/0'2cos20rfe  =  o. 
(2  +/-2—  S/sin-^O  )0'2  =  C  =  ^— ■'    '  ^  t,  w'  , 

et,  en  appelant  9',  la  valeur  de  9'  pour  9  =  ^  >  on  a 
Quand  9  croîtra  de  f"  à  7:,  9'  prendra  la  suite  des  va- 


y 


(  i"  ) 

Iciiis  que    nous    lui    avons  vu  preiulrc  dans  h;    premier 

(luadrant,  tuais  loules  luullipliéos  par  -!-;   un    fail    ana- 

logue  se  reproduira  au  passage  de  0  dans  les  f|uadrants 
suivauls  el  les  valeurs  correspondantes  de  0'  décroissent 
en  progiession  géométrique,  ne  s'aunulant  qu'au  bout 
d'un   lem[)s  infini. 

Ouand  /  tend  vers  ^^2,  X  et  \  tendenl  vers  I  inlini. 
Cliei'clious  ce  (jui  arriv»'  quand  ^^  est  ^\A>,,  et,  pour 
cela,  reprenons  la  discussion  précédenli;  : 

i"   c' =  — t.    l*  est  négatif  ;    les  inégalités  (4)  doivcuL 

èhe  renversées,  î  est  égal  à   i  et  *!)  ">  —  —  A. 

2"  c'  =  c.  Les  inégalités  (5)  subsistent,  exigeant 
s  =  —  I  :  il  est  bon  de  distinguer  deux  cas,  suivant  que 
/est  ^  "2.  Soit  d'abord  />>  2  :  P  est  lorcément  positif Ct 

les  inégalités  (5)  exigent  0  ^  -  —  À,    À  étant   i<'i  <;  -;• 

Si  /"est  compris  entre  ^/■2  et  2,  ou  peut  supposer  P^o; 
s'il    est    |)Ositif",    les    inégalil<''s    (5)   exigent   que    f)    soit 

^  A  >>  -,  ;  mais  maintenant  sina).  est  ^sin2a,  et  l'on 

ne  peut   prenilrc;  ([ue    les  valeurs  de  0  com[)risos   entre 

-  —  u.  et  -  •    Si    P   doit  être    négatif,    les   inégalités  (5) 

exigenl  (jue  0  s(>it  <^ a;    mais,    de  ces   valeuis,    on 

ne  piMil  accepter  que  celles  (pii  sont  comprises  entie  'x  et 

-  —  A. 
■?. 

On  voit  (pie,  dans  aucun  cas.  les  condilions  (  f)  ne 
[meuvent  èlre  satisfaites  poin-  des  valeurs  île  0  inférieures 

à  la  [>iu^  ])(;til.e  des  (jiianlites  y..  A,  -  — A^  pour  ces  va- 
leurs, le  mouvement  de  ARest  impossible;  il  v  a  arc- 
boulemenl;   [)our   les  valeurs  de   ()   coMq)rises   entre   ce 


(  -^'^  ) 

luiniimiin  et  -,  le  niouvemeiit  devient  possible,  mais  la 

Mécanique  rationnelle  ne  snflit  plus  pour  déterminer, 
dans  tous  les  cas^  les  signes  de  s,  s' et  la  forme  de  l'équa- 
tion du  mouvement. 


[D2c] 


TE  Slll  LA  FORMULE 

n—  I 

Far  m.  h.  PADÉ. 


sin.r  =  X 


Pour  les  valeuis  réelles  de  jc,  la  formule  qui  donne  le 
développement  en  produit  infini  de  sinj:  peut  s'établir 
par  une  méthode  plus  simple  que  celles  données  ordi- 
nairement et  qui  peut  encore  être  employée  dans  d'autres 
circonstances. 

D'abord  la  convergence  du  [)roduit  infini  résulte  im- 
médiatement de  ce  que,  pour  (/;  -j-  1)71  >■  I  x  |,  dans  les 
facteurs  du  [)roduit 
.r2 


sont  positifs  et  plus  petits  que  un,  en  sorte   que,  quand 

i  augmente,  ce   produit,  positif,  diminue    et   tend    par 

suite  vers  une  limite. 

Ceci  posé,  nous  établirons  d'abord  ce  lemme  que,  si 

a  kt\.h  sont  deux  nombres   positifs,    «  <  Z»,  la  fonction 

tanga3   ^      j  1.1  '  r     •.     ^ 

^^—  tend,   quand   z   tend  vers  zéro,  vers  sa  limite  y 

tang6^  '     ^  h 

par  des  valeurs  croissantes.   La   dérivée  ne  diifère,   en 
effet,  que  par  un  facteur  positif  de  la  quantité 


I 


(  3i3  ) 

/-v  1  1       !■  I       i-  ■  tang'as 

Un    concliil    de    l;i    (lue     la    fo/iction     i -,j- 1 

1  •'  lang^ps 

I  a  I  <!  I  [i  I5  ff^fid  vers  sa  limite  1  —  ^  />«/•  des  valeu/s 

décroissantes. 

Parlons  alors  de  la  fornuilt'  bien  connue 


••mx  =  cos'"  —  ru  liiiii:    -  1    i 


où  m  désigne  un  iionibre  entier  positif  et  s  le   uonibie 

entier ou ,  selon   (jue  /;/  e^sl  pair  ou  impair. 

En  supposant  s~^{f)  -h  i)~  ^  \x\,  nous  l'écrivons 

sin  j" 

tan-^  — 
m 

-.P 
tans- 

(A){ 

I  /  ,   j- 

ta  agi  — 

ni 


tans^  -' 


Quand  m  croit,  ilia(|ue  facteur  du  second  membre 
diminue;  en  oulri;,  il  s'introduit  de  nouveaux  (acteurs 
positifs  et  plus  petits  que  u/i ;  le  seioiul  membre  dimi- 
nue donc.  Il  (!St  Miaiiilcstemciit  loii jours  supérii'ur  à  la 
valeur  du  produil  iiiliiii 

il  lend  iloiu:,    loiS(pie  ///   ^laiidil  iiidélininieiil,  vers  une 


(  3.4  ) 
limite  au  moins  égale  ;'i   la  valeur  de  ce  [iroduil  iiiiiiii. 
D  un    autre  côu-,    celle  linii'.e  est  au  plus    égale    à   la 
liuiite  du  produit  des  II  pi-eniieis  facleuis 

laii::^  —         \ 


larit;-  


lan^-  —         \  /  lan<i-  — 

"     m 


tan"2  IL i—  I  \  tans^-^ 

n)        y  \  ■  ni 

<•  esl-à-dire  du  jiiu.s  cgdle  au  pioduit  des  R  [)rcniiei  s 
laeteurs  de  (P).  Dans  ces  eoiidi'.ions.  la  liniile  est  la 
\  aleur  du  prixiuil  (  ï^  j. 

Si  1  oi!   passe  aussi  à  la  limite  dans  le  [)remiei'  membre 
(le  (A),    ce  (jui  conduit  à    icmplaeer  les   deux    [)reniiers 

lai'teurs  cos'"  —  et  ///  Lani>  —  par  i     (I     x  ^    et     (lue     I  on 

m  ^  m  ^  ^  ^ 

(liasse  le  dénominaleur.  on  ohliciil  la  lormule  (pii! 
s'agissait  de  démontr(;t. 


[02q] 

V   SIU  LES  UUX(IIU)y!L\rS  V\\\  AIlCS  HE  tEUCLE  ('); 

V\\\  AI.   -Mairice  dOCAG.MÎ. 


1.  Soient  AM  el  HM  deux  arcs  de  ceicle  de  centres  a 
(  l  [j,  tangenls  i-nlre  eux  v\\  M  et  re^pectiveuient  l'un  à 
A(^  au  point  A,  l'aulie  a  HC  au  point    I). 


{  ')  Cetlc  .Noie  est  cxlraile  du  Journal  de  mission  que  l'auleur  a, 
conirne  Élève  Ingénieur  des  PonLs  et  Chaussées,  rédigé  en  i884-  ï' 
s'est  décidé  à  la  publier  parce  qu'on  y  rclrouvc  des  ihéorcnies  obte- 
nus d'une  autre  façon  par  M.  Mannlieim,  à  propos  de  la  construction 


(  3i5  ) 
Leur  langente  commune  est  DE,  el  l'on  a 

(I)  DA=DM,         liB^EM. 

Les  bissectrices  des  angles  ADM  et  BEM  se  coupent 

au  point  [,  centre  du  cercle  cx-inscrit  au  triangle  CDE, 

iC 


situé  sur   la  bissectrice  de  l'angle  DCE.    Ce  cercle   ex- 
insciit  toiulic  Cl),  CE,  DE  en  A,,  H,,  M,,  et  l'on  a 

(■i)  UAi=DM,,      i:b,  =  mm,. 

l^e  rapproclienient  des  égalités  (i)  et  (2)  donne  immé- 
diatement 


MM,=AA,=  nB,= 


CA— CH 


(le  l'anse  de  panier  {Nouvelles  Annales,  3°  série,  t.  XVI,  p.  ^o'i)' 
Dans  son  Journal  de  mission  l'auteur  avait  en  vue  les  raccordements 
circulaires  entre  deux  aiif,'nemcnls  droits  d'une  roule  limités  en  des 
points  inésaleriicnl  distants  du  poinl  de  rencontre  dr  leurs  prolon- 
gements. Il  suffit  do  supposer  ces  ali?;ncnicnls  rectangulaires  |)ouf 
retomber  sur  le  prol>!t-n>o  de  l'anse  de  panier  à  deux  ares. 


(  '^'6) 

et,  par  suite,  si  Aa  cl  B  [j   t()ii|)(Mil   la  bissi'clrice  Cl  en 

M  Cl  R, 

m  =  iK, 

c(;  (jui  iiKiDlre  (jiie  le  puiii!  i,  milieu  de  HK  qui  esl  iu- 
dépendanl  de  iNl,  est  un  point  fixe. 

VwY  eoiisécuienl,  le  eerele  F]  décentre  I,  langent  à  CA 
el  Cdî,  ancjuel  DE  est  ('gaiement  tangente,  e.st  un  cercle 
fixe. 

AntrenuMil  dit  :  Jj  enveloppe  de  la  tangente  coni- 
ninne  DE  e'^t  un  cercle  Fj  rie  centre  I  tangent  aux 
droites  CA  et  CI). 

Le.s  triangles  reclangles  lAA,,  IBB,  el  IMM,  élanl 
égaux  comme  ayant  les  côtés  de  l'angle  droit  respecli- 
vemenl  égaux,  il  en   i  ésidte  (|ue 

lA  =  113  =  JM. 

Donc  :  [jC  lieu,  du  point  de  contact  jM  est  un  ceicîcY-i 
de  centre  I  passant  par  les  points  A  et  B. 

Enfin  la  dislance  l.I  de  la  droite  des  cenlies  a^  au 
[)oinL  1  etauL  égale  à  iMiNlj  esl  conslanle  el  égale  a 
CA  —  CB 

2 

Donc:  L' emudoppe  de  la  droite  des  centres  a[ie>/ 
un  cercle  Fj  de  centre  l  et  de  raj  on  — — (  '  ). 

De  chacun  des  points  vV  cl  B  on  peut  mener  au  cercle 
F3  une  seconde  tangente.  Soient  D  et  V  les  points  de 
conlacl  de  AS  cl  BS  avec  ce  cercle,  U'  et  \'  ceux  des  st;- 
condes   langenles  issues  de  A  el  de  B. 

Si  le  poi)il  de  conlacl  de  la  droite  aTi  el  du  cercle  F3 
est  sur  lin  des  aies  UIJ' ou  \\'  les  cercles  AM  et  MB 
sont  tangents  intérieurement ,  mais  dans  le  premier  cas 


(')  On  reconnaît,  clans  ces  deux  derniers  théorèmes,  vv\\\  t\\\\  oui 
lUc"  obtenus^  pour  l'anse  de  panier,  par  .M.  .Mannlicini. 


(  3.7  ) 
le  point  M  est  iiitérieuf  au  tiinngla  ACB,   dans  le  se- 
cond il  lui  est  exlérieur. 

Si  le  point  de  contact  de  a[i  est  sur  un  des  arcs  UV 
ou  VU'  les  cercles  AM  et  MB  sont  tangents  extérieure- 
ment. 

Donc,  lors(|u'il  sagit  d'encrlner  un  raccordement,  le 
point  de  contact  fie  a^j  (wec  le  cercle  T^  ne  doit  être 
pris  que  sur  l'arc  W. 

Le  segment  a|3  de  la  tangente  au  cercle  Fs  compris 
entre  les  droites  SA  et  Sli  est  égal  à  la  dillérence  des 
rayons  des  arcs  tie  raccordement  :  ce  segment  est  mini- 
mum lorsque  la  di'oite  a|^  forme  avec  SA  et  SB  un 
triangle  isoscèle,  c'est-à-dire  est  parallèle  à  la  bissec- 
trice CI. 

On  ohiienL  dune  le  rnccoi dcitient  par  deux  arcs  de 
cercle  dont  la  différence  des  rayons  est  nnninnini  en 
menant  an  cercle  T^^  la  tangente  parallèle  à  la  bissec- 
trice de  V angle  ACB,  dont  le  point  de  contact  se  trouve 
entre  ceux  des  tangentes  menées  à  ce  cercle  de  celui 
des  points  A  ou  R  t/ui  est  le  plus  rapproché  du  point  C. 

[B2a] 

SLH  LX  SYSTEME  KEMAKOIABLE  DE  «  HELATIOXS 
EMUE  l)El\  SYSTÈMES  DE  n  (JLANTITES; 

l'.vii  iM.  G.  FONTENÉ, 

Pi'ofesseur  au  Collège  Holliii. 


I. 

1.    La  discussion  du  svslème  connu  d'équations 

!ax  -T-  ffy  -T-  cz  —  o, 
bx  -H  cy  4-  «^  =  o, 
rx  -t-  ny  -\-  bs  =  o, 


(  '^'S  ) 
ou,  en  remplaçant  x.  y,  ~  |)ai-  z.  1  ,  J?, 

[   az  -+-  by  -r  ex  =  o, 

(a)  <    bz -\- cy  ^  ax  =  o, 

f    cz  -+-  ay  -f-  bx  =  o, 
ou 

[  ar  -T-  {bz  -r-  cy  )  =  o. 

'    by  -H  (  c.r  -t-  «5  )  =  o, 

(      f"  s  H-  (  <7;^K  -i-  6  J"  )  =  O  , 

conduit  à  ceci.    Snicnl   n  (nianlilés  //,.  a.,.   •  •  -i  l'/n  ^'^  " 
autres  quantités  .r,,  x.,.  ....  .r„,  liées  par  les  //  relations 

lioniogènes 

i     l/i  Xn  -+-  U-i-JCn-l  -f- .  .  .  -+-  Un  Xi       —  O. 
]    UiX,:^  ll-iXn-i-h.  ..^  UiXi       =0, 

"'  \  ' 

\    n,i  Xn  -+-  UiXn-i  H-  ...  -H  Un-l  3^1  =  O, 

la  loi  étant  que  le  résiJu  de  la  soninie  des  deux  iiidiees 
par  rapport  au  diviseur  n  est  coiistaiU  dans  chaque  rela- 
lion,  et  prend  les  valeurs  sviecessives  1,2,  .  .  .,  o.  Dans 
ce  qui  suit,  vni  indice  pins  grand  que  n  doit  être  rem- 
placé par  son  i-ésidu  relatif  au  diviseur  /2. 

Nous  montrerons  d'abord  qu'une  solution  en  donne 
d'autres. 

Une  solution  du  système  étant 

(M)  ...  -, 

(  Xy=  ;ai.  x.i=  [Xi,  ...  , 

inscrivons  les  11  quantités  m  aux  sommets  d'un  [)olygone 
régulier  convexe  en  allant  di;  gauche  à  droite,  les  «quan- 
tités [JL  aux  sommets  d  un  polygone  régulii;r  convexe  en 
allant  de  gauche  à  droite,  et  convenons  de  dire  (jue  ces 
deux  polygones  convexes,  parcourus  de  gauche  à  droite 
à  partir  des  sommets  /«(  et  ai  représentent  une  solution. 
Deux  contours  obtenus  en  prenant  les  sommets  de  />  en 


(   3.9  ) 
A,  k  étant  preniior  avec  «,  à  partir  tle  deux  sommets 
(pjelcoiiques  //r^  et  a?,  représeiileiit  encore  une  solution, 
c'est-à-dire  que  l'on  peut  prendre 

\     lll=   '»l,  "î  =   "h-t-/,,  «3  =   '",-4-2/  ,  •  •  •  , 

en  eliel,  la  (  ).  ■+-  i  )'^'""-'  ril.ition  du  syslèine  (i),  commen- 
çant {)ai-  «)^.|  x,,.  scr.i  salislailc  si  l'on  ;i 

/»r-.->,A|-i.v-i-(«-i)/.-f-  W/-K>.4-i)/.;-^.ç+-'«— 2)/.-t--  •  .=  o, 

les  n  indices  des  ///,  par  evcmplc,  étant  distincts,  et  la 
somme  des  indices  élant  constante-,  or,  cela  a  lieu  par 
livpotlièse.  Deux  valeurs  de  /.  complémentaires  par 
rapport  à  n  donnent  les  mêmes  polygones  réguliers, 
mais  pareoujus  une  fois  dans  nn  sens,  une  fois  dans  le 
sens  c;;n traire,  ce  (pii  correspond  à  des  solutions  dis- 
tinctes. 

De  plus,  on  peut  prendi"<;  pour  les  a  les  valeurs  a., 
pour  les  X  les  valeurs  /// ;  en  elTet,  d'après  la  loi  des 
relations  (i).  chacune  de  ces  rcdatious  se  reproduit  quand 
on  échange  /<i  et  x,,  it.,  et  X->^  .  .  .,  et  cette  remar(|ue 
sullit  à  démont  ICI-  le  fait  énoncé. 

En  paitienlier,  on  peut  [«rendre,  avec  /,•  =  n  —  i, 
/•  =  .s-, 

I    //,—  a,.,  //.,  =  a.,._|.  ».>=.i.,._,,  

I  x^  —  m,..         -ii  =  nir-u         .r.,  =  ni,—i,  .  .., 

ce  (jui  revient  ;i  échanger',  i\du>  la  jireniièri;  solution, 
U|  et  x,-,  Ut  i'-l  Xr-\i  •••)  !•>  somnu;  des  indices  étant 
/• -}- I ,  c'est-à-dire  les  la«  teirrs  (jui  saceompagnent,  dans 
la  ( /•  H- I  j''""' des  rclaliotis  (  r  )  ;  pour- /■  = //,  ou  échange 
//,  i;l  Xn-,  n>  et  .i„_i,  .  .  -,  e'esi-à-dir-e  les  laclcur-s  qui 
s'.iccomp.ignent  dans  la  |irerrrière  des  l'clalions  (i)  ;  si 
l'on    rcmpla<-(-    ia    notation  x„,  x„    ,,  x,t_>.    •••    p^'"   hi 


(    320    ) 

iiotatioil  X|,  Xo,  X3,  ...  qui  peut  paraître  plus  naturelle, 
c'est  ce  dernier  fait  qui  appaiait  d'abord  :  la  dilïerence 
des  indices  étant  alors  constante  daus  chacune  des  rela- 
tions (1),  et  prenant  les  valeurs  o,  i,  2,  ...,/?  — ■  i ,  si 
l'on  échange  u^  et  X),  u.y  et  Xo,  la  première  relation  se 
reproduit,  et  l'ordre  des  n  —  i  autres  est  nniversé. 

2.  Voici  maintenant  ce  que  l'on  peut  appeler  la  réso- 
lution du  système  (1).  Ajant  observé  que  les  «  lelations, 
considérées  comme  des  équations  en  j:,,  Xo,  ...,  se 
réduisent  à  une  seule  si  l'on  a 


u-i 


Un  nr 


et  reconnu  ainsi  le  rôle  des  racines  «"'"^''^  de  l'unité  dans 
la  question,  désignons  par  9  une  racine  de  l'écjuation 
binôme 


(2) 


0" 


et  ajoutons  les  relations  (1)  multipliées  respectivement 
parB"~',   I,  B,  B-,   .  .  .,  &"~- ;  nous  aurons 


(«1+  ^Uf 


6"-i 


(.ri 


-0" -137,0  =  0, 


les  u  et  les  x  étant  ainsi  séparés.  En  donnant  à  Q  les  n 
>aleurs  81,82,  .  .  .,  B„,  nous  aurons  un  système  de  rela- 
tions équivalent  au  système  (i),  attendu  que  ledétermi- 
nant  des  multiplicateurs  employés  pour  déduire  le  nou- 
veau système  du  premier,  c'est-à-dire  le  déterminant 


I 
0, 

I 

0., 

1 

Of 

01 

. .     K 

0'/-'    og-'    ...    0;;-'  1 

est  le  produit  des  dilTérences  des  //  quantités  8  prises 


(     ni-h{),,U2-{-0f,lC3^.. 

) 

Xi  H-  0/,4_i  j:-2  -H  6  2  ^  i  573  -(- 

..-f-o;',-}.r„=o, 

.ri+  O/j+aa-a-h  6,^+2^3  + 

■•-^%T\^ri=  0, 

{ ■^^'  ) 

deux  à  deux,  et  n'est  pai-  eonséquenl  pas  mil.  I)rs  lors, 
pour  satisfaire  au  système  (1),  il  faut  avoir 

1    «i  -+-  0,  f/2-4-  Oj  Ui-^..  .-{-  O'i'^i  Un  =  o, 

'  «1  + Oo  «..-h  0|  i<3  +  . .  .-f- 0!,'-' «„  =  o, 


(4) 

[  .r,  +  0„  T.      -r-  02  .r,,     -+-...+  or  'xn=o. 

les  0  étant  partagés  en  deux  groupes,  et  ron  aura  (Jife- 
rents  genres  de  solutions  selon  la  valeur  de  /?,  cpii 
poiUM'a  être  o,  i ,  3,  .3,  .  .  .  ,  «,  et  selon  la  (arou  dont  on 
elleetuera  le  parlagcî  des  0  en  deux  groupes;  on  peut  dire 
que  la  solution  donnée  par  les  formules  (3)  et  (4)  e'st 
du  genre  (/?,  n  —  p). 

3.  On  peut  modifier  la  (orme  de  la  réponse  en  expri- 
mant les  a  en  fonction  de  n  —  p  paramèties  et  les  x  en 
fonction  de  p  paramèti-es.  Pour  les  w,  par  exemple,  il 
faut  connaître /z  — p  solutions  distinctes  du  système  (3), 
et  nous  reviendrons  sur  le  sens  bien  connu  du  mot 
distinctes  dans  les  questions  de  ce  genre;  or  on  a  pré- 
cisément les  solutions 

"'=■'       "2=o~"'       "'=w~.'       •••'      "«=eiî' 

j  prenant  l(;s  valeurs  i,  2,  ...,« — p,  et  ces  n — p 
solutions  sont  distinctes.  D'abord  ce  sont  des  solutions, 
c'est-à-dire  que  l'on  a 


i  pi'eiiaut  les  valeurs    i ,  2,  3,  .  .  . .  ^>  :   en  elfel,  ■    '  -  est 


0/ 


(  3.2  ) 
une  racine  de  l'équalion  (2),  autre  que  1,  el  elle  satis- 
fait, par  suite,  à  l'équation  obtenue  en  divisant  le  pre- 
mier niendire  de  l'équation  (2)  par  0  —  1 ,  e  esl-;i-dire  à 
l'équation 

0"-l-4_  6"-2_i_.  .  ._4-  f)  -4-,  =  O. 

l^e  système  (3)  admet  done  la  solution 


i 


«9 = 


I  n' \  •  (l'p+\  (^f-p-^ï  i' Il 

(3)  "'=-([1-  +  ô^+---+  p 


Ml)  — 


'-'/'+ 1  '/'+2  '» 

les  «  — /?  quantités  n  étant  des  paramètres  arbitraires. 
Eti  outre,  les  n  — p  solulioiis  indiquées  sont  distinctes, 
c'est-à-dire  iw  satisfont  [>as  à  une  même  lelation  linéaire 
et  homogène,  altenihi  que,  dans  la  nialrice  à  laquelle 
elles  donnent  lieu,  matrice  que  l'on  peut  lire  sur  le 
Tableau  (3'),  le  premier  déterminant,  par  exemple,  est 
dillerent  de  zéio  ;  b^s  formules  (3')  donnent  donc  la  so- 
lution générale  du  système  (3).  Je  rappelle  le  raisonne- 
ment qui  démontre  rigovu'eusement  ce  fait.  Le  sys- 
tème (3)  déleiiuine  les  p  dernières  quantités  u  en 
fonction  des  n  —  p  premièrcîs,  que  l'on  peut  se  donner 
à  volonté;  or  c'est  aussi  ce  qui  a  lieu  avec  les  for- 
mules (3'),  et  ion  peut  disposer  des  //  — p  paramètres  a 
pour  doinier  aux  n  — p  premières  (juantités  u  des  va- 
leurs quelconques;  car,  si  l'on  se  donne  les  valeurs  des 
n  —  p  premières  quantités  u^  on  a  n — p  équations 
entre  les  n  — p  quantités  a,  et  ce  système  d'équations  a 
une  solution,  le  déterminant  des  coeflicients  des  incon- 
nues étant  différent  de  zéro,  comme  on  Fa  dit.  On  peut 


(  323  ) 
donc  regarder  inclilléieiniueiit  l( 
liées  par  les  p  relalioiis  (3),  on  eomiue  données  par  les 
loi  imiKîs  (3'),  (|ni  lenfeiinenL  ii — p  paramètres  arbi- 
liaircs  a. 

De  ménie,  on  |)eut  remplacer  les  n  —  p  relations  (4) 
entre  les  n  (piantités  x  par  les  formules  suivantes,  qui 
renferment/;  j)aranièlres  arhitiniii  s  a  : 


i    Xi    =^       ai      4-       2-2 


ai 

«ï 

a 

Xi   — 

— 

-t- 

_i-. 

0, 

0, 

([ 

^1 

a  2 

31) 

^■i  = 

-+- 

— — 

-+- 

ôy 

n 

0- 

(4)  '3-3=—     -H      —      -+-     —      — •••-f-Tri^ 


1     .î-/, 

\ 


o^r'     0"-'  0''-' 


4.  Finalement  on  peut  remplacer  le  système  (i)  par 
un  système  (brmé  : 

D'une  part,  des  p  relations  (3)  ou  des  formules  (3')  ; 

D'antre  part,  des  «  —  p  relations  (4)  ou  des  for- 
mules (4). 

Il  pourra  être  avantageux  de  prendre  les  formules 
(3')  et  les  relations  (4),  ••••  Si  l'on  prend  les  for- 
mules (3')  et  les  formules  (4)'  on  peut  dire  que, 
avec  n  paramètres  a  et  n  paramètres  a,  liés  par  les  n 
relations 

(5)  «iai=o,         «2^2  =  0?  •••}         ««3c,(  =  o. 

la  solution  générale  du  système  (i)  est 


(fi) 


"'■     ()>-i      ()>--'   0>-' 


ai  'M  'J-n 

ô>^i      0'-'      '  ■  "      0>.  ' 


(  3^4  ) 
on  vérifi(;  aisément  que  ces  formules  satisfont  aux  rela- 
tions (i). 

o.  Les  faits  énoncés  au  n"  1  se  vérifient  facilement 
sur  les  relations  (3)  et  (4),  ou  sur  les  formules  (3') 
et  (4'). 

Le  système  [(3)  (4)]  admellaiU  la  solution  (M),  la 
^•leme  j^^^  rclatious  (3)  donne 

/??1  -f-  6i7»2  -+-  9/  »^3  -f-.  .  .  =  O, 

ou 

m,-  -h-  G/;«,.-i_i  -H  Of  Wr+2  -1-.  •  .  ~  o. 
ou  encore 

nir  -+-  Of  mr+/c  -i-  9?^" m,.-^-2^■  -h . .  .  =  o, 

A"  étant  premier  avec  n  afin  d'obtenir  tous  les  termes, 
ou,  en  posant  B,  =  0/, 

m,,  -f-  6/  m,.+A-^  &}  /";+2A-  -^ .  .  .  =  o  ; 

la  j'"''"^  des  relations  (4)  donne  de  même 

(^.,  -+-  6/ [Xs^/c -+-  6]  {J-^-t-o/,  -^.  . .—  o; 

comme  8,,  Bo,  ...,  pris  dans  leur  ensemble,  sont  Ô, 
8-,  .  .  .,  9  étant  nue  racine  primitive  de  récpiation  (2), 
les  quantités  0  sont  0'',  (8^)-,  ••.,  c'est-à-dire  ^,,82,  ..., 
puisque  8*  est  une  racine  primitive  de  l'équation  (2). 
Il  suit  de  là  que  l'on  a  une  solution  du  système  (i)  en 
prenant  zf,  =/«;.,  «2="/^+^,  •  •  -,  J^i  =  ;j.5,  X2  =  iJ.s+k,  ---^ 
elle  correspond  à  un  système  de  8  que  l'on  'obtient  en 
remplaçant  chacun  des  premiers  8  par  sa]  puissance 
/^-leiiie.  pQQj.  A  =z  /;  —  i^  chaque  8  est  remplacé  par  son 
inverse. 

La  symétrie  entre  les  u  et  les  x  est,  d'ailleurs,  en  évi- 
dence dans  les  relations  (3)  et  (4),  ou  dans  les  formules 
(3')  et  (4');  's  système  admettant  la  solution  (M)  et 
celles  qui    s'en  déduisent  comme;  on   vient  de  dire,   on 


(  -^  ■■>••''>  ) 


a  aussi   la  sohitiDii 


II,    =    'X,. 


Il  ,    =    ^2 


ri  (•t'Ilcs  qui  s  eu  déduisent;  si  la  preniièie  solution  est 
du  genre  (/),  n  — j)),  les  ii  vérifiant/;  relations,  les  .r 
vériliant  n — p  relations,  la  seeondc  est  du  gciue 
(n  —  p,  p)^  les  u  véritianl  //  — p  relations,  les  x  véi-ifiant 
p  relations.  (Relativement  au  lait  partieulier  signalé  au 
n"  1,  et  eorrespondanl  à  k  =  ii  —  i  ,  /•  =  .s\  on  [)eut  le- 
niarquer  (jue  la  substitution  à  eliaque  h  de  sa  puissanee 
(n  —  i)"^n"'  n'est  pas  autie  eliose  que  la  substitution,  à 
chaque  0,  de  son  inverse.) 

11. 

0.   Si  dans   It;  système  (i),  on  regarde  les  x  comme 
des  inconnues,  on  est  amené  à    ((nisidércr  l'expression 

.  /.  / 
.  /  a 
.      n      b 


(7) 


A  ^^ 


a 

b 

c 

b 

c 

d 

c 

d 

e 

k 

l 

a 

l 

a 

b 

X  ( —  I) 


'    J 

./  /• 

Par  analogie  avec  la  reuiar([ue  faite  au  début  du  n"  !2, 
on  peut  obs(îrver  que  i'iivpotlièse  A  =  o  entraine, 
comme  conséquence  de  faits  bien  connus,  les  relations 
suivantes  entre  les  premiers  mineurs, 


0"  =  I . 


c  est-à-dii-e 

Ann   de  Mut/icmttt.,   3' série,   l.  WII.   (luillcl    i8i,.s.) 


(  326  ) 
et,  par  suite, 

(9)  rt-i-60-f-c02 -H.  .  .+ /0"-i  =  o; 

on  en  conclut 

on  peut  le  imir  directeinent.  La  relation  identique 

6'«-l_L-0'«-2  0  +  0'«-3  02  -4-..  .  =  0, 

9'  ^  0,  donne  alors 

A  G'"-'  +  B  0'«-2  -+-  G  0'"-»  -4- . . .  =  o, 

comme  conséquence  de  l'hypothèse  (9),  et  il  en  résulte 
que  le  premier  membre  de  la  relation  que  l'on  vient 
d'écrire  est,  à  un  factcui-  numéri([ue  près,  le  produit  des 
facteurs  a  -\-  b^  -\-  c^-  -h  ..  lournis  par  les  9  autres 
que  0';  appliquant  ce  fait  à  0,  on  a 
(II)     A=:(a-i-^'0-f-c02-+-...)(A  -4-B0«-i+  C0«-2_^...), 

et  on  le  vérifie  aisément. 

Pour  n  ^  4i  P'»'"  exenqjle,  la  (oiinule  (10)  donne 

A  =  («2  _  c2  )2  _  (  62   —  d'-  )2  -f-  4  rtC  (  62  -+-  cV-  )  —  4  bd(  CV>-  -f-  C^  ). 

m. 

7.   Pour  «  =  3,  la  discussion  du  système  (  a  )  se  réduit 
à  ceci  ; 

1°  Si  l'on  a 

rt  =  o,  6  =  o,  c  =  o, 

les  quantités  x^y.  z  sont  qneleonrpies  ; 

2"   Les  trois  équations  se  réduisent  à  une  seule, 


si  l'on  a 
avec  0^  =  I  ; 


37  +  0_/  +  02^  =  o, 
a         ^  _  ^ 

ô^  ^  ¥  ^  T' 


(   -^^n    ) 

!V'   Si  l'un  a 

a  -v-  ùO  -h  cO-  =  o. 

sans  être  dans  le  cas  prértklcnt  avec  'j'  ou  0",  on  a 

T  _  jK  _  s 
Cp  ~  T  ~  7  ' 
/}"  Si   1  ou  a 

(  rt  -i-  /^  0  -H  C  0-  )  X  .  .  .  X  .  .  .  ,i^  o, 

on  a 

X  ■^  o,        y  =  o,         ^  —  o. 

S.    On   a  alors 
(  I  -2  )  A  =  rr<  +  h^  -i-  c»  —  3  r//vc-. 

A  propos  de  la  foiniule  (lo)  appliquée  à  ce  cas,  soit 

(i3)       A  =  (f/  +  /^  -H  c)(n  +  /va  -(-  ca2)(«  -I-  6a"-  M-  ca), 

a  élant  une  racine  piiniitive  de  ré(|uation  binôme 
f)^  ^  I,  observons  (jiie  l'IiypoLlièse 

a  -(-  6  0  -H  r  0-^  =  o         ou  6  0  —  c  0'^  =  —  c/ . 

donne  facilement,  par  une  ébn  alion  au  cube,  A  =  o  ; 
de  là  deux  remai(jnes.    D'abord,  si  l'on  rcgardi'  l'égalilé 

(  I  ',  )  a^—  3  (thr  -i-  (  h^  -i-  c''  )  =  o 

comme  une  é(|nalion  en  c/,  dont  les  racines  sont 
—  /»0  —  c'O-,  l'idcnliticalion  avec  réqualion 

it'  -r  p(t  -i-  y  =  <> 

donne  une  méthode  de  résolution  dt;  ré(|ualion  du  troi- 
sième degré,  idenli(|ue  au  foiul  à  la  mélliode  classique; 
on  peut  dire  que  l'on  identide  l'écjualion  à  résoudre 
avec  celle  (pie  donne  l'aunnlalion  du  pi-odnit  (i3). 
I)  autre  pari,  claiil  douuce  l'éiiualion 

<r>;  V^iST  +  v^N  +  v^P  =  o. 


(  328  ) 
ou  obtient  d'abord 


(i6)  M+N  +  P  — 3  v^MNP  =  o, 

par  un  calcul  qui  revient  à  effectuer  le  produit  (i3)  avec 
\/M  au  lieu  de  a,  ...  ;  a  priori^  le  premier  membre  de 
l'équation  finale 

(  M  ^  N  -+-  F  )3  —  2-  MNP  =  o 

est  un  produit  de  neuf  facteurs. 
L'ideniité 

(17)  A  =  («-(- 6-f-c)(A-t-B  +  G), 

avec  A=a- — bc,  .  .  .,  est  employée  quand  on  com- 
mence la  transformation  de  la  fraction 

(.8)  ' 


VYl  -+-  y/N  +  Vp 


on  pose  y^lM  =  «,  .  .  .,  et  l'on  multiplie  les  deux  termes 
delà  fraction  par  le  facteur  A  +  B  +  C;  c'est  du  moins 
la  méthode  la  plus  simple. 

Le  facteur  A  +  B  -i-  C  est  essentiellement  positif,  nul 
seulement  pour  a  =  Z»  =  c;  on  en  conclut 

abc, 


«3 

+  i)3 

-1- 

C3 

3 

INM 

-N  + 

P 

> 

(19)  — ^ ^Vmnp, 

dans  l'hypothèse 

a  -h  b  -h  c ^o 
ou 

(20)  y/M-h^N  + v^P^o; 

pour  M,  N,  P  positifs,  cela  rentre   dans   un   théorème 
général. 


(    •^2ç,    ) 

[L'ia] 

SUR  LA  DISCUSSION  DE  L'ÉOIÎATION  DES  COMOIIES; 

Par  m.  L.  RIPERT, 

Ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique. 

Le  Tableau  par  lequel  on  résume  ordinairemenL  la 
discussion  de  l'équation  générale 

(i)        AX2-^2BXY-i-CY2+  ?.DXT-f-2EYT-4-FT^  =  o 

ne  donne  (]ue  l'espèce  de  la  conique;   mais  l'examen  de 
l'équation  donne  d'autres  résultats.  Nous  posons 

h  =  ACF  +  2BDE  —  AE2—  CD^—  FB^,         a  =  GF  —  E^, 
/,  =  DE— BF,         ....         e==BD  — AE.        /=AC— B^. 

Thkoukmf.  I.  —  V espèce  d'une  courbe  du  deuxième 
ordre  donnée  par  V équation  (i)  et  sa  situation  tant 
par  rapport  à  la  droite  de  V  infini  qu'à  V  origine,  sont 
indiquées,  sans  exception^  par  le  Tableau  suivant  : 


/>o.  [aA>o1  Ellipse  imaginaire.  /      L'origine  est,  pour  : 

•  .il  n   •    .     X  1  ji-    .  •■        j       AF  <  0,  intérieure; 

oniques   coupant    la  /      .    _     \      Point  réel  d  intersection  de  ' 

ite  de  l'infini  en  deux  J  (  deux  droites  imaginaires. 

Us  imaginaires.  [  Ah  <  o  |      Ellipse  réelle. 


/<o. 


F  =  0,  sur  la  courbc; 
VF  >  o,  extérieure. 
Les  coordonnées  du 
<  centre  sont  : 
/(  /  .)  I      Hyperbole.  \x  =  d,  y  =  e,  t  =/. 


bniqucs   coupant    la 

itcdelinliniendeux'     /,  =  „  i      ueux  aro.ies  reçues  se  cou- 1      - -i"--;— -  p- 

its  réels  et  distincts.  '  P=^"t  ^"  ""  Poi"^  fini.  aire  de  1  ongine  est  : 

\  I  D\  -i-  E\  H-  M  =  o. 

.'     h  y-,  o  I  Piirabole. 

/•—  ,,  l  (      Deux  parallèles  1 

■'     "    •  I  a  ouc  >  o     .         .      .  1 

"niques   coupant    la]  \  (imaginaires  I  se     coupant    en     un 

ite  de  l'infini  en  deux  i     /,  _  , J  ^  -  ^  —  n  ^      ^"^"^  parallèles  1  point  réel  de  la  droite 

Us  confondus.  J  J  '  confondues  i  de  I  inlini. 

f  (      Deux   parallèles) 

'  rcellesctdislinctcs 


{  ;^3o  ) 

D(M:l'  tlicorcMiio  f)ii  [)nss('  imiiKHlialciniiil ,  paicoiic- 
liilion,  au  ihi'urèiiu.'  stiivaiil  : 

Théorème  II.  —  La  silualiou,  tant  par  rapport  à 
Forii^iiic  (juà  la  droite  (h;  l'infini  et  l  espèce  d'une 
coiiihe  de  deuxième  classe  donnée  par  l\'ujuaiion 

(2  )      AU^+  2BUV+  CV2-^  uDUK  -v  aKVR  -^  FIV^  =  o 

sont  itidùjuées,  sans  exception,  parle  Tableau  suivant: 

f^o.  /  »  7  -^       .      /-.      •         •         ■      •  '       L'espèce  (le 

•^  '  A/i  >-  o  I      Conique  imaginaii'e.  '^ 


(.oniqucs     auxquelles  l  ,,     .,       .ni-        .-  ■     i  UKiue  esl,  pour: 

'                       .         '  7           \  Droite  réelle  de  jonction  île         '               ' 

on  peut  mener  de  1  on- <  /<=  o  ,  ,              ...         .'    .  I  Ar  <  o.  ellipse: 

'      .         .                        I  (  deux  points  imaginaires.  I     „                    , 

liine    (intérieure)    deux/  »  7    ^      ,  ,-.      •            -m  I     '*  =  Oj   paraboli 

^        .            '  .           f  A/j  <  o  I  Conique  réelle.  I  ,  ,^            , 

tangentes  imaginaires.     >  I  Ah  >■  o,  livjicrbo 

y  <  o.  j'  I      Les  coord.  de  la 

Coniques     auxquelles  \  ,                  ^      .               ,,  /  lairedcrorigiiies' 

,     „     .1  /«  ;£  o  I      Conique  réelle.  , 

on  peut  mener  de  1  on- ;                       ^      ^      .          ,  ,  .     l  11  =  a,   v  =  e,   r 

...  .     ,         ,  ,  i      Deux  points  réels  sur  droite  I    ,>-        »•       1 

iîine  (extérieure)   deux  h  =^  n  ]   ,     .         .  I    L  équation  du cci 

,   ,,             ,.      i                  '  de  jonction  liiiic.  I      . 

tangentes  réelles  et  dis-  f  1  est  : 

tincles.  '  |  DU  -h  EV—  FK   . 

I      h  ^  o  \      Conique  réelle. 

f—o.  [  I  i    Deuxpointsima- 

,,      .  ,,      l  aouc  >  o       .      .    •  I  !     -,        1 

Coniques     auxquelles!  l  (  ginaires  i  i^m'   tiroile    de  ji 

on  peut  mener  de  l'ori- '  1  (     Deux  points  con- '  tion     réelle     pas'i 

gine  (sur  la  courbe) deux  1      «  —  <'«-       -     j  fondus  [  par  l'origine. 

tangentes  confondues,      f  /  (    Deux  points  réels  1 

I  I  <<  ou  c  <;  0  ...  I 

'  (et  distincts 

On  peut  ajotiLcr  d'aiilres  détails,  tous  rorrélatits. 

Supposons  niainlcnauL  (|iie  X,  V,  V  soit-iil  dos  coor- 
douuées  trilinéaires  normales,  X  =  o,  Y  =  o,  T  =  o 
rlanl  les  équalious  des  cotés  «,,  rt^,  (i:\  du  triangle  de 
réléreiice  A,  A3  A:i.  Il  est  alors  facile  de  voir  que  : 

I/équation  (t)  représente  une  conique  ne  coupant 
pas,  louchant  ou  coupant  le  côté  «3,  selon  que  l'on  a 
f%o.  La  conique  est  imaginaire  si  l'on  slJ^  o,  Ah  ;>  o 
(ou  encorey=:  li  =  o,  a  ou  c^>o);  elle  est  réelle  dans 
tous  les  autres  cas.  Le  point  {f'>  o,  h  =  o)  n'est  pas 
sur  <7;j,    non    plus    que    1<;    point    commun  aux    droites 


(  3^»  ) 

(/"<[(),/«  =  o)  ;  les  droites  (/=/i  =  o)  se  coupeiil 
sur  «3.  Le  sommet  A3  est  intérieur  ou  extérieur,  selon 
que  l'on  a  AF^o.  Les  cooidonnécs  du  pôle  de  a-^  sont 
d^  c^J\  l'équation  de  la  polaire  de  A:t  est 

DX-^EY-^FT  =  0. 

Résultats  analogues  pour  les  couples  («, ,  A,)  et  (r/,,  Ao). 
La  conique  est  ellipse,  parabole  ou  livj)erbole,  selon 
que  l'on  a 

o  =  aj  a  —  .>  aj  (iih  -+■  a\  c  -+■  la^  a^d  -t-  ictiaze  -r-  ci\f^  o. 

Les  coordonnées  du  centre  sont  '^^,_,  cp],  ,,  ç;^,^. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'énoncer,  par  pas- 
sage direct  de  l'équation  (1)  à  récjuation  (2),  les  résul- 
tats corrélatifs. 


COXCOIRS  GEXEUAL  DE  1898. 


Mathématiques  spéciales. 

Etant  donné  un  ellipsoïde  E,  on  considère  tous  les  systèmes 
de  diamètres  conjugués  égaux  de  cette  surface. 

On  désigne  par  a,  p.  v  les  points  où  les  trois  diamètres  de 
l'un  quelconque  de  ces  systèmes  rencontre  le  plan  tangent  à 
l'ellipsoïde  E  en  l'une  des  extrémités  C  du  petit  axe  CC. 

Cela  étant,  on  demande  de  trouver  : 

1°  Le  lieu  des  sommets  des  triangles  a^y; 

1°  L'enveloppe  des  cùtés  de  ces  triangles; 

3"  L'enveloppe  des  cercles  circonscrits  aux  mêmes  triangles; 

4°  Supposant  l'ellipsoïde  de  révolution  autour  du  plus  petit 
des  axes  GC,  trouver  le  lieu  des  sommets  des  sections  faites 
dans  l'ellipsoïde  par  les  plans  diamétraux  |iassant  par  deux 
diamètres  conjugués  égaux. 
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COXCOiaS  D'iD)IISSIO\  A  L'ÉCOLE  POLYTECIIMOIE 
E\  1898. 

Composition  de  Mathématiques. 

On  considère  une  sphère  (S)  de  rayon  R,  qui  a  pour  centre 
l'origine  d'un  système  de  coordonnées  rectangulaires  Oxyz, 
et  un  paraboloïde  (P)  qui  a  pour  plan  directeur  xOy  et  pour 
directrices:  i"  l'axe  O5;  2"  la  droite  AB  définie  par  les  points  A 
et  B  dont  les  coordonnées  a-,  j^,  ^  sont  respectivement  (R,o,  R) 
et  (a,  6,  c). 

I.  Former  les  équations  de  la  sphère  et  du  paraboloïde. 

II.  On  prend  un  point  M  sur  O^  et  les  plans  polaires  [SJ 
et  [II]  de  ce  point  par  rapport  aux  surfaces  (S)  et  (P).  Trouver 
le  lieu  de  l'intersection  de  ces  deux  plans,  quand  M  décrit  O^  : 
déterminer  la  partie  du  lieu  qui  est  sur  le  paraboloïde  (P). 

III.  En  supposant  AB  à  45°  sur  O-  et  tangente  à  la 
sphère  (S)  au  point  B,  dans  le  trièdre  O-ryz,  calculer  les 
coordonnées  «,  b,  c  du  point  B  en  fonction  de  R  :  déterminer 
les  génératrices  du  paraboloïde  (P)  qui  sont  tangentes  à  la 
sphère  (S);  calculer  le  nombre  de  centièmes  de  la  cote  c  du 
point  B,  quand  R  est  égal  à  i. 

Oji  conservc'fa  les  notations  indiquées. 


Épure. 

Un  solide  en  forme  de  creuset  ABCDEFS  repose  sur  le  plan 
horizontal.  Il   est   formé  d'un  cylindre   droit  à  base   circulaire 


E 

Z 

0 

c 

1 

\ 

\N 

/ 

S 

/ 

B 

dont   le  diamètre  AB  est  égal  à  16""  et  la  hauteur  AF  à  1 1"™. 
La    cavité   ESD   a   la    forme   d'un    paraboloïde   Ao    irvnlution 


(  m  ) 

aulour  (II'  l'ave  (^  z  du  cyliiKJre;  son  fliainèlre  supérieur 
KD  =  I  j"'",  sa  proloiulcur  IS  =  9"'",  5. 

On  fera  coïncider  l'axe  Oz  du  solide  avec  l'axe  vertical  de 
la  feuille;  sa  projection  horizontale  sera  placée  à  l'i'^du  bord 
inférieur  de  la  feuille  et  la  projection  verticale  du  |)oinl  I  à 
4°™  au-dessous  du  bord  inférieur  du  cadre. 

La  partie  du  solide  à  droite  du  plan  de  profil  passant  parO^ 
a  été  échancréc  par  un  cylindre,  dont  l'axe  IX  est  l'horizontale 
de  front  menée  par  le  centre  I  de  l'ouverture  de  la  cavité  et 
dont  le  rayon  est  éj^al  à  la  plus  courte  distance  L\  du  point  I 
à  la  surface  |)arabolique  intérieure. 

Le  solide  est  éclairé  par  des  rayons  parallèles  de  front  venant 
d'en  haut,  à  45°,  de  gauche  à  droite. 

On  demande  :  1°  de  représenter  par  ses  projections  le  solide 
échancré,  les  parties  vues  en  traits  noirs  pleins,  les  parties 
cachées  en  pointillé;  -2°  de  représenter  par  des  hachures  ou 
par  une  teinte  noire  légère,  à  volonté,  les  ombres  déterminées 
sur  la  surface  extérieure  et  intérieure  du  solide  et  sur  le  plan 
horizontal. 

On  indiquera  en  traits  pleins  rouges  les  constructions  né- 
cessaires pour  déterminer  les  points  remarquables  de  l'épure. 


COUHESPO^DA^CE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  liipert. 

L'article  de  AL  i\langeot  Sur  une  nouvelle  méthode  de  re- 
cherche des  centres  dans  les  courbes  et  surfaces  algébriques 
(N.  A.,  mai  1898,  p.  2i5)  peut  ilonner  un  certain  intérêt  à  la 
remarque  ci-après  : 

On  sait  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
qu'un  point  (a,  j3  )  soit  centre  de  la  courbe  /(a:,  y)=  o  s'ob- 
tiennent en  exprimant  que  toutes  les  dérivées  deydont  l'ordre 
de  parité  est  contraire  à  l'ordre  m  s'annulent  quand  on  y 
remplace  les  variables  ])ar  les  coordonnées  du  point. 

Par  suite,  si  un  centre  existe,  ses  premières  équations  (qui 
le  déierniinent  )  sont  toujou's 

f"'-t    _  o  /•"'-!   _  r, 
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Or,  si 

avec 

o„j  =  A X'"  -+-  m  Ba7'«-i_y  -+-...  -i-  m  B'xy"^-^  -i-  A'jk"', 
o„,_i  =  m  G.-r'"-'  +...-*-  m  G'j'"-' , 

on  a,  à  un  facteur  près, 

/^^TJ,  =  a .r  +  B j  -V  G,        /;r-\  =  B'^  -H  A>  ^  G', 

et,  par  conséquent,  le  centre,  s'il  existe,  a  j)our  coordonnées 

_  BG'— GA'  _  B'G  — G'A 

^'^  AA'— BB'  '^~AA'— BB'' 

On  essayera  si  ce  point  déterminé  est  centre  de  la  courbe  (  '  ). 

On  voit  de  même  que  si  une  surface  F(x,y,  z)  =  o  est 
pourvue  d'un  centre,  les  équations  déterminant  ce  centre  sont 
les  équations  du  premier  degré: 

f;"-J,  =  o,      f;i-\  =  o,      F;';,rJ,  =  o, 

d'où  résulte  l'essai  d'un  point  déterminé,  etc. 
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SOLIITIOXS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1556 

(1885,  p.  £-15). 

Les  perpendiculaires  aux  côtés  d'un  triangle  donné  ABC, 
aux  points  où  ils  sont  rencontrés  par  une  transversale 
quelconque  d,  forment  un  nouveau  triangle  A'B'C. 

Démontrer  :  que  les  droites  AA',  BB',  GC  se  coupent  en 
un  même  point  M  commun  aux  circonférences  ABC  et 
A'B'C;  que  celles-ci  sont  orthogonales  et  que  tes  droites 
de  Simson  du  point  M,  jjar  rapport  aux  deux  triangles, 
sont  parallèles  à  d.  Nelberg. 

SOLUTION 
Par  M,  H.  Lez. 

Le  triangle  A'B'C,  formé  par  les  perpendiculaires  élevées 
sur  les  côtés  du  triangle  ABC  aux  points  E,  D,  F  où  ils  sont 
rencontrés  par  la  droite  d,  est   évidemment  semblable  à  ce 


même  triangle.  De  plus,  ces  deux  triangles  sont  homologiques 
et  les  droites  AA',  BB',  CC,  qui  joignent  les  sommets  corres- 
pondants, concourent  au  centre  d'iioraologie  IM.  Cette  pro- 
priété peut  se  démontrer  ainsi. 

Prenant    le    triangle  ABC   pour    triangle   de   référence,    les 


(  -^37  ) 

droites  AD,  HI']  auront  pour  ('•quation? 

m'^  —  n'(  =  o,         /l'i  —  /  X  =  o, 

pt  la  droite  ED  sera  représentée  par  m^  —  ny  -f-  /a  =  o.  Une 
droite  mp  —  n'[  —  /ia  =  o  passant  par  le  point  D  sera  per- 
pendiculaire à  GB  ou  a  =  o,  si  k  =  ncoslî  —  mcosC;  la  per- 
pendiculaire B'C  a  donc  pour  équation 

mp  —  «Y  -t-(»icosG  —  /icosB)  a  =  o. 

De  même,  les  perpendiculaires  C'A',  B'A'  ont  pour  équations 

n'(  —  l(x  -\-  (/icosA  —  /cosG)P  =  o, 

/a  H-  w  j3  -4-  (/ncosA  -4-  /cosB)y  =  o. 

On  trouve  ensuite  que  les  droites  AA',  BB',  GC'  sont  repré- 
sentées par 

P(nf -H  «cosA —  /cosG)-i- Y(/i -i- /'icos  A -f-  /cosB)  =  o, 

a(  /  —  mcosG  ■+-  ncosB)-t-  Y(n  -+-  mcosA  -t-  /cosB)  =  o, 

P(m  -!-  «cosA  —  /cosG) —  a(/  —  mcosG  -i-  «cosB)  =  o; 

on  voit  donc  qu'elles  sont  concourantes. 

A  l'aide  de  ces  équations,  on  reconnaît  que  AA' fait  avecAB 

le  même  ani^le  que  GG'  avec  GB,  c'est-à-dire  que  MAB  =  lîGM. 
Le     quadrilatère     AGBxM     est      donc     inscriplible  ;      mais 

DMA' =  AGB  =  G',  le  quadrilatère  A'B'G'M  l'est  aussi  et  les 
cercles  circonscrits  O,  0'  aux  triangles  ABG,  A'B'G'  ont  un 
point  commun  M  où  ils  se  coupent  orthogonalement.  En  efiet, 
si  l'on  abaisse  sur  AA'  les  perpendiculaires  ON,  O'N',  on  a 


donc 


et 


NOM  =  ACM  =  liCC,         MO'N'  =  MCA'  =  CC'E, 


NOM  =  MO'N'  =  EGG'  -t-  GG'E  =  i  d, 


OMN  -h  O'  M  N'  =  OMO'  =  i  d. 

Enfin,  si  du  point  M  on  abaisse,  |)ar  exemple,  des  perpendi- 
culaires MD',  ME'  sur  les  côtés  G'B',  C'A',  les  triangles  MD'C, 
ME'C  seront  semblables  aux  triangles  GDG',  CEG';  donc  les 
triangles  D'G'E',  DG'E  sont  semblables  et  la  droite  D'E'  est 
parallèle  à  d. 

Par  un  raisonnement  analogue,  on  |)rouve  que  la  droite  de 
Simson,  par  ra|)port  au  triangle  ABG.  est  aussi  parallèle  à  ED. 
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Question  1584. 

IS'^s.  Il,  417.) 

Soient  «i,  a^,  a^,  . .  .  des  nombres  qui  tendent,  en  décrois- 
sant, vers  zéro,  et  61,^9,  63,  ...  des  nombres  positifs,  qui 
croissent  toujours.  Démontrer  cjue.  si  la  série 

ciibi  -h  a.Jbi  —  61)  -^  a^abs  —  b,) -h .  .  . 

est  diverfirente,  il  en  est  de  même  de  la  série 

(ai—  «-2)^1  -+-  («2—  «3)^2-1-  («3—  «i)^3-i- 

(E.  Gesàro). 

SOLUTION 
Par  M.  A.  Blhl. 

Je  vais  démontrer  que  les  deux  séries 

(1)  ffi6i-t- «2(^2—  61)  H-  «3(63— ^2 )-!-••  -, 

(•2)  («1  —  «2)^1-1-  («2—  a;0^2-i-  («3—  «4)63-+--  •  • 

sont  diverirentes  en  même  temps;  «j,  «2,  «S'  •••  étant  des 
nombres  décroissant  indéfiniment;  ôj,  62»  ^s-  •■•  étant  de? 
nombres  positifs  croissant  indéfiniment;  je  pose 

/»i  nu  ,  m  3 

bi  =  —  ,  fi,  =  —  )  Og  =  —  >  •  •  • , 

«1  «2  "3 

/«],  W2,  W3,  ...  étant  des  constantes  convenablement  choi- 
sies. 

La  série  (i)  devient  alors 

(  3  )      nii  -t-  m,  —  —  m,  -i-  «13 m., -h  /»v m^  + .  . . . 

"       «1  «2      '  ^3 

Celte  série  est  supposée  divergente;  si  nous  lui  enlevons 
tous  les  termes  négatifs,  il  restera  la  série 

(4)  /;?i-i- 7^2-1- /??,■,-!- /»i -H.  .  ., 

divergente  à  plus  forte  raison. 

Changeons  maintenant  l'ordre  des  termes  de  la  série(3),  de 
façon  à  l'écrire 

(5)  (.-^),«,+    (.-j;^),„2^(t-|)/.:,^.... 
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D'oprcs  les  hypotliôscs,  les  cocfficienls  des  lormcs  de  cette 
série  sont  tous  positifs  et  finis. 

Donc  la  série  (5)  peut  être  considérée  comme  formée  par 
la  série  (  {)  dont  les  termes  auraient  été  multipliés  par  des 
nombres  dillercnts  mais  finis. 

(4)  étant  divergente,  (5)  l'est  alors  aussi.  Or  la  série  (5) 
n'est  autre  chose  que  la  série  (9,).  On  s'en  apercevra  en  rem- 
plaçant mj,  nii,  ...  par  a,  6,,  rt.>^2 ^^^  démonstration  est 


donc  faite. 


SOLUTION 
Par  M.  J.  FuANEL. 


Désignons  })ar  S„  et  X„  les  sommes  des  n  premiers  termes 
dans  les  séries  respectives 

(i)  r/,6,-!-(72(  b^—  bi)  -h  a^lb^—  b.2)-\-.  .., 

12)  (ai  —  «2)61 -i-  (aa—  asj^î-H  {a^—a^  )63H-. . .; 


(i)       i„=  S„  — rt„-^i6„  =  S„— a„6„-f-  6„(a„— a„+,). 

Si  le  produit  a^bn  reste,  pour  toute  valeur  de  n,  inférieur 
à  un  nombre  fixe  A,  la  somme  S„,  qui  est  >  S„ —  (inbni  aug- 
mentera indéfiniment  avec  n,  puisque  la  série  à  termes  posi- 
tifs (i)  est,  par  hypothèse,  divergente,  et  le  théorème  est 
démontré. 

Supposons  maintenant  que,  quelque  grand  que  soit  A,  il 
existe  toujours  une  infinité  de  nombres  n  tels  que  a,ibri  soit 
>  A.  On  a 

—  n-hp  —  — «  =  {(in-ri      ■  <^n-t-2  )"/n-l  -i~  •  •  •  +  (^/i-+-/>  —  (^n-hp-^i  )bn^ p 

c'est-à-dire 

(4)  ^n+p —  -«>  bn-t-l(j^n-hl  —  ^ri-hp-hl)- 

Laissant  n  fixe,  supposons  que  p  devienne  de  plus  en  plus 
grand,  a,i-^p^i  tendra  vers  o.  On  pourra  donc,  après  avoir 
filoisi  une  quantité  positive  z  quelconque,  assigner  un  nombre  P 
tel  que,  p  étant  >  P,  b,i-\-\  a,n+p-i-\i  soit  <  e.  On  aura  donc, 
pour  toutes  les  valeurs  de/?  >  P, 

(5;  i:„-j./;>  X,,-!-  /Ç/;,^.,«,J^^,—  E. 


(  •■^io  ) 

Après  avoir  choisi  un  nombre  A  aussi  grand  qu'on  le  veut, 
on  pourra,  par  hypolhèse,  déterminer  «,  de  manière  que 
6„+ia„-i_i  soit  ]>  A;  ce  nombre  //  étant  fixé,  on  pourra  ensuite 
assigner  un  nombre  P  tel  que  l'inégalité  (5)  soit  satisfaite 
pour  p  >  P.  On  voit  donc  que  "^n+p  finit  par  surpasser  tout 
nombre  donné  d'avance,  si  grand  qu'il  soit.  La  série  (2)  est 
donc  bien  divergente.  v..  g.  f.  d. 

Nota.  —  Les  deux  solutions  qui  précèdent  ont  p;iru  dans  Vlnter- 
médiaire  des  Mathématiciens  (p.  218-219;  1896). 


QUESTIONS. 


1801.  Si  l'on  prend  sur  les  perpendiculaires  communes  aux 
arêtes  opposées  d'un  tétraèdre  des  vecteurs  dont  les  lon- 
gueurs soient  inversement  proportionnelles  aux  longueurs  de 
ces  perpendiculaires,  le  vecteur  résultant  est  perpendiculaire 
à  l'une  ou  l'autre  des  faces  du  tétraèdre  selon  le  sens  dans 
lequel  on  dirige  les  vecteurs.  (G.   Foxtenk.) 

1802.  En  représentant  par  ri,  /•.2,  r^  les  rayons  de  courbure, 
aux  points  A,  B,  G  de  l'ellipse  de  Steiner  du  triangle  ABC  et 
par  w  l'angle  de  Brocard  do  ce  triangle,  on  a  la  relation 


—  =  cot  (o. 
a 


(A.   Diîoz-Faunv.) 


"^Z  1803.  Une  conique  est  donnée.  On  prend  les  normales  à 
cette  courbe  issues  de  l'un  de  ses  points.  Pour  chaque  nor- 
male, on  mène  de  son  pied  la  droite  qui  lui  est  symétrique 
par  rapport  aux  axes  de  la  conique.  Démontrer  que  les  quatre 
droites  ainsi  obtenues  passent  par  un  même  point. 

(Manmiiîim.) 

180i.  Soit  M  un  point  variable  situe  sur  une  ellipse  de 
foyers  F  et  F'.  La  parabole  qui  est  tangente  à  MF  et  MF'  en 
F  et  F'  a  même  axe  et  même  foyer  que  la  parabole  osculatrice 
à  rellijjse  en  M.  (E.-N.   BARisirsx.) 


(  -^1'  ) 

[B4f] 
KEI»RÉSE\TATIO\  GÉOMÉTRIOIE  HE  L'IWAKIWT  ABSOLl 
ET  DES  COVAIUA\TS  DT^E  FORME  BIQIIAURATIOIE; 

l'A  H  M.  LAGOUR, 
Maître  de  Conférences  à  l'Université  de  Nancv. 


1.  Étant  donnée  une  <k]uation  tlu  quatrième  degré 

nous  ferons  correspondre  aux  racines  Xi,  .f-^,  Xj,  x-,  de 
celte  équation  les  quatre  [loints  de  la  coui(|ue 

(Si)  X=x'^,         Y  =  2x, 

qui  sont  donnés  par  les  valeurs  x^ ,  Xn,  x^^  x-,  du  para- 
mètre X  :  nous  appellerons  ces  points  points  fonda- 
menlaiix  f  ). 

On  oblieut  facilement,  par  un  calcul  d'identification, 
Téquation  générale  des  coniques  qui  rencontrent  la 
conique  (ï,)  aux  (|uatre  points  Ibndamenlaux.  Cette 
équation  est 

en  posant 

2  SH  «oX^-i-  2rti  XY  -i-  «2  Y--Î-  ArtoX  -f-  2 «3  Y  -(-  a^, 
S.^Y^-iZX, 

et  en  désignant  par  À  une  constante  arbitraire  :  quand 
on  remplace  X  par  x-  et  Y  par  ax,  S,  devient  nid  et  I 
devient  identiquement  égal  à  U. 

2.  La    (léconipositioii  du   polynôme  (tu  (jualrlhinc 

(')    Fo</' Salmon,  Algèbre  supérieure,  i'  édition  fruniaisc,  p.  286. 
Paris,  <îantliicr-Villars. 
Ann.  de  Mathémat.,  3'  série,  l.  \\  II.  (Août  1S9S.)  '^2 
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degré  U  en  un  produit  de  deux  facteurs  du  second 
degré  se  ramène  à  la  recherche  des  sécantes  communes 
à  toutes  les  coniques  du  faisceau 

En  effet,  soit  A,  une  valeur  de  À  correspondant  à  un 
système  de  sécantes  coniinunes,  on  aura  une  identité  de 
la  forme 

S  -  >.  V,  =  (  a  \  +  p  Y  +  V  )  (  a'  X  -r-  p'  Y  +  y'  ). 
et  si,  dans  les  deux  membres  de  cette  idenlité,  on  fait 

X  =  r-,         Y  =  -ix, 
il  vient 

U  =  {/xx-  -h  2  (ii:p  +  Y  )  (  a'-r-  -+-  i  p'a-  -f-  y'  )- 

Réciproquement,  supposons  que  l'on  ait  l'identité 

U  ^EE  {'xx^-T-  ■}.  ^^x  -r-  '{){ci! x-^-  'i  p'.r  -i-  y'). 

la  conique 

(aX  ^  3Y  +  Y)!»'"^  +  v"^  -^i^ 

est  une  de  celles  qui  coupent  (S,)  aux  quatre  ])oints 
fondamentaux^  elle  peut  donc  être  représentée  par  une 
équation  de  la  forme  IS — )vi],  =  o  et,  comme  elle  se 
décompose  en  deux  droites,  elle  donne  un  système  de 
sécantes  communes  à  (^i  )  et  à  (S). 

3.  Les  sécantes  communes  aux  coniques  du  faisceau 

X  —  À  Si  SH  «0  X^  -+-  2  «1 XY  -^  (  «2  —  À  )  Y2 

-I-   ■>.  (  «-^o  -f-  2  X  )  X  H-  -2  «3  Y  -i-  «4 

se  déterminent  à  l'aide  de  l'écjuation  du  troisième  degré 

c/o  if\  «2+2X1 

(ix  a-i —  X  «3  =  "• 

'2-r-   ■>.  X  (ï.-j  «;  I 

Cette  équation,  qui  se  nomme  équation  canonisante, 


i 
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i        peut  s'écrire 
en  posant 

S  =  rtya^  —  4  «1  ^'fa  -I-  3a'5, 


T  -3 


«3 


Dès  cjue  l'on  connaît  une  racine  de  cette  équation,  la 
lésolution  de  l'équation  du  quatrième  degré  ne  dépend 
plus  qu(;  d'équations  du  second  degré. 

4.  La  conique  désignée  ici  par  (S)  est  harinoniciue- 
ment  circonscrite  à  (S,),  puisque  l'équation  en  A  qui 
détermine  les  sécantes  communes  aux  coniques  du 
faisceau 

manque  de  terme  en  À-. 

Le  discriminant  de  1'  est  égal  à  T^  dans  le  cas  parti- 
culier où  T  =  o,  (S)  se  décompose  en  deux  droites  et, 
comme  (-)  est  harmoniquement  circonscrite  à  (S,),  les 
deux  droites  sont  conjuguées  par  rapport  à  la  conique 
(2.). 

o.  On  peut  conclure  de  là  (|ue,  quand  T  =  o,  la  polj  - 
nome  U  est  la  somme  des  <iualrièmes  puissances  de 
deux  expressions  linéaires . 

En  ellet,  S=  o  représente  alors  deux  droites  conju- 
guées par  rapport  aux  tangentes  menées  de  leur  point 
d'intersection  à  la  conique  (-i);  ^  peut  donc  se  mettre 
sous  la  forme 

P  et  O  désignant  les  premiers  membres  des  équations 
de  deux  tangentes  à  la  conique  (S).  Dans  l'identité  précé- 
dente, faisons  X  =  a-,  Y  =  ujr,  S  devient  id(Mitique 
à  U,  P  devient  un  carré  parfait  puisque  la  droite  P  =  o 
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rencontre  Ja  conique  (^i)  en  deux  points  conlondus  ;  il 
en  est  de  même  de  Q.  On  est  doue  conduit  à  une  iden- 
tité de  la  forme 

p  et  q  désignant  des  expressions  linéaires  par  rapport 
à  X. 

La  réciproque  se  démontre  en  reprenant  les  mêmes 
raisonnements  dans  l'ordre  inverse. 

6.  Dans  le  cas  où  T  =  o,  le  rapport.  anharmoui(pic 
(o-, ,  Xo,  Xa,  X-, )  des  quatre  racines  de  l'équation  U ;=  o, 
prises  dans  un  ordre  convenable,  est  égal  à  —  r .  Cela 
résulte  de  ce  ([ue  (xj,  o^o,  x^,  x.-,)  est  le  rapport  anliar- 
monique  du  faisceau  des  quatre  droites  qui  joignent 
l'origine  aux  points  fondamentaux  et  que,  dans  le  cas 
où  T  est  égal  à  zéro,  ces  quatre  points  sont  sur  deux 
droites  conjuguées  par  rapport  à  (S,),  savoir  les  deux 
sécantes  communes  représeniées  par  l'équalion  ]S=  o. 

7.  Plus  généralement,  proposons-nous  de  calculer  le 
rapport  anharmonique  p  =  (X| ,  Xo,  x^,  x.,,)  en  fonction 
des  coefficients  S  et  T  de  l'équation  canoTiisante. 

p  est  le  rapport  anharmonique  des  quatre  droites  joi- 
gnant un  point  quelconque  de  (i],)  aux  points  fonda- 
mentaux M| ,  Mo,  i\]3,M4  ;  si  le  point  considéré  de  (S,  ) 
est  M.,,  les  quatre  droites  sont 

ÎMiM,,     M,M,_,     MiMs,     MiM.. 

Ce  sont  les  tangentes  aux  coniques  du  faisceau 
S  —  1S|  =  o  qui  correspondent  aux  valeurs  suivantes 
de  A 

X   =r    X,,  X,,  X3,    ce. 

Ces  tangentes  ont  des  équations  de  la  forme 
T  — XTi=o, 
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pour 

>.  —  À],  À,,  >.3,  -/:. 

Donc,  leui'  rapport  anharmoiiique 

X,— À, 


(X,,  Xî.Xj^-x) 


La  question  est  ramenée  à  ("oriner  la  transformée  de 

l'équaiion 

4X3_-  SX  -^T  =  o, 

la  transformation  étant  délinie  par  la  formule 


X2  —  X3 
Pour  cela,  nous  poserons 

X,  -  X3  =  3  A.        X3  —  X,  =  3  lî,        X,  -  X,  =  3 C, 
de  sorte  que  l'on  aura 

r> 

A-i-B-4-C  =  o        et         o=—  — • 


Mais,  en  tenant  compte  de  la  condition 

>M—   X2-i-X3=z  O. 

on  obtient  facilement 

X,  =  C-B,         X,=  A  — C,         X3=B-A. 

D'après  cela,  S  et  T  sont  des  fonctions  homogènes  de 
A,  B,  C  respectivement  du  deuxième  degré  et  du  troi- 
sième degré;  en  remplaçant  C  par  — (A+  B),  S  et  T 
deviennent  des  fonctions  homogènes  de  A  ctBde  degrés  2 

o  •  S3  , ,         ,  1  B 

et  ô-i  par  conséquent  =^  ne  dépend  que  du  rapport  v  <^t, 

comme  1  inconnue  p  est  égale  a  —  -j-,   =q  s  exprime  en 

fonction  de  p  :  si  l'on  calcule  celte  expression,  on  aura 
l'écpiation  rpii  dc'tcrniine  p  quand  S  et  T  sont  donnés. 
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Un  calcul  qui  ne  présente  aucune  difficulté  donne 

^  S  =  i  (A'--+- B2+ G2)  =  A2-+- AB -^  B2, 
1t^  (B  — C)(C  — A)(A  —  B)  =  (2B  + A)r2A  +  B)(B  -  A), 

4 

et  l'on  en  conclut 


.27  T^        [(ap  — .)(p  — 2)(p^i)-^] 


Telle   est   la  relation   qui   existe   entre  V invariant 

absolu  =^  (7e  la  forme  hiquadratique  U  e^  le  rapport 

anharmonique  p  =  (Xi,  Xo,  jr;i,  o'/,)  ^e5  quatre  racines 
de  l'équation  U  ^  o. 

8.  La  condition  pour  que  les  coniques  (I)  et  (S,) 
soient  tangentes,  c'est-à-dire  pour  que  l'équation  aux  x 
des  points  d'intersection  ait  une  racine  double,  est  que 
l'équation  du  troisième  degré  en  À 

4À3__  S).  -f-T  r=  o 

ail  elle-même  une  racine  double. 

D'après  cela,  le  discriminant  de  V équation  donnée 
ne  doit  différer  que  par  un  facteur  numérique  de  celui 
de  l'équation  en  X,  c'est-à-dire  de 

S^— 5.7T2. 

D'une  manière  générale,  la  discussion  de  l'équation  du 
quatrième  degré  U^  o  et  celle  de  l'équation  du  troisième 
degré  en  A  peuvent  se  ramener  l'une  à  l'autre.  Nous 
nous  limiterons  ici  au  cas  où  l'équation  U  =  o  a  ses 
quatre  racines  distinctes  en  supposant  dans  ce  qui  suit 
que  S-' —  27T-  est  différent  de  zéro. 
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0.   J^c  hcssien 

—  («I  .rî-f-  xa^x  -T-  «j)- 

t'si  représenU;  sur(ï,)  par  les  points  où  (S,)  est  v^w- 
conlrée  par  la  coni(jue 

(«oX  -1-  «1  Y  H-  a2)(  rto^  —  «3  V  -f-  ^t) 

—  (  rt,  \  -+-  (72  Y  -H  a.i)-  —  o. 

Or,  cette  conique  est  l'enveloppe  de  la  droite 

x^{a^\  -!-  rt ,  Y  -4-  rt-> )  -i-  -2 .r (■  a ,  X  -f-  a-^  Y  -h  as  ) 

-i-  (  a.2  X  -+-  «3  Y  -^  ai  )  =  o, 

t'I  cette  droite  est  la  polaire,  par  rapport  à  (^),  d'un 
])oint  de  (S(  ),  celui  dont  les  coordonnées  sont  x-,  ax,  i . 
La  conique  sécante  est  donc  la  polaire  réciproque  de  (ï,  ) 
par  rapport  à  (S). 

Mais  puisque  (S)  est  liarnioniqueinent  circonscrite  à 
(S,  ),  la  polaire  réciproque  de  (S,  )  par  rapport  à  (S)  et 
la  polaire  réciproque  de  (Z)  par  rapport  à  (S|)  rencon- 
trent aux  mêmes  points  la  conique  (S|)  ('). 

D'autre  part,  les  points  où  (ï,  )  est  rencontrée  par  la 
polaire  réciproque  de  (S)  par  rapport  à  (S,)  sont  les 
points  de  contact  des  tangentes   communes  à   (S,)  et 

Donc  le  liessien  est  représenté  ^/</(S,)  par  les  points 
de  contact  ries  tangentes  coviniiines  à  (Sj)  et  à  (S). 

Vérifions  ce  résultat  par  le  calcul.  La  tangente  à  (S,) 
au  point  dont  les  coordonnées  sont  x-,  o.x  et  i  a  pour 

équation 

X  —  2  .r  Y  -f-  .r'  Z  =  o . 

En   écrivant  (jue  cette  droite   est  tangente   à  (Sj,  on 

(')  On  le  >oit  aisément  en  rapportanl  (S)  et  (S,)  ;i  leur  Irianiile 
conjugue  commun. 
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obtient,    pour  déterminer  le  paramètre  x  du  point  de 
contact,  l'équation 


H  = 


«0        f^i  '''2          I 

(ti          (72  «3  X 

az       «3  <7v       X- 

I  —  X  x^         o 


En  développant  le  premier  membre,  on  trouve  bien 
le  liessien  comme  il  fallait  le  vérifier. 

10.  Proposons-nous  maintenant  de  déterminer,  sur 
(S|),  les  points  de  contact  des  tangentes  communes  ;i 
(S,  )  et  ;)  une  conique  du  faisceau 


11  suffit  pour  cela  d'éciire  que  les  coordonnées  de  la 

droite 

X  —  ixY -\-  x'^Z  =  o 

satisfont  à  l'équation  tanyentielle 

«0  <^I  O-i-i-  2  À  II 

«1  «2 —  ^-  «3  ^' 

2-f-  2X  as  Uf,  IV 

a  V  (V  o 

Si  l'on  développe  le  déterminant  et  si  l'on  ordonne 
par  rapport  à  A,  on  met  l'équation  tangentielle  sous  la 
forme 

■j(u,  i>,  (»')  —  l't'(u.  V,  w)  -i-  l^ii(u.  V,  (v)  =  o, 

qui  met  en  évidence  les  premiers  membres  des  équa- 
tions tangenlielles  de  trois  coniques,  savoir  (S),  (S,)  et 
la  conique  enveloppe  des  droites  divisées  liarmonique- 
ment  par  (ï)  et  (S,). 

Remplaçons  dans  cette  équation  langentielle  u^  u,  w 
par  les  coordonnées  de  la  langcntf  considérée  de  (S,)  : 
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7,(u,  »',  <v)  devient  égal  à  o,  a-(//,  i'^w)  à  H  comme  on 

l'a  vu  clans  le  paragraphe  précédent;  enfin  <!>(«,  w,  tv) 

devient  égal  :\  U,  résultat  (jui  s'explique  en  remarquant 

qu'une  tangente  à  (i],)  en  l'un  des  points  communs  à 

(ï,)  et  à  (S)  est  divisée  liarmoniquement  par  ces  deux 

coniques. 

L'équation  qui  déternn'ne  les  .r  des  points  de  contact 

est  donc 

II  _  U)  =  o. 

Donc   une   des  foi  fîtes  de  linvolution  définie  par 

l'équation 

U  —  IV  =  o 

est  représentée  sur  C^,)  par  les  points  de  contact  des 
tangentes  communes  à  (-))  et  à  la  conique  ^  —  Al,  =  o. 
IJe  plus,  on  a  été  conduit  à  l'identité 


a 


I 


<7 2  -f-  Il 


H  — >.l'. 


11.  En  considérant  en  particulier  les  coniques  éva- 
nouissantes du  faisceau  I  —  aï,  =  o,  on  obtient  trois 
identités  très  importantes  dans  l'étude  d'une  forme 
biquadratique. 

Quand  la  conique  ï  —  ).i;,  =  o  se  réduit  à  un  système 
de  deux  droites,  les  tangentes  communes  à  cette  conique 
et  à  (S,)  deviennent  les  tangentes  à  (S,)  menées  par  le 
point  double  du  système  de  deux  droites.  Les  quatre 
points  de  contact  viennent  se  confondre  deux  à  deux 
en  des  points  situés  sur  la  polaire  du  point  double. 
L'équation  aux  x  de  ces  points  de  contact  doit  admettre 
deux  racines  doubles,  c!  l'on  voit  ainsi  que  H  —  aU 
devient  un  carré  parfait,   quand  on  j   remplace  A  par 
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une  racine  de  l  équation 

4À3—  SX-r-T 


II  esl  facile  de  Je  vérifier  par   le  calcul.  Parlons  de 
ridentilé 


a  y' 


n    O.  fJ.  ' 


3 y' -4- Y?' 


Y  a'     i^iY'+Y?' 


qui  donne  deux  expressions  équivalentes  pour  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  tangentielle  de  la  conique 
(aX+riY-^vZ)(a'\-|-^i'Y+'Y'Z)  =  o.  Dans  cette 
identité,  remplaçons  les  coefficients  de  l'équation  ponc- 
tuelle de  la  conique  évanouissante  par  leurs  valeurs 
obtenues  §  2,  puis  u,  c,  w  par  i ,  —  x^  2X-,  il  vient 


«0  -r-  2  À  1 


«1 
<72—  X, 


—  T 


1 

—  X 

X- 

= 

a 

3 

Y 

a' 

'^' 

t' 

ou,  en   désignant  par  o  le  déterminant   élevé  au  carré 
dans  le  second  membre, 

H  — ÀiU  =  !b2. 

L'équation  cp  ^  o  détermine  les  x  des  points  de  ren- 
contre de  (S,)  avec  la  polaire  du  point  doubbi  de 
S  —  A,  S,  =  o,  c'est-à-dire  avec  le  côté  du  triangle  con- 
jugué commun  à  (S)  et  à  (S,)  qui  correspond  à  la 
racine  )vi . 

En  répétant  les  mêmes  raisonnements  pour  les  autres 
racines,  on  obtient  les  identités  cherchées 

II  -  Al  U  =  o2,         II  —  X,  U  =  '1/2,         H  -  X3  U  =  yî; 
'^,  'h  et  y  sont  représentés  sur  (ï,)  par  les  couples  de 
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i      points  situés  sur  les  trois  côtés  du   triangle  conjugué 
commun  à  (ï,)  et  à  (ï). 

Un  côté  de  ce  triangle  est  conjugué  de  chacune  des 
sécantes  connnunes  qui  passent  par  le  sommet  opposé 
du  triangle;  de  plus,  il  est  conjugué  de  chacun  des  deux 
autres  côtés  du  triangle.  Les  principales  propriétés  des 
formes  s,  6,  y  peuvent  se  déduire  de  là. 

12.  Pour  terminer,  nous  chercherons  à  représenter 
sur  (S,  )  le  covariant  du  sixième  degré 


J  = 


u;   u;. 
h;    h;. 


On  voit  aisément,  en  se  reportant  aux  trois  identités 
ohtenues  dans  le  paragraphe  précédent,  que  chacune 
des  racines  de  cp,  -j»  ou  y  est  racine  de  J,  On  a  donc,  en 
désignant  par  vi  un  facteur  constant, 

J  ^  m  (i'by . 

J  est  représenté  sur  (2,  )  par  It^s  trois  couples  de  points 
situés  sur  les  trois  côtés  du  triangle  conjugué  commun 

àc::,)età{i). 


[Plb] 
SUR  li\Ë  CERTAIVE  FAMILLE  DE  COIRBES  ALGÉRRIQIES; 

Pau   m.   II. -I:.  TIMERDING. 


I.  R-tant  donnés  sur  une  droite  trois  ])oints  fixes  A, 
H,  JN  cl  lin  point  variahle  1*,  nous  cherchons  un  autre 
point  ()  de  la  droite  tel  que  le  rapport  anharmonique 
que  O  et  P  forment  avec  A  et  lî  soit  égal  à  celui  que  V 
et  ]N  Ibrmenl  avec  A  et  \).  Cherchons  ensuite  le  point  R 
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tel  que  le  rapport  an  harmonique  de  R  et  Q  avec  A  et  B 
soit  égal  à  celui  de  Q  et  P  avec  A  et  B,  et  continuons 
ainsi.  Nous  parviendrons  de  cette  manière  à  une  série 
de  points  P,  Q,  K,  ...  que  nous  appelons  points-puis- 
sances du  premier  d'entre  eux  par  rapport  aux  points 
fixes  A,  B,  IV.  Le  point  qui  est  dans  cette  série  à  la  n"'"^^ 
place  sera  le  /i"^^™*^  point-puissance  de  P,  et  ii  sera  son 
exposant. 

Soit  a  le  rapport  anliarmonique  des  quatre  premiers 
points  P,  N;  A,  B.  Nous  aurons,  selon  Thypotlièse, 


QA  ,  NA        /QA  .  PA\  /PA  , 
QB  •  NB  ~  VQB  ■  PbJ  l.PB 

.  NA\ 

•  nbJ 

et,  de 

la  même  manière, 

RA  .  A'A         3 

BB  •  NB  ""^  '      ■■ 

Les  rapports  anliarmoniques  (jue  les  points-puissances 
P,  Q,  R,  ...  forment  avec  les  points  fixes  N,  A,  B 
s'expriment  donc  par  les  puissances  du  rapport  anliar- 
monique du  premier  point  P  avec  les  mêmes  points 
fixes.  C'est  ainsi  (jue  la  désignation  de  ces  points  est 
justifiée. 

Pour  étendre  celte  définition  des  puissances  géomé- 
triques aux  points  d'un  plan,  nous  prenons  arbitraire- 
ment dans  ce  plan  quatre  points  A,  B,  C,  O.  Les  trois 
premiers  forment  le  triangle  de  référence  A,  le  qua- 
trième est  considéré  comme  le  point-unité. 

Nous  joignons  ce  dernier  aux  points  A,  B,  C  par  des 
lignes  droites  qui  coupent  les  côtés  opposés  du  triangle 
A  respectivement  en  L,  M,  N.  Faisons  de  môme  pour  un 
point  quelconque  P,  et  soient  les  points  alors  corres- 
pondants à  L,  M,  N  désignés  par  P',  P",  P'".  Si  nous 
cherchons  les  points-puissances  de  ces  derniers  points 
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sur  les  côtés  du  triangle  ^  de  la  manière  que  nous  ve- 
nons d'exposer,  en  remplaçant  les  points  fondamentaux 
A,  li,  iN  une  l'ois  par  C,  A,  .M  et  une  fois  ])ar  H,  C,  L 
les  lignes  qui  joignent  trois  points-puissances  corres- 
pondant aux  sommets  opposés  du  triangle  A  se  couperont 
en  un  seul  et  même  point,  et  ce  point  sera  le  a  ""''  point- 
puissance  du  point  P  par  rapport  au  triani;le  A  et  au 
point-unité  O. 

Une  série  de  points-puissances  passe  dans  une  série 
de  la  même  nature,  si  nous  transformons  le  pian  par 
une  homographie  quelconque,  pourvu  que  les  points  de 
référence  soient  remplacés  parleurs  points  transformés 
respectifs.  Pour  cette  raison,  nous  pouvons  nommer  les 
points-puissances  puissances  homographiques  du  point 
qui  est  leur  base. 

2.  A  un  point  proposé  appartient  un  seul  point  qui 
en  est  la  n'*^""-"  puissance,  mais  ^>ice  versa  il  correspond 
au  dernier  point  un  groupe  de  lï-  points  dont   il  est  la 

^jieme    puissaUCC. 

Ce  groupe  des  /^"""'^  points-racines  est  transformé  en 
lui-même  par  un  groupe  de  n-  homographies,  y  compris 
l'identité,  de  telle  sorte  que  par  ces  n-  transformations 
d'un  point  quelconque  du  groupe  on  déduit  tous  les 
n-  points  qui  forment  le  groupe. 

Le  groupe  des  points  représente,  pour  ainsi  dire,  le 
groupe  des  tiansibrmalions.  Ces  dernières  s'expriment 
analytiquement  en  multipliant  les  coordonnées  rappor- 
tées au  liiangle  A  par  des  n"'""'^  racines  de  l'unité.  Elles 
sont  donc  les  mêmes  pour  tous  les  groupes  de  ii-  points- 
racines  se  rapportant  au  triangle  A. 

Les  n-  points-racines  d'un  groupe  sont  situés  sur 
trois  faisceaux  de  n  droites  dont  chacune  en  contient 
n  déterminés   par  une  équation  binôme.  Ces  laisceaux 
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ont  pour  sommets  les  sommets  tlu  triangle  A  et  passent 
en  eux-mêmes  par  les  rï-  transformations  du  groupe. 

A  deux  nombres  quelconques  «,  et  7«o  dont  le  produit 
est  11  correspondent  deux  manières  de  décomposer  le 
groupe  des  n-  points  en  groupes  partiels.  Nous  appelons 
ces  deux  décompositions  conjuguées  pour  la  raison  sui- 
vante. Chacun  des  groupes  partiels  se  compose  ou  de  n'-^' 
ou  de  n'I  points.  Les  groupes  de  n-^  points  passent  l'un 
dans  l'autre  par  le  groupe  de  «.^  transformations  homo- 
grapliiques  qui  correspondent  aux  groupes  de  ii'i  points 
(considérés  comme  des  //j'"'"'^*  points-racines)  et  l'on 
obtient  les  groupes  de  ii-,  points  eux-mêmes  en  transfor- 
mant un  groupe  quelconque  de  /?^  points  par  les  n':,  ho- 
mographies. 

Deux  points  du  groupe  des  n-  points-racines  appar- 
tiennent à  un  même  groupe  partiel  ou  non.  Dans  ce 
dernier  cas  ils  définissent  une  homographie  que  nous 
dirons  primitive.  L'homographie  est  ainsi  définie  que 
par  elle  l'un  des  deux  points  passe  dans  l'autre,  tandis 
que  le  triangle  A  reste  invariable.  Deux  homograpliies 
primitives  seront  indépendantes  si  l'on  ne  parvient  pas 
à  l'une  par  une  répétition  de  l'autre.  On  a  alors  le  théo- 
rème que,  si  l'on  choisit  deux  homographies  du  groupe 
qui  sont  primitives  et  indépendantes,  on  peut  composer 
chaque  homographie  du  groupe  par  ces  deux,  réitérées 
chacune  un  nombre  convenable  de  fois. 

Imaginons  maintenant  deux  groupes  de  points-racines, 
l'un  de  /?-,  l'autre  de  q-  points.  Si  nous  transformons 
l'un  d'eux  par  toutes  les  homographies  qui  corres- 
pondent à  l'autre,  nous  parvenons  à  un  certain  troi- 
sième groupe  qui  est  composé  des  deux  premiers,  et  ce 

•  •'  •  fP^lV      ■  ■  1 

troisième  groupe  consiste  en  (^1    points,   si  /•  est  le 

plus  grand  diviseur  commun  des  nombres  p  et  q.  Ces 
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leinai'qiu'.s  sulïlrôut  pour  donner  une    idée    nellc    des 
groupes  de   points  et  des  groupes  d'homographies   en 
question. 

3.  jNous  pouvons  eoncevoir  une  relation  i;éoméliique 
entre  les  points  du  pKin  telle  qu'à  un  point  correspond 
sa  «"'""^  puissance  homograplii(pie. 

Nous  représentons  analyti(|uenient  cette  afjiniié  en 
élevant  à  la  «"""  puissance  les  coordonnées  d'un  point 
rapportées  au  triangle  A  et  ainsi  choisies  que  les  coor- 
données du  point-unité  O  soient  toutes  égales  entie 
elles.  Aux  n-  points-racines  d'un  groupe  correspond, 
dans  cette  affinité,  le  niêifle  point.  A  une  droite  quel- 
conque sera  conjuguée  une  courbe  du  «"'""^  ordre  que 
nous  dirons  la  /i"""'  puissance  de  la  droite  et  dont 
l'équation  dans  les  coordonnées  mentionnées  est  de  la 
lorine  suivante  : 

si  nous  désignons,  comme  nous  le  ferons  toujours,  par 
le  signe  S,  la  sommation  par  rappoit  aux  indices  i,  i, 
3.  Ces  courbes-puissances  ont  deux  propriétés  caracté- 
ristiques : 

D'abord  eltes  sont  trcinsforniées  en  elles-mêmes  par 
le  groupe  de  n"^  homographies  que  nous  aidons  consi- 
déré dans  V article  précédent. 

Ensuite  leur  Hessienne  se  décompose  en  trois  droites, 
les  côtés  du  triangle  \  comptés  (//  —  2)  fois. 

Les  courbes  elles-mêmes  peuvent  se  décomposer  en 
un  faisceau  de  n  droites;  alors  un  des  coefficients  a  sera 
nul.  Mais,  si  cela  n'arrive  pas,  elles  sont  toujours  pri- 
vées de  points  singulieis  et  du  genre  riemannieu 
(  n  —  I  )  (  /i  —  2  ) 

■X 

En  égalant  à  /,éro  un  des  coefficients  a  nous  voyons 
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que,  par  cliaque  soniiuet  du  triangle  A,  il  passe  uu  fais- 
ceau de  n  droites  dont  chacune  est  une  tangente  com- 
plète de  la  courbe,  c'est-à-dire  une  droite  dont  tous  les 
points  d'intersection  avec  la  courbe  se  réunissent  en  un 
seul.  Ces  3 /^  tangentes  singulières  remplacent  les 
3/«(// — 2)  tangentes  stationnaires  qu'on  devrait  avoir 
suivant  les  formules  de  Plucker  et,  en  même  temps,  les 
tangentes  doubles. 

A.   Notons  encore  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Toutes  les  courbes -puissances 
d'ordre  égal  et  rapportées  au  même  triangle  fonda- 
mental d  proviennent  d'une  d'entre  elles  par  les 
transfoj'mations  liomo graphiques  qui  laissent  inva- 
riable le  triangle  A. 

Théorème  II.  —  Les  polaires  d'un  point  par  rapport 
à  une  courbe-puissance  sont  encore  des  courbes-puis- 
saJices. 

On  obtient  donc  toutes  les  courbes-puissances  d'ordre 
p,  qui  se  rapportent  à  un  certain  triangle  A,  en  cher- 
chant les  (^'«"""5  polaires  de  tous  les  points  du  plan  par 
rapport  à  une  courbe -puissance  quelconque  de  l'ordre 
p  +  </,  ayant  le  même  triangle  fondamental  A.  Et 
réciproquement  nous  pouvons  dire  : 

Chaque  courbe-puissance  d'ordre  yt?  peut  être  regardée 
comme  la  /y'*^'"*^  polaire  d'un  point  arbitraire  P  par  rap- 
port à  une  courbe-puissance  d'ordre  p  -{-  q,  se  rappor- 
tant au  même  triangle  fondamental  qui  est  ainsi  complè- 
tement définie. 

Car  soient  yi  les  coordonnées  du  point  P,  si  nous 
écrivons  alors  l'équation  de  la  première  courbe 
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«oniiiK^  il  suit  ; 

on  \uil  (juc  l'équalioii  àv.  la  sctoiidc  ((njibc  est 

o.  Pour  éleadre  la  notion  des  puissances  d'une  droite 
à  des  exposants  négatifs,  remarquons  qu'on  ohtitMit  la 
courbe 

ï  (7; XJ"^  =  O 

de  la  courbe 

2i  m  x'f  =  o 

en  remplaçant  les  coordonnées  par  leurs  valeurs  réc^i- 
proques.  Mais  cette  opération  équivaut  à  une  transfor- 
mation quadratique  ordinaire  [)Our  le  triangle  fondamen- 
tal A,  qui  laisse  invariable  le  point-unité  O.  Il  s'ensuit, 
puisque  les  courbes -puissances  à  exposant  positif  n(î 
passent  par  aucun  sommet  du  triangle  A,  que  la  courba- 
puissance  à  l'exposant  —  n  est  de  l'ordre  2/1  et  qu'elle 
a  un  point  «'"P^"^  dans  chaque  sommet  du  triangle  A. 
Elle  doit  vive,  du  menu;  genre  que  la  courbe  à  l'expo- 
sant /i  et,  en   ellet,  on  a 

(  n  —  i)  i  /i  —  2  )  _  (m  —  I  )  (  2  «  —  2  )  n(n  —  1  ) 


De  la  même  nianièie  {[u'on  passe  des  puissances  aux 
racines,  cherclions  maintenant  la  courbe  dont  la  ii'"-'"^ 
puissance  est  une  droite  proposée.  La  forme  de  son 
équation  est  aussitôt  trouvée,  la  voici 

ZttiX^'  =  o. 

INIais  quel  est  son  ordre  et  (|uels  sont  ses  points  sin- 
guliers;' 

Ann.  >U-  Mntiuunal.,  .'{"série,  l.  WII.  (  \(Piil    i8.(S.)  '23 
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Remarquons  d'abord  que  2hco  versa  la  dioile  n'est 
pas  complètenieiU  délerminée  par  la  (tourbe  dont  elle 
esl.  la  /i'"""^'  puissance.  En  ellet,  à  la  même  courhe-ra- 
cine  correspondent  Ji-  droites  que  nous  obtenons  d'une 
d'entre  elles  par  le  groupe  de  ii~  homographies  consi- 
déré dans  l'article  2.  Car  on  ne  change  pas  la  courbe- 
racine,  si  l'on  multiplie  ses  coefdcienls  par  des  /i"^'"*'^  ra- 
cines quelconques  de  l'unité. 

Par  conséquent,  l'ordre  de  notre  courbe  doit  être  n 
puisque  sa  w"^™'^  puissance  a  l'ordre  n-. 

Quant  à  ses  points  singuliers,  ils  correspondent  aux 
points  d'intersection  des  n-  droites  conjuguées  à  la 
courbe-racine.  Parmi  ces  poinis  d'intersection  il  y  en  a  n 
sur  chaque  côté  du  triangle  A,  par  chacun  desquels  pas- 
sent n  des  n-  droites.  Ces  derniers  poinis  ne  nous  don- 
nent pas  de  points  singuliers  de  la  courbe-racine,  mais 
les  côtés  du  triangle  A  sont  des  tangentes  singulières  de 
la  courbe  ayant  de  commun  avec  elle  n  points  coïnci- 
dents. Le  reste  de  l'inteisection  se  compose  de 

n'-(n''--\)  _  ^  nHii  —  i)  ^  ^^,_  (n  — î)(/i— 2) 
i  2  2 

points  auxquels  correspondent  les  points  doubles  de  la 
courbe-racine,  et  un  point  double  est  conjugué  à  n- 
points  d'intersection,  car  nous  trouvons  pour  la  courbe - 
racine 

(n  —  i)(«  — 2) 


points  doubles,  comme  cela  doit  être,  puisqu'elle  est  de 
l'ordre  n  et  du  genre  o. 

6.   Nous  sommes  maintenant  en  état  de  discuter  les 
courbes-puissances   générales,  c'est-à-dire   les  courbes 
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dont  l'équalioii  a  la  forme 


où  m  et  II  sont  des  nonibics  enliors  et  positifs,  cjue 
nous  devons  su[)poser  privés  de;  diviseur  eoniinun. 

Celle  eourbe  est  la  /i"'""^  eourhe-iacine  d'une  courbe- 
puissance  à  exposant  entier  et  de  l'ordre  m.  Elle  est 
rapporlée  à  cette  dernière  courbe,  point  par  point,  sans 
ambiguïté;  donc  elle  est  du  même  genre  riemaunien 

{m  —  I  )  (  ni  —  ■!  ) 

Nous  trouvons  ensuite  que  la  courbe  est  de  l'ordre 
m.n^  puis(|u'elie  est  la  ///»'"«  puissance  de  la  courbe 

\_ 
^a/Xi"  —  o, 
qui  a  l'ordre  n. 

La  courbe  doit  avoir,  de  plus, 

m-(n  —  i)  (n  —  2  ) 
■1 

points  doubles  et  ///  points  singuliers  sur  chaque  côté 
du  triangle  A,  dont  chacun  équivaut  ;"i  n  —  i  points 
simples  et  T,{n  —  i)  (/«  —  3)  points  doubles  ordinaires- 
En  eil'et,  nous  trouvons  ainsi  pour  le  genre  de  la  courbe 

(mn  —  i)(mn  —  2)       m-{n  —  i)(/i  —  1)       '3m(m—i)(n  —  i) 
'j.  J.  2 

_  (m  —  i)(  m  —  7.) 

—  , 

2 

comme  il  est  juste. 

7.  Pour  évaluer  la  classe  de  notre  courbe,  remar- 
quons qu'une  quelconque  de  ses  tangentes  a  des  coor- 
données de  la  foruje 

III  —  /( 

Ul—  OiXi      "      , 
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si  les  jL'i  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact.  On 
peut  tiier  les  dernières  vice  versa  des  égalités  piécé- 
dentes,  en  supposant  connues  les  Ui  et  l'on  trouve 

X,  —  biU,'"^^,         OÙ  bi=  ai'"-". 

En  substituant  ces  expressions  dans  l'équation  de 
notre  courbe,  nous   obtenons   son  équation  tangentielle 

I.b,Ui"'-"  =  o. 

Cette  équation  est  de  la  mèuîe  l'orme  que  l'équation 
proposée,  excepté  la  signification  des  variables  qui  dé- 
terminent dans  ]'é(juation  précédente  des  droites  et  non 
pas  des  points.  JMais  les  formules  trouvées  plus  baut, 
pour  l'ordre  et  les  points  singuliers,  ne  cessent  pas  de 
valoir,  si  l'on  remplace  l'ordre  parla  classe  et  les  points 
singuliers  par  les  tangentes  singulières  de  la  courbe 
donnée  par  son  équation  tangentielle. 

Nous  trouvons  ainsi  que  notre  courhe  est  de  la  classe 
m  [ni  —  n). 

En  laissant  au  lecteur  la  détermination  des  tangentes 
singulières,  nous  nous  bornons  à  énoncer  le  lliéorème 
suivant,  que  nous  avons  trouvé  en  même  temps  : 

Théorème  111.  —  La  courbe  réciproijue  d'une 
courbe-puissance  à  l'exposant  p  est  une  autre  courbe- 
puissance  dont  T  ex  posant  est — On  parvient  à  la 

courbe  réciproque  en  chercliant  l'enveloppe  des  polaires 
de  la  courbe  proposée  par  rapport  à  une  conique  qui 
est  conjuguée  à  elle-même  par  rapport   au   triangle  A. 

8.  Pour  généraliser  ce  tliéorème  remarquons  (|u  en 
formant  les  mômes  expressions  qui  donnent  les  coor- 
données d'une  tangente,  si  les  valeuis  Xi  se  rapportent 
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à  un  poiul  de  la  couiLc,  [)OMr  un  |)(jinl  (jut-konijuc  du 
plan,  on  obtient  les  coordonnées  de  la  dernière  polaire 
de  ce  point  par  rapport  à  la  courbe  proposée.  Imagi- 
nons alors  que  le  point  parcoure  une  courbe-puissance 
au  même  triangle  fondamental  que  la  premièie,  nous 
aurons  le  théorème  suivant  : 

TniioitÈME  IV.  —  Etant  proposées  deux  couihes- 
puissnnces  se  rapportant  au  même  triangle  fondamen- 
tal, les  dernières  polaires  des  points  de  l'une,  qui  soit 
de  l'ordre  p,  par  rapport  à  l'autre,  dont  l'ordre  soit 
«7,  enveloppent  une  troisième  courbe-puissance  au 
même    tria/igle   fondamental ,    dont    la    classe    sera 

— - —  et  dont  l'ordre  sera,  par  conséquent,  - — • 

Ajoutons  à  ce  théorème  le  suivant  : 

Théorème  ^^  —  Si  nous  cherchons  les  r'''""'^  po- 
laires d'un  point ,  auquel  nous  faisons  parcourir  une 
courbe-puissance  de  l'ordre  p,  par  rapport  à  deux 
courbes-puissances  d'ordre  égal  et  ayant  le  même 
triangle  fondamental  que  la  prem  ière  ces  polaires 
se  couperont  dans  un  groupe  de  [s  —  r)'-  points  qui 
engendrent  une  nouvelle  courbe-puissance  de  l' ordre 

— ,  tandis  que  le prenner point  parcourt  la  courbe 

d'ordre  p. 

Deux  courbes-puissances  C5  =  o  et  -i  =  o  d'ordre  égal 
déterminent  un  faisceau  de  courbes 

o  -4-  XtJ/  =  o, 

).  désignant  un  paramètre  variable.  Les  polaires  d  un 
point  par  lapport  aux  courbes  d'un  faisceau  forment  un 
autre  faisceau.  jNous  dirons  les  points  communs  des 
courbes  de  ce  dernier  faisceau  les  points  conjugués  au 
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point  proposé  [)ar  lappoit  au  premier  faisceau.  En  nous 
servant  de  cette  désignation  nous  pouvons,  comme 
corollaire  du  théorème  précédent,  énoncer  le  suivant  : 

TnÉORiîME  VI.  —  Les  points  conjugués  aux  points 
d'une  droite  par  rapport  à  un  faisceau  de  courhes- 
puissances    [a]ant    le    même   triangle  fondamental) 

formant  une  autre  courbe-puissance  de  l'ordre  — —• 

Ces  théorèmes  peuvent  servir  à  dériver  des  courbes- 
puissances  à  exposant  entier  les  coui'bes-puissauces  à 
exposant  fractionnaire. 

9.  Imaginons  encore  qu'il  existe  une  relation  entre 
les  coefficients  u/  dans  l'équation 


X  UiX^^  =  o 

d'une  coui'be-puissance  et  que  cette  relation  soit  elle- 
même  de  la  forme 

alors  les  courbes  définies  par  ces  deux  équations  for- 
ment un  faisceau  de  Vordre  q .  Elles  sont  les  y^>"■'"<=' 
puissances  des  tangentes  d'une  couibe-puissance  de  la 
classe  q. 

Donc  elles  enveloppent  elles-mêmes  une  courbe-puis- 
sance de  l'ordre  -'—!—• 

q—\ 

Si  nous  interprétons  les  Ui  comme  les  coordonnées 
d'un  point  que  nous  nommerons  pôle  de  la  courbe- 
l)uissance,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  Vil.  —  Les  courbes-puissances  d'ordre  p^ 
dont  les  pôles  foiinent  une  courbe-puissance  d'ordre  (j ^ 

enveloppent  une  courbe-puissance  d'ordre — -—■  • 
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Celle  dernière  courbe  se  rapporle  avec  les  preiuièies 
au  niùiiie  liianyli;  fbiulamciiLal.  Deux  mois  encore  sui' 
les  pôles  (|ue  nous  venons  de  définir.  Le  pôle  d'une 
courbe-puissance  est  aussi  le  [)ôle  des  polaires  du  point 
unité  par  rapport  à  cette  combe,  entre  autres  de  la 
dernière  polaire  qui  est  une  droite. 

Si  nous  lemplaçons  le  pôle  d'une  courbe-puissance 
par  sa /«"■'"''  puissance,  la  courbe  conjuguée  passera  en 
une  autre  tjui  mérite  d'être  nommée  la  z/"'"^"  puissance 
polaire  de  la  combe  proposée  et  qui,  si  cette  dernière 
a  pour  é(juation 

est  définie  elle-même  par  l'équation 

2.a i  x'i  =  o. 

Pour  parvenir  d'une  dioile  à  ses  dilïéreiiies  puissances 
polaires,  transformons-la  par  l'iiomographie  cjui,  lais- 
sant invariable  le  triangle  fondamental,  remplace  le  point 
unité  par  le  pôle  de  la  droite.  Celle  transformation  s'ex- 
prime analyliquemenl,  si 

'LaiXi  =  o 

est  l'équation  de  la  droite,  par  la  substitution  de  aiXi 
au  lieu  de  Xj.  En  la  répétant,  nous  aurons  les  puis- 
sances consécutives  de  la  droite  proposée. 

Le  même  procédé  ne  suHit  pas  au  cas  général  d'une 
courbe-puissance  d'ordre  />>  ;  au  contraire,  il  ne  fournira 
que  les  puissances  polaires  correspondantes  à  une 
valeur 

r  désignant  un  nombre  entier  et  positif  quelconque. 
Poui-  avoir  toutes  les  puissances  polaires,  il  faut  em- 
plov<'r  une  transformation  (|ui  est  une  ^>"  ""  racine  de 
la  Iranslormalion  mcnlionnéc,  c'est-à-dire  <pii  la  donne 
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après  avoir  éU;  répétée  p  fois  et  non  un  noin])re  nioindie 
de  fois. 

An  eas  particulier  d  une  conique 


l^aixj  =  o, 


ou  peut  parvenir  à  toutes  les  puissances  polaires  en  se 
servant  encore  de  la  conique 


2^.TJ  =  O, 

qui  a  pour  pôle  le  point-unité.   En  effet,  cette  conique 
passe  par  la  transformation 

X'i  =  OiXi 

dans  la  courbe 

^a]  x'i'  =  o, 

tandis   que   la    première   conique    est    transformée    en 
celle-ci 

v       3      "> 

ia,  x^-  =  o. 

Mais  on  peut  aussi  dériver  des  deux  coniques  que 
nous  considérons  comme  proposées  une  série  d'autres 
coniques,  en  cherchant  de  l'une  d'elles  la  conique  réci- 
proque, c'est-à-dire  l'enveloppe  des  polaires  de  ses 
points,  par  rapport  à  l'autre,  et  encore  les  courbes  réci- 
proques des  deux  coniques  proposées  par  rapport  à  la 
conique  que  nous  venons  de  construire  et  ainsi  de  suite. 
On  voit  aisément  que  l'on  parvient  de  cette  manière  à 
toutes  le?  coniques  dont  l'équation  est  de  la  forme  sui- 
vante 


n  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou 
négatif.  Pour  compléter  ces  remarques,  ajoutons-y  le 
théorème  suivant,  dont  la  généralisation  à  ji  dimensions 
est  une  des  belles  découvertes  de  Jacobi  contenues  dans 
son  c.  lèbrc  Mémoire  sur  les  formes  (|uadrati(jues. 


I 
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THÉORÈMt;.  —  Chaque   transformation  linéaire  qui 
satisfait  à  la  condition 

rn  désignant  par  j  i  les  transformées  des  a.'/,  et  qui  fait 
passer  une  conique 

i.k 

dans  une  autre 

transforme  en  même  temps  les  coniques  qu'on  obtient 

de  la  proposée  en  mettant  dans  son  équation  ——■  à  la 

place  de  Xi^  et  en  répétant  cette  substitution  un  nombre 
quelconque  r  de  fois,  transforme,  disons-nous,  ces 
coniques  dans  les  autres 

V        "'+1       2 

2^  Oi        }U  =  o, 

et  de  même  les  coniques  qu'on  obtient  de  celle-ci 

Zxj  =  o 
par  lu  même  opération ,  dans  les  courbes 

i 

10.   Pour    linir.   citons  les  cas  les   plus   siin[)les  des 
courbes  traitées  ci-dessus. 

i"  Si  nous  supposons  cpic  dans  ré(|ualion 

'^(iix'î  =^  o, 

pz=A^  la  courbe  sera  une  conique  conjuguée  à  elle- 
même  par  rapport  au  iriani^le  fondamental  A; 


(  m  ) 

2°  Si  nous  posons /?  = — ^i,  nous  parvenons  à  une 
conique  circonscrite  au  triangle  A; 

3"  Si  nous  posons  p  =  --  ,  nous  aurons  une  conique 
inscrite  au  triangle  A  ; 

4"  A  /^  =  3  correspond  la  cubique  qu'on  appelle 
cubique  équianharmonique,  parce  que  quatre  tangentes 
coupant  la  courbe  au  même  point  sont  toujours  en  rap- 
port équianharmonique.  Des  points  d'inflexion  de  la 
courbe  il  y  en  a  trois  sur  chaque  côté  du  triangle  A; 

5**  Si  nous  supposons  /^  =  ô'  uous  aurons  nne  cu- 
bique rationnelle,  et  l'équation  d'une  cubique  ration- 
nelle se  peut  metire  toujours  sous  cette  forme^  pourvu 
que  ses  trois  tangentes  stationnaires  soient  réelles,  c'est- 
à-dire  si  son  point  double  est  ou  isolé  ou  imaginaire. 
Les  tangentes  stationnaires  sont  les  côtés  du  triangle  A  ; 

6"  En  posant  />  =  — 2,  nous  obtenons  une  courbe 
rationnelle  du  quatrième  oi'dre,  dont  les  trois  points 
doubles  sont  réels  et  les  sommets  du  triangb;  A; 

^^  Aussi  <à  /-' = il  correspond  une  courbe  ration- 
nelle du  quatrième  ordre  qui  est  la  transformée  quadra- 
tique d'une  conique  touchant  les  côtés  du  tiiangle  A  et 
la  réciproque  d'une  cubique  rationnelle.  Cette  courbe 
a  trois  points  dans  les  sommets  du  triangle  A.  A.Cayley 
y  est  parvenu  de  la  manière  suivante  : 

Si  nous  joignons  aux  sommets  respectivement  opposés 
les  points  où  les  côtés  du  triangle  A  sont  touchés  par 
une  conique  inscrite  à  ce  triangle,  ces  trois  droites  se 
couperont  en  un  seul  point  qui  sera  conjugué  à  la 
conique  par  rapport  au  triangle  A.  Si  x/  sont  les  coordon- 
nées de  ce  point,  la  conique  elle-nsôme  aura  l'équation 


^\ 


(  ^(^7  ) 
En  supposant  que  cette  conique  passe  par  un  point 
fixe  au\   coordonnées   a,,   nous   trouvons   que    I<;   point 
conjugué  à  la  conique  est  située  sur  la  courbe 

qui  est  de  la  forme  clierchée. 

8"  I.e  cas  /;  =  ^  nous  donne  une  courbe  intéressante 

qui  est  la  généralisation  lioniograpliique  de  la  ligne  for- 
mée par  les  centres  de  courbure  d  une  section  coni(jue. 
En  appelant  deux  droites  conjuguées  par  rapport  à  une 
conique,  si  elles  sont  divisées  harmoniquenicnt  par  les 
tangentes  de  la  coni(|ue  passant  par  leur  point  d'inter- 
section, nous  engendrons  la  courbe  de  la  manière  sui- 
vante :  Menons  par  chaque  point  d'une  conique  la  droite 
qui  est  conjuguée  à  la  tangente  de  la  conique  en  ce 
point  par  rapport  n  une  autre  conique,  alors  ces  droites 
envelopperont  la  courbe  en  question.  Cette  dernière  est 
du  sixième  ordre  et  de  la  quatrième  classe;  elle  a  quatre 
points  doubles  ordinaiies  et  encore  six  points  situées 
deux  à  deux  sur  les  côtés  du  ti-iangle  par  rapport  auquel 
les  deux  coniques  sont  conjuguées  à  elles-mêmes. 

[F2a] 
Slll  LES  FONCTIONS  KLLIPTIOIES  DE  PREMIÈRE  ESPÈCE  ('); 

Pau  iM.  E.  lAGGI. 


Dans  les  nombreuses  études  des  fonctions  elliptiques 
(pii    ont  élé    faites   de[)uis  Abel    et    Jacobi    jus(|u'à    ce 


(')  Celle  Noie  osl  un  cxlinit,  compiclc  sur  quelques  points  par 
l'uulcur,  des //ec/(c'/v7(('.v  sur  In  t/icorie  des  fonctions,  piii-  V.  I.uiov. 
ItcsnncoM,   iK{)-.  K.   l. 
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jour,    on  considère  comme  types    de  ces  fonctions  les 
trois  suivantes  : 

i"  snj:,  qui  a  pour  substitutions 

4  /rt  K  -t-  ■'AniK'  -h  X     {m,  n  =  o.  ±1,  ±2,  ...), 
2(2m  -f-  i)K  H-  nniK' —  x. 

2"  cn.r,  qui  a  pour  sul)stitulions 

4  m  K  ^-  2  /i  (  K  -1-  ili' )±x. 

3"  dn  j:,  dont  les  substitutions  sont 

2  m  K  -f-  4  niK'  d=  x, 

et  l'on  considère  que  snx  et  cnj:-,  qui    sont  liées  par 
la  relation 


sont  respectivement  les  analogues  des  fonctions  circu- 

laires  sin  —r  x 
2  A 

respectivement 


laires  sin  -^  x  et  cos -^  o"  dont  les    substitutions  sont 
2  A  2  A 


4  /nK  -+-  X, 

2(2/?î  -4-  l)K  — 


et 


4  m  K  dr  j 
et  qui  sont  liées  par  la  relation 


sm"-2  -—  x-h  cos2  -~  X  =  i . 
2  k  2  k 


D'ailleurs,  sn.r  et  cno:  donnent  lieu  à  un  théorème 
d'addition  qui  se  ramène  au  théorème  d'addition  des 
fonctions  circulaires  lorsqu'on  annule  k. 

Toutefois,  l'analogie  entre  snx  et  en  a:  et  les  fonc- 
tions circulaires  est  loin  d'être  complète  :  ainsi,  les 
foimules  d'addition  ne  sont  rationnelles  qu'autant  qu'on 
y  introduit  dnx,  et  n'ont  pas  la  même  forme  que  les 
formules  relatives  aux  fonctions  circulaires.  De  plus 
sin.r  et   cos.r   satisfont  à  une  même  équation  dilléien- 


(  ■>'>9  ) 
tiellf  (le  la  foniu' 

et  il  n'en  est  pas  de  inèinc  dr.  sn  x  et  eux  (]ui   satisfont 
à  des  équations  analogues  à  la  piéeédente,   mais  dillé- 

rentes  entre   elles,    h^nlin,    tandis  qu'entre  sin  ~  .r  ri 

'■  i  li 

cos  -^  jr,  existent  les  relations 
%  A 

sin.-^  (/i  ±1  X)  =  cos  -^  X,  cos  —V  (k  ±  x)  =  ±:  sin    -7  x, 

ik  2 A  ik  xk 

entre  %\\x    et   cii.r   n'existent    pas    de    lelations    ana- 
logues. 

Ainsi,  sauf  la  relation  sn-a;  -f-en-x  =  1,  identique 
à  la  relation  sin-x  H-cos-x  =  i,  on  ne  trouve  que  des 
analogies  assez  lointaines  entre  les  deux  premières  f'one- 
lions  elliptiques  et  les  fonetions  circulaires.  La  néces- 
sité de  l'introduction  d'une  troisième  fonction  dnx 
avec  snx  et  eux,  pour  rendre  rationnelles  les  for- 
mules, nécessité  qu'on  peut  expliquer  par  ce  fait  que 
les  fonctions  elliptiques  sont  d'ordre  supérieur  aux  fonc- 
tions circulaires,  montre  également  que  l'analogie  est 
loin  d'être  complète.  On  peut  penser  que  l'analogie 
cherchée  ne  se  présente  que  pour  snxetcnx,  parce  qu(; 
ces  fondions  élémentaires  ont  été  mal  choisies  et,  en 
elfet,  de  nombreuses  recherches  ont  été  faites  dans  ce 
sens,  tant  au  point  de  vue  purement  analytique  qu'au 
point  de  vue  de  la  représentation  géométrique  des  fonc- 
tions elliptiques.  I.a  fonction  yw(H)  de  Weierstrass  a  été 
inventée  dans  ce  but 5  mais  si  l'inti-oduction  de  cette 
fonction  dans  la  théorie  simplifie  quelques  calculs,  et  si 
cette  fonction  présente  quelques  analogies  avec  les  fonc- 
tions circulaires,  notamment  au  point  de  vue  des  déve- 
loppements en  série  et  en  produits  infinis,  on  ne  trouve 
pas  dans  celte  théorie  deux  fonctions  corrélatives  comme 
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siiixel  cosx,  tît  d'autre   part   l'inlioductiou  nécessaire 
des  fonctions  s",  dans  celte  théorie,  n'est  (ju'une  modi- 
fication, sans  grand  avantage,  au  point  de  vue  qui  nous 
occupe,  des  fonctions  0  de  Jacobi. 

La  Note  présente  a  pour  but  de  montrer  qu'on  pour- 
rait choisir  comme  éléments  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  deux  fonctions  présentant  par  leurs  pro- 
|)riétés  analytiques,  une  analogie  complète  avec  les 
fonctions  circulaiies  sinj:  et  cosx,  en  sorte  que  cette 
analogie  pourra  servir  d'indication  pour  les  recherches 
et  les  applications  ultérieures. 

I.  Les  deux  fonctions  dont  il  s'agit  sont  :  la  fonction 

uix)  =  — z:  —  =  snx  =  sinamj? 

qui  sera  l'analogue  du  sinus,  et  la  fonction 

,     ,  I     H,        cn.r    . 

qui  sera  l'analogue  du  cosinus. 

Ces  fonctions  sont  toutes  deux  connues  depuis  Ja- 
cobi; mais  leurs  propriétés  corrélatives  n'ont  pas,  à 
notre  connaissance,  été  étudiées  jusqu'ici. 

Les  expressions  de  u  et  de  ç»,  en  fonction  des  trans- 
cendantes 0,  ou  des  fonctions  sn.r,  cnx,  dnx,  per- 
mettent d'étudier  facilement  leurs  relations  et  leurs  pro- 
priétés, aussi  nous  contenterons- nous  de  les  énoncer  : 

1°  u(jc)  et  u(x)  sont  liées  par  une  relation  algébrique 
linéaire  en  a-  et  p"- 

«2  _|_  ^,2  =  j  _|_  /^-l  ni  j;2   (^  n. 


(')  Pour  certains  calculs,    il   y  a  avantage  à  mettre  cette  relation 
sous  l'une  des  deux  formes 

{i  —  u-){i—v-)—k'-  u-  v-,         (i  —  /.-  W  ){i  —  k-  v-  )  -  /x'-. 


-il 


(  ^7'    ) 

u"   ii{o)  =■-  (),  i'(o)  =  I  . 

3"  Les  subslitulioiis  de  u  et  de  u  sont  respecliveiueiil 

^niK  -i-  i/iiK'  -\-  X     {m,  n=:o,±i,  ±y.,  .. .  ), 

% (-2  /«  -+-  1  )  A"  -t-  i  ni/c'  —  X, 
cl 

4  /«  K  -!-  9,  «i  K'  ±:  X. 

On  les  oljliciil  donc,  eu  ajoutant  la  même  période  (') 
imaginaire  2iK',  aux  substitutions  des  fonelions  cireu- 

1  aires  sin  -^  x,  cos  ~  x,  qui  sont  respectivement 

4  m  K  -+-  X, 

■i  (a  «i  -r- 1  )  K  —  X 
et 

4  //i  K  ±  a-, 

et  ee(-i  n  a  pas  lieu  pour  sua;  vnx,  car  la  période  ima- 
ginaire de  eux  est  2(K  -h  i'R'). 

4°  Les  fonctions  u  et  v'  satisfont  aux  relations 
u{K±.x)  =  i'(x),         v{Kdz  x)  =^  u(x), 
relations  identiques  à  celles  qui  lient 

sin  —  ^,      cos  — ^T  j:',      sin-^  (k  ±z  x),     cos -^  (/<:  ±x). 
aK  ■2K.     '  2K  >,  K  ^ 

5"   u  et  u  satisfont   toutes  deux  à  la  même  équation 
difrérentielle 

analogue  à  récjuation  j''- =  (i  —  y-)  à  laquelle  la  pré- 
cédente se  réduit  pour  /•'  =  o  et  à  laquelle  satisfont  sin  a: 
et  cosj?. 


(')  C'est  CD  partant  de  cette  idée  que  «  les  deux  fonctions  élémen- 
taires ciierciiées  ne  devaient  différer  des  sinus  et  cosinus  que  par 
l'introduction  d'une  même  période  imaginaire  »  que  nous  avons  été 
amené,  par  notre  mélliodc  j,'énéralc  dt;  formation  d'une  fonction  au 
moyen  do  son  groupe  de  substitutions,  à  la  considération  de  v  (x). 

(  Loc.  cit.) 


(  -T^  ) 
On  a  crailleurs 


u'j.  =  -H  v/(  I  —  u-  )  (  1  —  /.■-  M-  j,         v'j.  =  —  v/(  1  —  »'-  )  (  1  —  Z^- ^'-  ). 

formules   qui  se  réduiseut,   pour  /,=  o ,   à    leurs   aua- 
logues 


".',•  =  -^  v/ '  —  «■' ,       ^'x  =  —  v/i— i'-. 

du  cas  des  fonctious  circulaires  siux  et  cos^. 
On  a  aussi 

U^=z  -\-  U^  — — -   =  H-  (»(  I  —  k-  u^  ). 

I  —  k'-i- 

formules  latioanelles  aualogues  aux  formules 

u'^  —  -\-K\         p^.  =  — a, 

du  cas  des  fouclions  circulaires  a  =  sinx,  u  =  cusa. 

6°   u  et  K'  possèdent  un  théorème  d'addition  dont  les 
formules 

l'x  ^a  -H  Ug  Vx 
1  -^  k"-  llr  Vx  Ua  Va  ' 


U  (,r  +  a)  = 


,  ,  t'.r  t'«  —  'i.r  Ua 

v{x  M-  a)  =  ^- 

1  —  k'-  lljc  Vj:  Ua  Va 

sont  rationnelles  (')  et  ne  contiennent  comme  éléments 
que  ces  deux  mômes  fonctions,  et  présentent  une  ana- 
logie complète  avec  les  formules  d'addition  des  fonc- 
tions u  =  sin^,  V'  =^  cosx, 

U{X  -+-«)  =  Ux  Va  -+-  Ua  Vx,  v{x  -\~  a)  =  V^  Va  —  U,^  Ua, 

auxquelles  elles  se  réduisent  pour  A'  =  o. 


(')  On   peut  donner  à   ces  formules  d'autres  formes   qui    peuvent 
être  utiles  dans  quelques  cas 

_    Ur  ^n "*"  u,,  V^  —  A  -  U^  U^  {u^  V^  +  M„  V^j)    _    U^  (>,,  +  U^^  t'^ 


(  ■^>:-^  ) 

Do  ces  fonuulcs  on    liri;   les   formules  de   mulliplica- 


lioii 

11(2  x) 


vi/ix)  — 


I  -+-  /ii^ulv'l 


—  A-î 


2«. 

rV/(" 

—  '4)^1- 

-A 

^  «1  ) 

1  —  A'2  „  j. 

?-  f^ 

vA. 

—  (^2.  1  (  I  — 

/.2 

^'i) 

1  — 

1  — Am.;. 

1  - 

—  2 
-  2« 

3.  -f-  /.  -^  «i 

''.r 

r(3^)  = 


I    ik^  Uj.    -+-    /.-   «Jî; 

J  f/.r  >'J-  —  li^  —  /^  -  "x  ^  X  (  '4  -^  >  X  j 

I  -V- 1  k^  u\  v\  {v%  —  11%)  —  k'*  u%  v^ 

^l--iii^Vx-^k^iil^''ciii%-^vl) 
I  —  2 /, -  11%  (•■;. (i'j.  —  n'%)  —  k*  // j. r^.  ■ 


formules  analogues  aux  suivantes 

U  (v.  x)  =  2  Ux  i'x  =  3!  ".r  V^'  —  "x  =  2  t'.c  /  I  —  <".r. 

«'  (2^)  =  vj.  —  u%  =  —  {i  —  ■>.  r^.  )  =  I  —  ■>.  11%, 
lli'ix)  =  3  U.r^l-  —  ".o 

t-l^.r)  =  v%  —  3»i.i',r. 


du  cas  des  fouclioiis  citculaircs. 

On  pourra  de  même  lormet"  /<(4.t),  ^{i^)  t^t  arriver 
à  u(ntx),  v{inx)  en  opérant  de  proche  en  proche  à 
l'aide  des  formules  d'addition. 

Les  formules  obtenues  seront  toutes  rationnelles  en 
«_P,p'j-et  ne  coiitiendi(jnt  ([ue  ces  deux  fonctions,  et  1  on 
conçoit   (.ju'on    pouiia,    dans    une   certaine   mesure    au 

moins,  discuter  les  valeurs  dt;  u  i-\  ,  *'  (  )  '  "  (  "7  )' 
v['—\i  •'••  F>n  particuliei',  on  peut  conclure  immédia- 
lement  de  nos  foi"mul(is  (jue  ii  l  —  \y  *^  (  -7j  )  s'expriment 

par  radicaux  au  moyen  des  fonctions  u(x),  ^{x). 

Des    formules    d'addition,    on   tire    encore    les    sui- 
Ann.  de  Matliémat.,  '6'  série,  l.  WII.  (Août   1898.)  24 


(3:4) 

vantes  ('  ) 

I  —  /i-2  u},  r 


ii{x  -^-  a)  -\-  U{T  —  a)  =  -H  ■),  ;< ,.  (•„ 


1({X  -^  il  )  //  (./■  —  U)  =  -i-  i  Ua  « 


=  -^  111,,^ 


A-'2 

a  '  .r 


v(x  -i-  a)  -T-  r  {x-  —  rt)  =  -i-  -2  Vj.  r 


k"- 

2  ^'.r  (•« 


i"  (.T  -1-  ('  »  —  t   1-?'  —  <'  )  = -i  "x  tic 


lUxUa 


/i'2  -f-  k- (  I  —  «IH I  —  "f,) 
formules  analogues  aux  suivantes 

U{X  -^  a)  -h-  U{X  rt)  =  -4-  2  «.i-t'rt. 

it(a7  -r-  a)  «(a:  rt)  =:  -r-  2  «<«  t'.,-. 

^•  (iT  -H  a )"-f-  ('  (a;  —  a)  =  -i-  2  t'a;  t-v, , 
r  (.r  -t-  a)  — ^  r  (ar  —  a)  =  —  2  «^  Uw 

auxquelles  elles  se  réduisent  pour  A  =  o,  et  qui  sont  re- 
latives au  cas  des  fonctions  circulaires  u  =:  sinx, 
p  ^  cos^. 

On  peut  ajouter  à  ces  propriétés  de  nos  fonctions  u 
et  V  la  suivante 

....  1 

uiiis.  -h  X)  =  - — - — ,  vi^iK  -t-  X)  = 


ku(x)  '  ^('(a;) 


fl 


(')  On  peut  aussi  donner  à  ces  formules  la  forme 

o'r  —  uf, 


u  {x  -h  a)  -^-  u{x  —  a)  =2  u^.  f„ 


»'.c  l'«  —  «.'r  Wrt 

f<  (X  -h  a)  —  H  (x  —  rt)  =  2  M„  V'     -- — '4 '^ ,    • 


(  3:5  ) 

qui  n'a  pas  d'analogues  dans  les  fondions  tiiculaiies, 
car  elle  est  relative  à  la  période  imaginaire  des  fonc- 
tions elliptiques  et  est  donc  parliculièie  à  celles-ci. 

jNous  avons  foiiné  ainsi  le  Tableau  des  piincipales 
propriétés  coi  rélalivcs  des  deux  fondions 

u  =  sin  aiiK^',         i'  =  «in  co-ani.r, 

et  Von  voit  que  ces  propriétés  sont  coniplèteiiiuDl  ana- 
logues auK  pro})iiélés  conélalivcs  des  ionctions  circu- 
laires sinx  et  cos  x. 

Ces  piopriélés  c<induisenl  à  penser  que  toute  la  théo- 
rie des  fonctions  cllipti(|ues  pourrait  être  édifiée  sur  les 
deux  seules  fonctions  u  et  ^'^  y  compris  les  tliéoiics  rela- 
tives à  la  multij)licatiou  et  à  la  transformation.  En  effet, 
si,  dans  ces  théories,  il  a  été  jusqu'ici  plus  simple  de  se 
servir  des  fonctions  à  multiplicateur^  0  ou  3*,  cela  te- 
nait à  ce  que  les  formules  en  sua*  et  eux  ne  sont  ra- 
tionnelles qu'aillant  qu'on  introduit  dnx;  les  peu  nom- 
bieuses  analogies  qui  existent,  snx,  eux,  d'une  part, 
sinx,  cos.r,  d'autre  part,  sont  alors  masquées  par  la 
présence  de  dnar^  mais  une  théorie  fondée  sur  nos  deux 
fonctions  u  et  \>  présenterait  une  analogie  complète 
avec  la  théorie  des  fonctions  circulaires ^  il  serait  d'ail- 
leurs inulile  de  faire  intervenir  les  fonctions  0  ou  j 
dans  cette  théorie  élémeulaire,  les  deux  fondions  u  vlw 
étant  complètement  déterminées  par  les  égalités 


«'=-!-/(  I  —  «  -  )(  I  —  /--«'-)  5         u(o)  =  o, 


r'  =  —  /(  I  —  i--  )(  \    -  A-  r-  ) ,     ■      r r o  )  =  i 

(Jn  [nut  piév<ur  (jiie  toutes  les  fondions  elllplicjiies 
s Cxpi  iiiicroiil  d  une  manière  simple  par  la  transforma- 
tion on  la  miilli[)lication  de  nos  fondions  ii  et  \--.  C'est 
ce  (lue  nous  pensons  a\  oif  démontré  dans  I  élude  sui- 
vante, où   nous  montrons   comment  cnjc  cl  dnx  d'une 


(  '-^  ) 

pail,  />(  «)  d'auLir  part,  pcnvfiit  être  oLtemies  par  la 
traiislbrniation  et  la  multiplication  de  la  fonction 
(^  =:  sin  co-anix  ;  comme  toute  fonction  de  première 
espèce  s'exprime  au  moyen  de  sna;,  cn^c,  dna;  ou  de 
p{u),  il  s'ensuivra  que  :  fonte  fonction  de  première 
espèce  s'exprime  au  fJioj  en  de  nos  fonctions  u  et  v>  ou 
de  leurs  transformées. 

II.  Considérons  les  quatie  fonctions  de  Jacobi  B,  H, 
©i.  H,.  On  peut  formel-  par  les  rapports  de  ces  fonc- 
tions prises  deux  à  deux,  douz(;  fonctions  (;llipli(pies 
inverses  deux  à  deux.  Nous  considérerons  les  six  fonc- 
tions suivantes  : 

I     H 

»  =  —  -  =  ^nx, 

^    / k'  U         , ,  ?<nx 


H 


is/V  Hi 


?,XiX 

icnx 


1     0 


cna* 
dnx 


ànx' 


les  six  autres  n'étant  que  les  inverses  de  celles-là  ('). 

INous  allons  montrer  que  Ui  et,  i^i  d'une  part,  «o  et  \>2 
d'autre  part,  peuvent  être  obtenues  par  multiplication 
de   l'argunienl    et    transformation  du   module   de    u    et 


(')  Depuis  Jacobi,  on  classe  ordiuaiiement  ces  douze  fonctions 
par  groupes  de  trois,  sous  les  dénominations  sin  amo:,  cosamiT, 
Aamar,  etc.;  c'est,  pensons-nous,  ce  qui  fait  que  les  propriétés  cor- 
rélatives de  ces  fonctions,  prises  deux  à  deu\,  ont  échappé  jusqu'ici 
ù  l'attention  des  matliéiiiaticiens. 


(  3-7  ) 

On  a,   [)OMr  d(''lL'riiii  lier  </,  et  r,,  les  équations 


;/ ',  =  -r-  /( I  —  u\  )(  A'^  -1-  /:-  u{  I , 
i^;  =  —  /(  I  —  i--^  )(  /.-'î  -^  /.-s  ,.|  )  ^ 

Si  l'on  pose; 


Ui<  O)  =  (), 

»',(o)  =  I. 


/    -  '"■ 


.-?.  =  /^', 

les  équalions  (lillérenlicllcs  piécédcuti's  devieiinenl 

h\  =  -h  ^1  v/( I  —  ?<ï  ,) ( I  —  /.  1  «I  ) , 
<''i  =  —  é'i  /( t  —  «'i  )( '  —  ^i  ^1  ) ' 

ce  (|ui  inoiiLi'c  C|ue  ii^  et  v,  sont  des  lonctions  analogues 
à  II  et  i',  dans  lesquelles  l'argument  est  multiplié  par  g 
et  li;  module  est  l,  ;  par  conséquent  les  fonctions  z<,  et  p»! 
peuvent  être  obtenues  au  moyen  de  u  et  de  <',  par  les 
opérations  connues  sous  les  noms  de  Jimltiplicafion  et 
de  transformation.  Les  fonctions  z/,  et  k\  satisfont  donc, 
avec  le  module  A| ,  aux  relations  qui  existent  entre  u 
et  i'.  On  peut  d'ailleurs  véiifier  directement  ces  rela- 
tions. Ainsi  : 

i"   La  relation  qui  lie  «,  et  l'i 

/.'-(  ii\  -f-  t'f  )  =  k-—  k-u'\i\ 
devient,  en   posant  ^  =k^. 

i-elalion  qui  ne  dillère  (jue  par  le  changement  du  module 
A  en  k^  de  la  relati(U)  (|ui  lie  u  et  v 

u'--^  t-  =  1  -f-  k-  u'-v'-. 
'i"  Les  substitut  ions  (pii   laissent  //,  invariable  sont  : 

4  /»  K  -f-  2 /i (  K  -T-  i\\')  -t-  j\, 
■X  { 1  m  -i-  I  )  k  -H  a  /t  (  K  -f-  t  K'  )  —  j-  ; 


(  -^vS) 

ofllcs  (le  (',  sont 

4  m  K  -t-  2  «  (  K  -r-  i\s.' )  rt  X. 

Elles  ne  cliiîèieiiL  ddiic  de  celles  de  sin  -^  JT,  cos  -^ a\ 

2  K       '  2  K        ' 

que  par  l'iiiliodiu  linn  d'une  lîiènie  |)éiiode  iinai^inaiie 
2(K+  i\\').  \\  est  à  reniarquef,  au  poiut  de  vue  de  la 
périotlicilé,  que  la  uiukiplicalion  et  la  Iransformaliou 
indiquées  de  l'argument  et  du  module  de  u  et  de  v,  n'ont 
fait  (jue  elianyer  la  période  imaginaire  ii¥J  eu  la  [)é- 
I  iode  imaginaire  •>(K.  +  iK'). 
3  •  On  a 

;^i(  K  -±i  t)  =  (',(.r ),         c,  (K  ±  x)  =  z^  Ui{x), 

On  véi'ifiera  également  (pn^  </,  et  r,  ont  le  même 
lliéorème  d'addition  (jue  n  et  v. 

Considérons  niain tenant  ^/2  et  t'2'  ties  deux  fonctions 
peuvent  être  considérées  comme  déterminées  par  les 
équations  diliérentielles  suivantes,  (|u'on  obtient  facile- 
ment grâce  aux  expressions  que  nous  avons  données  de- 
ces  fonctions  avi  movén  de  snx,  en  a',  dn  a:  ou  des  fonc- 
tions 0 


u',  =  —  i  \/{  I  —  »  I  ) (  I  —  A''-  Il  I  ) . 

i>\  =  i  \/(  I  —  r  I  )  (  I  —  /.'-  ('  I) , 
r,!  o)  =  1. 

Si  donc  on  pose  g-2^- — i,  Ao  =  f^':  ^^'^  équations  pré- 
cédentes deviennent 


,-|  =  -  fi-,  v/(i— r|)(t  — /i<i), 

et  il  s'ensuit  que  iij  et  v-j  sont  obtenues  par  la  transfoi- 
malion  du  module/,  ou  A'  et  la  multiplication  de  l'argu- 
ment par  —  /,  des  fonctions  u  et  v. 


(  •'^79  ) 

Ceci  suflil  pour  aflirmer  que  u>  <-l  l'o  oui  les  mômes 
|)i-opriélés  coirélalives  que  u  et  i>.  On  peut  d'ailleurs 
vérifier  dircclenicnl  ces  propriélés  au  moyen  des  expies- 
sious  (jiie  nous  avous  données  de  u-^  et  de  v^j. 

Aiusi  la  relation  cjui  lie  iio  r.l  i'o  est 

U'I  -H  l'î   —  I  -T-  /i'-K'U':,, 

et  s'obtient  par  le  elianijeiuent  de  /.   en  k'  dans  la  rela- 
I  ion  (jui  lie  //  et  v. 

Il 2  a  ponr  subslilnlions 

4  m  iW -h  lit  K  -T-  r, 
i  (  i.  m  -T- 1  )  /  K'  -i-  ■>.  /?  K  —  X. 

Celles  (le  v.^  sont 

i  mi\\!  -I-  2/i  K  ±  ;r. 

Ces  substitutions  ne  dil]èi'ent  respectivement  de  celles 

de    sin— î^jc  et  de  eos— Z.,^^  que  par  l'introduction  de 

la  même  période  réelle  2K.  Il  est  à  remarquer  que  la 
multiplication  de  l'argument  par  — i  et  la  transforma- 
lion  du  module  h  en  /.'  dans  les  fonctions  u  et  v  n'ont 
fait  que  pei-ujuter  les  quantités  K  et  i¥J  dans  les  substi- 
tutions de  ces  fonctions. 
Enfin  l'on  a 

u-ii  tK'±  X)  =  v-2{x  ),         v-ii  iK! zh  .r)  =  q:  Ui{x). 

En  résumé,  les  fonctions  //,  et  i'j ,  11.2  et  v^  et,  par 
snite,  toutes  les  fonctions  (•llipli(|ues  de  première  espèce 
(ju'ou  pourra  considérer  pourront  être  obtenues,  au 
moyen  de  m  et  de  i',  par  une  transformation  et  une  mul- 
liplication  convenables.  Et,  comme  les  fonctions  de 
deuxième  et  de  troisième  espèces  peuvent  s'exprimer  au 
moyen  de  celles  de  prcMuière  espèce,  on  voit  que  nos 
fondions  //  cl  v  suffisent  comme  élémenls  de;  la  théorie 
des  (onctions  clliptupu'S. 


(  38o  ) 
Si,  au  point  de  vue  analytique,  on  appelle  sinus  ellip- 
tique et  cosinus  elliptique  deux  fonetions  telles  que    u 
et  v,  on  pourra  écrire,  en  mettant  en  évidence  le  module 
et  le  mulliplicaleur 


H  =  si  tic  f/i',  X  )  =  sn  X, 
Ui  =  sm,.  (—,  A-  .r), 
u-2  =  siiigi  A',  —  ix ), 

(■  =  COSe(  /i,  X  ), 

/^"''      /'     \ 

t',  =  coSg  I  -77  »  A  .r  I  =  en  J7. 

To  =  COSe(A',   —  {>)  = , 

anx 

et  l'on  voit  que  tout  problème  sur  les  ionetions  ellip- 
tiques pourra  être  résolu  au  moyen  de  deux  seules  fonc- 
tions de  la  forme 

sinci/^,ffx),         coSe(/M^:F). 
La  transformation 

qui  permettrait  de  passer  d'un  sinus  elliptique 

u  =  sin(;(A-,  x) 
à  un  autre  sinus 

s  =  sinc(/*,  ffx), 

est  déterminée  par  les  équations  di(ïérentielles 

-j~  =  \/{i  —  ui)(\  —  k-u'^)     [ a ( o )  =  s (  o )  =  o ], 


cest-à-dire 


ds_ 
dx 


du 


g  \/(  I  —  s-  ){l  —  k^  s-  ) 


\/{l  —  U^-)(l  —  /f2«2 


=  dx 


ds 


\/(  I  —  s-){i  —  h-S'} 


(  38.   ) 

d'où 


du 

1     /i  1  —  //V)(i 

—  A2tt2) 

i/s   " 

~   ^V      (I  — «-)'.! 

—  h-s-) 

Dans  ct'tle  équation,  on  peut  considérer  5  cotnnie  la 
variahl*.',  u  comme  Ja  fonction  :  1  intégrale  u  de  cette 
équation  ditlérentieJle  est  donc  la  fonction  de  .j  cliercliée 
u-=f{s)\  la  constante  d'intégration  est  d'ailleurs  dé- 
terminée par  cette  condition  qu'une  valeur  de  u=f(^s) 
s'annuKî  en  même  temps  que  .v,  car  zf  =  sin(.(A",  or),  et 
,v  ^  sine(/r,  ^x)  s'annulent  en  même  temps  pour  x  ^o\ 
mais  les  aulies  zéros  de  n{x)  et  s{x)  ne  sont  pas  géné- 
ralement communs  et  la  fonction  u  =f(^.s)  n'est  pas 
généralement  une  fonction  uniforme  pas  plus  que  l'in- 
verse de  celte  fonction. 

L'intégrale  générale  de  l'équation  dillérentielle  pré- 
cédente convient  également  à  la  transformation  de  la 

fonction 

1-  =  cose(  A,  x) 
en  la  fonction 

car  on  obtient  l'équation  en  p-et  /,  en  changeant  u  en  v, 
s  en  t  dans  la  précédente.  Mais  la  constante  d'intégra- 
tion n'est  plus  la  même,  car  elle  est  ici  déterminée  par 

les  conditions 

v(o)  =  I  =  tio), 

c'est-à-dire  qu'une  valeur  de  u=f{t)  doit  devenir 
égale  à  l'unité  quand  la  variable  t  prend  elle-même  cette 
valeur.  En  ne  fixant  pas  la  valeur  de  la  constante  A 
d'intégration,  nous  pouvons  dire  que  la  transformation 
de  //  en  s  et  celle  de  v  en  t  s'obtiennent  toutes  deux  par 
la  même  fonction  de  transformation 
/(  X,  .■;)     ou    /(  À,  t  ), 

intégrale  générale  de  Téipiatiou  dillérentielle  (]ue  nous 
avons  donnée  plus  haut. 


(  382  ) 
11  est  intéressant  Je  reclierclier  ce  qu'est  la  fonction  — . 

rapport  de  nos  sinus  et  cosinus  elliptiques,  car  elle  est 
susceptible  de  simplifier  certaines  formules,  comme 
cela  arrive  pour  tangx  dans  le  cas  des  fonctions  circu- 
laires. 

On  voit  facilement  que  cette  lonclion  ne  se  distingue 
pas  de  a  et  ^  par  des  propriétés  particulières,  comme  le 
lait  tangjr  de  sinr  et  cosx;  ses  substiiulions  sont 
■>.  /n  {  a  -h  i l\  )  -h  1  n  iK'  -^  T, 
{im^  i) (  K  -+-  ? K'  )  -+-  2 a iK'  —  x ; 

u  -,  ,  ,.  ..... 

-  est  donc,  a  une  translormation  linéaire  pies,  un  sinus 

elliptique  de  la  foi' me 

sing(  h.  gx). 

Pour  trouver  cette  transformation  ainsi  que  le  mo- 
dule h  et  le  multiplicateur  g^  posons  w  =  ~  et  formons 
l'équation  diUérentielle  en  w.  On  trouve 

w'-  =  (  1  -J-  %v-  )-  —  4  ^'"  "'') 

équation  qui,  par  la  transformation 

w  r=  (k  -+-  k'i)z, 
devient 

^■2  =  ( k i  —  k'y-ii  —  Zi)[i  —  {k^  k' i)'* 2^  j. 


On  a  donc 


=  siiie(/j,^.r), 

^  =  k-k'i, 

h  =  (  k^k'i^-^. 


et 


—  =  l  k  -r-  k'  ?■  )  si n<; (  /? ,  i?-.r  ; 


=  (  /,•  —  k'  i)?'ine[(k  -h  k'i)-,  i  /c  —  /.'  /  )./'J. 
Toutefois,  la  fonclion  -  pourra  èlro  utilisée  dans  le- 


(  383  ) 
i        fonnules  conleiiaiil  u  et  i',   do  la   même   maniôicî  cjuc 
'        taiigx  est  ulilis('c  dans  les  formiiKîS  des  fonetions  cir- 
eulaires. 

Considérons  eneore  la  fonclion  pu  de  Weierstrass, 
(Ictniniiiéc  pai-  l<'S  égalités 

.,       ,    .,  /     '  \ 

Les  siil)slil!ilions  de  pu  soiil  de  la  foinie 

•jt  m  (0  -H  ■>.  n  m'  '±1  u         (  /n,  n  —  o,  ±  i,  :h  2,  .  .  .  ). 

Celle  fonclion  esl  donc,  à  une  Iransformalion  linéaire 
piès,  un  cosinus  e/liptû/ue. 

Pour  irouver  cette  transformation  et  ce  cosinus,  re- 
marquons que  ce  dernier  devient  égal  à  un  lors(|uc 
l'argument  s'annule,  tandis  que  pu  devient  infinie.  Nous 

post-rons  donc 

a  -+-  lit 

i  étant  le  cosinus  cherché,  ou  encore 

a -^  fi  — (a  — 3)/  .,  1  -4-  i! 


pu 


ï  —  t  .  ^  i—t 


Poilanl  c(.'tte  expression  de  pu  dans  l'équation  dif- 
férentielle en  p{ii),  on  trouve  aisément  que  pour  que 
cette  équation  diiïérentielle  se  réduise  à  la  ibrme 

il  esl  nécessaire  cl  sullisanl  que 

4  a'»  —  A'2  'J-  —  g.i  =  ". 

a  doit  donc  être  lune  des    trois   ra(;ines  désignées   par 
''1-  ('■>'  (':\  P'T"  Weierstrass: 


[3   =    /  I  u  (-'2  —  ^2   —   y/'^  p"  {  m")  ,  /•/  p"  ((01,  V''a  p"  {  m'  ) 


(  384  ) 
(le  signe  +   devant  les  radicaux   csl  le  seul   qui  con- 
vienne). 

La  transforniaiion  cliercliée  est  done 


VA  //'  10     I 

p  II  =  p  co  H 


I  —  ( 


où  l'on  peut  l'euiplacer  to  par  w',  ou  to". 

/  est  le  cosinus  elliptique  déterminé  par  l'équation 

INous  l'écrirons  donc 


/  3  /)  (0  l/-2  p"  OJ        /  „  / —  \ 

osg     4  /  ~ —  —  >  \ipiii  -t-  y-ip  io)u 


<  =  COS 


où  (0  a  la  même  valeur  que  plus  haut. 

Posant  Gt)  =  to,,  co"  =  tOo,  lo'^coa,  nous  avons  donc 
pour  exprimer  pu  au  moyen  du  cosinus  elliptique  dont 
cette  fonction  a  les  substitutions,  les  trois  formules  sui- 
vantes : 

ijip" i<ij   I  -+-  coS(,  ihj,  gjii) 


p  II  =  J)  COy  -4- 


■2  1    —   COSg  (Ay,  gjU) 

oy  =  W,,  tO,,  CO3), 


dans  lesquelles  on  a 

gj=±{'ip  luj  -f-  /a//'  wy  )  , 


_  ,      ./  3/JCOy—  y/ 2/)    COy 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  l'emploi 
des  fonctions  que  nous  venons  d'indiquer  pour  exprimer 
toutes  les  fonctions  elliptiques.  Mais  nous  nous  per- 
mettrons de  proposer  de  prendre  pour  éléments  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques  deux  fonctions  telles 
que  II  et  v,  ce  choix  devant  donner  de  grandes  simplili- 
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calions  Uni  dans  les  applications  (jue  dans  la  lliéorîe, 
nolanuncnl  dans  la  toiinalion  el  Tusage  de  tables  nunié- 
liqiies  de  .si/ius  et  cosi/ins  elliptiques,  tables  (pi'on  a 
essayées  sans  grand  succès  jusqn'ici  en  se  servant  soit 
des  fonctions  &ux  et  eux,  soit  de  la  fouctioii  pu. 


S0LITI0\S  DE  QUESTIONS  TROPOSÉES. 


Question  1663. 

(18'Ji,  p.  .S*.) 

Si  deux  variables  imaginaires  z  et  z   sont  reliées  par  la 
re  la  t  io  ii  lio/n  ograp  h  iq  a  e 


r.:  ~r~<l 

dans  laquelle  a,  b^  c,  d  sont  des  quantités  imaginaires  et 
si  l'une  des  variables  z'  décrit  une  courbe  C,  la  variable  z 
décrit  une  courbe  G  qui  est  superposable  à  l'une  des  trans- 
formées par  rayons  vecteurs  réciproques  de  la  courbe  C. 
Si  la  courbe  C  n'est  autre  que  l'axe  des  x,  la  courbe  G 
est, par  suite,  un  cercle.  (E.  Amiglesj. 

SOLUTION 

l'ai-  M.  .1.  Dksïoux. 
[)(.;   la  roliilioii 

a  z'  -H  b 


on   lue 

(') 

(= 

Posons 

a 

c 

=  pe'0, 

■^d 

d  \        bc  —  ad 


^-")(='-3J  =  ^ 


d         ,    .,..  bc  —  ad 

c  c- 


p-'^/  O+O'i  —  ,-e'r', 
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il'où 

Les  égailles  montrent   que,  si   I  on  prend  le  |)Oint pour 

]iùle  d'inversion,  il  existe  une  transformée  par  rayons  vecteurs 
réciproques  de  C  qui  est  superposable  à  C.  On  opérera  cett  ■ 
superposition    en   faisant   glisser  la  courbe  G  parallèleuiont   a 

elle-même,   de  manière  que  le   point—?  considéré  comme  in- 

c 

variablement  lié  à  C,  parcourt  la  droite  \  c  z  —  a)=  {a  —  d  )  t . 

....                             ff  c 

et   vienne    coïncider   avec ;    on    lera    ensuite    tourner   la 

c 

courbe  C  autour  de de  l'angle  —  o  dans  son  plan,  et  li 

c  '  • 

180"   autour   de    la  parallèle  à    Ox  menée   par et   clioisii- 

'  c 

comme  axe. 

De   ce  qui    précède,  il  résulte  que  lorsque  ;:'  |jarcourl  um 
ligne  droite  quelconque  du  plan,  en  particulier  l'axe  des  .r,  le 

|)oinl  .:  parcourt  un  cercle. 


Question  1667. 

i  180V,  p.  3S".  I 

Un  point  !\I  parcourt  une  ellipse  de  foyers  F  e(  V .  t. 
lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  communes  au.. 
cercles  de  diamètres  FF'  et  FM  est  une  conique  ayant  ui 
foyer  au  centre  de  l'ellipse.  (  B.\r!SIi;n.  i 

SOLITIOX 

par  M.  II.  Lkz. 
Soient  x' ■  y'  les  coordonnées  du   |)oinl  M  pris  ■^iir  l'ellipsi' 

celles  du  milieu  de  FM  seront 


et  le  cercle  décrit   sur  FM.   comme  diamètre,  sera    représenté 
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par 

/  c-^ci^'Y       (  y  Y       fa  — ex' Y- 

puisque  FAI  =  {a  —  ex'). 


Or,  le  cercle  décrit   sur  FF',  comme  diamètre,    ayant   pour 
l'quation 

X-  -t-jK"  =  c-, 

le  point   de  rencontre  P  de?  tangentes  extérieures  sera  déler- 
min(''  par 

c(c-f-.r')  y' c 


V  = 


•ic-r-ex  — a  -         -ic^ex' — a 

De  ces  expressions,  on  tire 

I     y  I 

y  =  ~  (c  -^  X  ),        y  c  =  y  {ic  -^  ex'  —  a), 

et  celles-ci  donnent  à  leur  tour 

{■ic  —  a)  X  —  c-  ,       y('2C  —  a  —  ce) 

X  = ,  y'  =  ^-^ 

c  —  ex  c  —  ex 

Portant  ces  valeurs  dans  la  relation 

b^x''^-¥-  Cl- y'-  =  a'-b-, 

on  trouvera,  pour  le  lieu  du  point  F^,  la  conique  - 

x'^[{a  —  cy-  —  \c-\  -H  \c-ia-^  c)x 

-H  j'2  (  rt  —  c)-  —c-{a  -+-  c  Y  =  o. 

Mettant  cette  équation  sous  la  forme 

(x-  -^y-)  {a  —  c)-  =  c-\9,x  —  («-+-(•)]-, 

on  voit  facilement  que  la  conique  ^  a   pour  foyei-  le   centre  de 
l'ellipse  et  pour  directrice  correspondante 

■jtx  =  «  -f-  c. 
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OIESTIOAS. 


180o.  Étant  tloiiiiée  lY-quation 

's,(x)=  ax"—  nhx"-^-+-  '^-^ cx'^-"^  —  .  .  .—  n/cx  +  /  =  o, 

dont  le  degré  n  —  2v  est  pair,  si  l'on  désigne  par  Oi,  '^2,  93,  . . . 
les  dérivées  successives  de  'Ji(x  ),  divisées  respectivement  par  i>, 
n(n  —  i),  n(  n  —  i)(/i  — 2),   . . . ,  l'équation  en  3, 

9v+i      ?v ^  -  '-fv- 1  ••■  'ri 


'•f'V+2 


V  (  V    —  I  ) 


i-r-    -  '•?-;-! 


Vv+i  rv -!- 


=  o. 


est  indépendante  de  x. 

Trouver  les  relations  qui  lient  les  racines  de  l'équation  en  x 
à  celles  de  l'équation  en  z.  (P.   Sondât.) 

1806.  On  considère  une  série  d'ellipses  concentriques  iM 
ayant  même  direction  d'axes  et  un  point  fixe  M  de  leur  plan. 
Soit  TT'  la  corde  polaire  de  l'une  de  ces  ellipses  par  rapport 
à  M.  Le  lieu  du  foyer  des  paraboles  bitangentes  à  l'ellipse  en 
T  et  T'  est  la  droite  qui  joint  les  projections  de  M  sur  les  axe-. 
des  ellipses.  (E.-N.  Barisien.) 

1807.  Soient  M  un  point  du  plan  d'une  ellipse  et  PQ  la 
corde  polaire  de  cette  ellipse  par  rapport  à  M.  Le  lieu  des 
points  M  tels  que  la  parabole  bitangente  à  l'ellipse  en  P  et  (  • 
ail  son  foyer  sur  l'ellipse  se  compose  des  deux  cercles  d<' 
Ghasles,  concentriques  à  l'ellipse  et  ayant  pour  diamètres  la 
somme  ou  la  différence  des  axes  de  l'ellipse. 

(^E.-N.  Baui.sikx.; 
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[K9a][R2b] 

AI'PLICATIO\S    DES    MÉTIIOhES   M   (iUASSMAVX. 

CEXTRE  DE  (iKAVITE   »  l]\  QllADRILATEIIE 

ET  Dll\  PEXTAGONE; 

Par    m.   F.    GASPARY. 


Il  V  a  seulement  quelques  aunées  que  les  géomèlres 
se  sont  persuadés  de  la  féeoudité  et  de  la  puissance  des 
méthodes  de  Grassniann.  Ces  méthodes  s'adaptent, 
d'une  manière  reinaïquahle,  à  la  Géométrie,  à  l'Ana- 
Ivse,  à  la  Mécanique  et  à  la  Physique  mathétnatique; 
elles  rattachent  l'intuition  au  calcul  el  elles  forment  le 
lien  entre  les  méthodes  syntliéti(|ues  et  analytiques  des 
Mathématiques  pures  et  appliquées. 

En  France,  M.  E.  Carvallo,  le  premier,  a  dirigé  l'at- 
tention sur  (;es  méthodes  importantes  ('). 

AI.  Carvallo  m'a  fait  l'honneui'  d'analyser  (-)  le  Mé- 
moire que  j'ai  publié  sur  la  génération  des  courbes 
gauches  algébriques  (■''),  et  de  signaler  nu^s  deux  Mé- 
moires :  Sur  les  cubiques  gauches  ('')  et  Sur  une  mé- 
thode i^cnêrule  de  l<i  (réoniétrie  qui  forme  le  lien  entre 
la  Géoinçlrie  synthétique  et  la  Géométrie  analy- 
tique {'')^   en  les   prenant  comme  point  de  départ  pour 


(')  Voir  aussi  la  Noie  de  M.  M.  FKnn,  Sur  l'emploi  delà  multi- 
plication extérieure  en  Algèbre  {Nouvelles  Annales  de  Mathéma- 
tiques, 3"  série,  t.  XIV,  p.  74;  1890) 

(-)  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  i.  \\  , 
p.  i58;  1887. 

(■^)  Journal  de  M.  Kronecker,  t.  C,  p,  '(o5:  1887. 

(*)  Bulletin  de  M.  Darboux,  2'  série,  t.  M,  p.  32 >;  18S7. 

(•■)  Ibid.,  t.  Mil,  p.  202:  i88<). 

Ann.  de   \[<it hdmat . ,  '.'>'  série,  l.W'II.  (Septembre  i8c|8.)       iJ 


(   ^o  ) 
ses  propies  recherchiîs,  consacrées  à  l'exposition  el  à 
l'application  des  méthodes  de  Grassinann  (*). 

Dans  les  Mémoires  (jue  je  viens  de  citer  et  dans 
deux  autres  (-),  j'ai  exposé  une  partie  des  principes  et 
des  calculs,  dus  à  Grassmann,  et  j'y  en  ai  fait  usage. 
De  même  dajis  mes  autres  recherches,  relatives  à  la  Géo- 
métrie (•')  et  à  la  théorie  des  fonctions  thêta,  des  fonc- 
tions elliptiques  et  des  fonctions  hyperelliptiques,  j'ai 
employé,  pour  leur  invention,  les  mêmes  principes  et 
calculs;  mais,  pour  la  publication,  je  me  suis  servi  des 
méthodes  usuelles,  parce  que  les  méthodes  de  Grass- 
mann n'étaient  pas  assez  connues. 

Bien  que,  depuis  une  dizaine  d'années,  le  nombie 
des  géomètres  ait  fortement  grandi  (  '*)  qui  s'intéressent 
aux  méthodes  de  Grassmann  et  s'en  s'occupent,  elles 
ne  sont  pas  répandues  jusqu'à  ce  jour  et  elles  n'ont 
point  la  place  qu'elles  méritent.  Pour  contribuer  à  leur 
connaissance  et  pour  les  rendre  familières  aux  géo- 
mètres,  je  me  propose,  dans  une  série  d'articles,  d'en 
donner  des  applications.  Comme  le  but  de  ces  articles 
est  essentiellement  didactique,  je  passe  des  applications 
les  plus  simples  aux  applications  plus  élevées.  En  me 
bornant,  dans  les  premiers  aiticles,  à  la  Géométrie  du 
plan,  je    vais   donner  successivement  des  applications 


(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  3"  série,  t.  X,  p.  219, 
341,  345;  1891;  t.  XI,  p.  8;  1892;  t.  XII.  p.  65,  454;  1893. 

(2)  Journal  de  M.  Kronecker,  t.  XCII,  p.  laS,  1882;  t.  XCV, 
p.  36,  i883. 

(3)  Voir  Journalde  M.  Kronecker,  t.  XCIX,  p. 128,  i88.5;  Comptes 
rendus^  t.  CXII,  p.  i356,  1891;  Bulletin  de  M.  Darboux,  n'  série, 
t.  XV,  p.  3o8;  1891. 

(")  Voir  l'intéressant  Aperçu  historiqne  de  M.  V.  Schlegel  : 
Die  Grassmann  se  lie  Ausdehnungslehre.  Ein  Beitrag  zur  Ge- 
schiclite  der  Mathematik  in  den  let  zten  fiinfzig  Jaliren  {Sclilô- 
milch's  Zeitschrift.  Hist.  lit.  Abth.  Jahrgang  XLI,  p.  4i;  1896). 


I 
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rtlalives  aux  points,  aux  vecteurs  et  aux  lignes  droites. 
Je  coniineiu'c  par  établir  fjuelfjucs  délinilions,  dont  j'ai 
besoin  [)Our  l'applicaLion  en  question,  et  je  vais  déduire 
plus  lard  toutes  ces  définitions  d'une  seule  déOnition 
grassnxannienne.  Par  cette  manière  de  procéder,  j'espère 
initier  rapidement  le  lecteur,  sans  le  fatiguer,  aux  prin- 
cipes des  métbodes  de  Grassmann  et  Lui  eu  montrer  la 
portée. 

CEKTUf:    DE    GRAVITÉ    d'UxV    (^)LADUILATF.HE 
ET    d'un     PEJNTAGONE. 

1.  Déjinilions.  —  ¥ai  représentant  par  des  majus- 
cules de  l'alphabi't  latin  -l.,  )il),  Z,  .  .  .  des  points^ 

i"  Le  point  J11  =  i^(.l.  H-  illi)  représente  le  milieu  du 
segment  -AiiH)  ; 

•>."  Le  point  C"»  =  ^   '  représente  un  point  cjuel- 

coïKjue  de  la  droite  -X,\\\^^  y.  et  |i>  étant  des  paramètres 
(pielconques  \ 

o°  Le  point  (/  =r  \^  (-1,  -h  >i'.)  -h  3)  représente  le  centre 
de  gravité  du  triangle  homogène  dont  -l,,  ill»,  C  sont  les 
sommets  ; 

4"  La  difTérence  \i'.> — -l,  représente,  en  grandeur, 
sens  et  diicction,  le  v<  ctenr  -UUl),  issu  de  -l.  et  iinissant 
à  m,  ; 

5"  L'égalité  iiU  —  -V,  =  (ô  —  C,  -l.,  il!),  S,  (ù>  étant 
«pialie  points  non  situés  sur  la  même  droite,  exprime  : 
i"  (jue  les  (l(;ux  vecteuis  -Aoiii)  et  C(0  sont  égaux  en 
grandeur;  2"  qu'ils  possèdent  le  niètne  sens,  de  façon 
(|ue  les  points  cl»  et  3  sont  leurs  points  d'origine,  les 
points  illî  et  (D  leurs  points  extrêmes  -,  et,  3"  que  leurs 
directions  sont  parallèles. 

Comme     de     l'égalité     i)b  —  -l.  =  (.0  —  C     se     déduit 
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®  =1)1,  4- 3  —  c^l>,  1«  point  (D  se  conslruit  eu  menant 
par  G  une  parallèle  à  tl,\)l)  et  en  faisant  £(D  =  <.l)\l'o;  ou 
en  menant  par  lib  une  parallèle  à  .1.3  et  en  faisant 
i)î,(D  =r  .„l,S.  Autrement  le  point  C0  se  construit  en  me- 
nant par  3  une  parallèle  à  .Ulb,  et  par  ill,  une  parallèle 
à  XB.  Par  conséquent  le  point  cO  =  alb  -h  3  —  ^l.  est  le 
quatrième  sommet,  opposé  à  d,,  d'un  parallélogramme 
dont  «l>,  illj,  3  sont  les  trois  autres  sommets. 

A.    Centre  de  gravité  d'un  (/uadrilalère. 

2.  Soient  Jlf),,  «1)2,  "l-s,  "A-i  les  quatre  sommets  d'un 
quadrilatère  quelconque^  en  Je  divisant  par  la  diago- 
nale ^l^ool),  en  deux  triangles  ^loor^l. 3.1.1  et  cl=)  0^1,0 .Â>4 
dont  les  aires  soient  0,  et  o.j  et  dont  les  centres  de  gra- 
vité sont  (définition  3")  |(ol,2  4- ^-l.s  + -^'i  )  et 
i-(a:l>.  H-  al,2-+-  ^4),  le  centre  de  gravité  Ç^  du  quadrila- 
tère X,  <yl)2c)lD3-.l,/,  sera  représenté  par 

3  (  Oi  +  O3  )  g  =  0,  (  .1,2  +0.1,3  +  -^n)  -^  Ô3  (  o\oi  +  cl>2  ^-  -^V  ) 
=  (Ôl-f-  03)(c.l>2-H  X4)  -H  Oioili>3-!-  0^0.^01 
=   (O1+  03)(ol,i-l-Jl,2  +  '^^3-1-=''^4)  — (Ol-Aoï+fJs^-'^s)- 

En  divisant  par  o,  -f-  03  =  0,  0  étant  l'aire  du  quadri- 
latère, et  en  posant 

(l)  OÔ  =  6ic.l,i-h03-.!l,3, 

on  obtient 

Si  l'on  divise  le  quadrilatère  cl,,  doo  c-iog  c^iL^  par  la  dia- 
gonale d>,  Jlo3  en  les  deux  triangles  do,  .1,3  d/,  et  d,  ^2  ds 
dont  les  aires  soient  ôo  et  O4,  dans  les  formules  précé- 
dentes les  indices  i  et  3  se  cliangent  en  2  et  4-  Pai"  ce 
changement,  ni  Çj,  ni  l'expression  d.,  -h  -Vo^-h  4, 3  4- d /, 


l 


(  '^y^i  ) 

lie     changent.      Par     coiiséqueiit,     et      comme     on     a 

^1  ■+-  o.t  =  0o4-  0.,  =  0,  la  formule  (i)  prend  la  forme 

(3)  oC)  =  0,  Ao, -f- Oi -ii     (1). 

Or  la  formule  (i)  exprime  (définition  2")  que  O  est 
situé  sur  la  diagonale  ^l,)  cl)3  ^  de  même  la  formule  (3) 
exprime  que  O  est  situé  sur  la  diagonale  -.Jl>2--1.4  ;  donc  O 
est  le  point  d'intersection  des  deux  diagonales  "A>,..1.3  et 
A"2-l^',  du  quadrilatère  ri,,  ,^loo.;l.,:, -l,/,.  Eu  résumé  : 

I.  Si  l'on  désigne  par  (J  le  centre  de  gravité  d^un 
quadrdatère  .1,,  cl92-l>3<JU4  et  par  O  le  point  d'intersec- 
tion des  deux  diagonales  A,\A>-i  et  a^ljooiUi,  le  point  CJ 
s  exprime  par  la  formule  (-) 

(  -i.  )  :}  1)  =  .1.,  -T-  A,,  +  .Ans  +  Am  —  o . 

3.   Pour    ronsiruire    cette    formule,     je    vais   étudier 
l'expression  -l.,  -+-  -l .,  -\-  -l,.,  -f-  -l,,. 
Si  l'on  pose 

/  Xï-I- JI93  =  •2  01^23,         =.1.4-4- al,i  =  aOlivn 
et 

(  5  )  ..loi  -+-  ol>3  =   X  on  13,  -:1.2  -i-  c.1,4  =  1  0\Lî\, 

les  points  011,2,  0IL,3,  ...  représentent   les  milieux   des 


(*)  Des  formules  (i)  el  (3)  on  déduit  immédialement  l'idenlité 

5, ïl),—  o^-Im-I-  ôj-l.j—  645,1(3^=  0, 

qui  met  en  évidence  qu'il  y  a  entre  quatre  points  quelconques  d'un 
plan  une  relation  linéaire  dont  les  coefficients  ô,,  ...,  o^,  égaux  res- 
pectivement aux  aires  des  triangles  oA-.jalajfïli^,  . . ., -i, -lo;i-A>,,  sont 
liés  par  l'égalité 

(-)   Voir  la  .Note  de  M.  Noeggkratii.  Archives  de  Gruncrt-îloppe, 
I"  série.  I.  L\V,  p.  ^.(^w   1880. 


l^ 


(  394  ) 
côtés  cAg,  d^aj  '-Aï. 1 0-1)3^  ...  (défîniliou  i ').  Par  conséqiienl, 
on  a 

=  2(011,3-+-  OÏL  41  ) 
=   2(011,3+  OR, i)- 

En  introduisant  de  plus  le  milieu  OU  du  segment 
0Ri2^^rc3/,,  on  obtient 

011  12 +0113-,   =   2  011 

et,  par  conséquent, 

(  6  )  A,i  -^  o\,2  -H  -l>3  -^  Ao4  =  4  011 

=  2(01112+  OH34) 
-  2(01123+  OlUi) 
=  2(011,3+01124); 

donc  la  formule  (2)  devient 

(2*)  3^  =  4  011-0.        !/ 

4.  En  donnant  au  point  OU,  défini  par  l(;s  formules 
(6)  le  nom  de  point  moyen  du  quadrilatère,  on  tire  des 
formules  (6)  la  construction  suivante  : 

IL  Construction  du  point  moyen  d\in  quadrilatère 
{fie-  0*  —  ^^  ^'^'^  désigne  par  DM.  i -2  ■)  OH34  ;  011,3,  ^^'"^u 


les   milieux   des  côtés   opposés   ^l^,  ^^l,,,  =^936,1,4  ;  ^Ijo-'^si 
(JU4c.l>i  d' un  quadrilatère  A',i  -Aoo'-^gA,/,  et  par  Olljg,  OlI,/, 


(  3ç)5  ) 
Icfs  milieux  des  deux   diagonales  -^l,,=iL..,,    ^Iao-^  vi    l(^^^ 
trois   segments    -OU, oOH;)»!    «'^1'^- o 3  011, .-, i  ?    OFL 1 3 ^Tl 2 -,   pas-     , 
sèdent  le  même  milieu  .Oit  qui  est  le  point  moyen  du 
quadrilnti'ie. 

o.  Ceci  établi,  la  formule  (2*)  exprime  (définilion  2") 
que  le  centre  de  gravité  (j',  le  point  moyen  OTL  et  le 
point  d'intersection  CO  des  deux  diagonales  d'un  (|uadri- 
latère  sont  situés  sur  la  même  droite.  Comme  de  plus 
la  formule  (2*)  se  change  immédiatement  en 
3 ((,'  —  ,0)1)--  ,0)1  -O, 


dV)ù  suit 
on  obtient  : 


3  Oltfj  =  OOIL , 


III.   Première  construction  du  centre  de  gravité  (') 
{fi g-  2).  —  Dans  un  quadrilatère  quelconque  soit  O 


le  point  d' intersection  des  deux  diagonales  et  i)]\.  le 
point  moyen;  en  joignant  les  points  O  et  .Oit  par  une 
droite  et  en  faisant  -OltÇi' =  :j  O-Olt,  le  point  ({  sera  le 
centre  de  gravité  du  quadrilatère. 


^ 


(')  Voir  les  Notes  de  M.  Stoll  (Arc/iives  de  Grunerl-//oppe, 
i"  série,  t.  LXV,  p.  445;  iHHo;  .>•  série,  t.  I,  p.  334;  '^^4:  ^oJl' 
mann's  Zeitsclirift  fiir  niatli.  uiid  natiinv.  Uiiterrir/it,  t.  Mil, 
p.  119;  i^<8"i). 


(  ^96  ) 
6.  Au  moyen  des  formules  (4),  la  foruiule  (2)  preml 
la  forme 

3  (j  =  -2  OlL  ,  2  ^  -1,3  4-  .l-i  —  0 


(  ■^•' 

= 

2;)iii2-i- 

DWi  2 

\ 

= 

9  on  2 3  H- 

OIL'23 

< 

i 

= 

aOlCai-f- 

Oit;, 

( 

= 

■>.;)iiu^- 

oiv,, 

i  3(j 

= 

2  3rLi3-r- 

011',  3 

\ 

= 

•2  OÏL  24  -+- 

OILU 

Par  conséquent,  si  1  on  pose 

(    c?L,3  +  --^4  —  O  =  OlL  ',  ,  ,  .1,,  -K  -  U.,  -  C^  ^  DXi  '   ■  , 

,        1  ■*  '  1-  i  3*1 

I  A-v  ^-  A>,  -  ô  =  on '2  3 ,      .1,,  ^-  -1.3  -  o  =  on '. , 

et 

(  8  )      ^2  +  Xi  -  O  =  OlL'i  3 ,         ..l>i  +  A.3  —  O  =  Oli  '2  ; , 
on  obtient 


(9) 

et 

(10) 

D'après  la  construction  qui  découle  de  la  définition  5°, 
le  point  oïl',  .^  est  le  quatrième  sommet  d'un  parallélo- 
gramme dont  o1fl3,  Aii  et  O  sont  les  trois  autres  sommets. 
Comme  Oit, ,  est  opposé  à  0,  on  obtient  le  point  OÏL,  ^  en 
menant  par  A>3  une  parallèle  à  Ocl)^  et  par  <X.',  une  pa- 
rallèle à  OcRog.  Or,  le  point  O  est  situé  sur  les  deux  dia- 
gonales cl)2c^l>4  et  c.l),cl,3-,  par  conséquent  OIL', .,  est  le 
point  d'intersection  des  deux  parallèles,  menées  respec- 
tivement par  A03  à  c.l>oAv4  et  par  cli4  à  d-ial^s.  Donc  les 
formules  (y)  Iburnissent  : 

I\  ,  Coftstructioji  des  points  i^Xi^.^,  OlL^g,  OILg^,  OÏL',,, 
{/ig'  3).  —  Si  Ton  mène  par  les  sommets  opposés  di) 
et  d^a-i  d'un  quadrilatère  XiX-i^z'^.'t  deux  parallèles 
à  la  diagonale  A-o  A4  et  par  les  deux  autres  sommets 


(  397  ) 
opposes  rXn  et  d./,  deux  autres  patallèles  à   la  diago- 
nale   <.l,,.A.;,,    on    obtient    un    parallélograniine    dont 


Fia.3. 


OIV',..,  OIl!,.;,  .'Mt'a,,  Olu', ,  sont  les  sommets,  et  on  le  point 
5fc', .,  est  le  point  d'intersection  des  parallèles,  menées 
par  A>i  et  ^'lo^,  etc. 

7.   Comme  les  formules  (())  prennent  aussi  la   fonne 


d'où  suit 
on  a  : 


V.  Deuxième  et  troisième  constructions  du  centre  de 
gravité  (')  {fig-  3).  —  Le  centre  de  gravité  (j'  est  le 
point  d'intersection  des  quatre  segments  01I|o  Oit, .^  , 
ORos'^n-'oj,  0H3,D1L'3,,  .•^llH-TL'i,- 


(')  Voir  Edmond  Henry  :  Sur  l'extension  au  quadrilatère 
d'une  propriété  analogue  à  celle  des  médianes  d'un  triangle 
( /iei'ue  scientifique,  t.  XLVII,  p.  7H1;  iSc)i). 


(  398  ) 

Le  point  (J  divise  chacun  de  ces  quatre  segments 
dans  le  rapport  l'.i,  <^/<? /vïço// (7 «e  Oit, 2 (j' =.',()'."' le', .1, 
D\l23Ç=Uji^K.i,  etc. 

8.  Los  points  011,3  et  rTi.'.,., ,  définis  parles  formules 
(8),  se  construisent  encore  plus  facilement  que  les 
points  oïl',  2,  .  .  . ,  011', , . 

Comme  le  point  Ô  est  situé  sur-lo.A^i,  la  première 
formule  (8)  cl>2  +  ^%,;, —  C)  =  Oit',.,  exprime  que  le  point 
OPt',  ^  a  la  même  distance  du  point  cUo  que  le  point  C  du 
point  Al,.  De  même,  la  seconde  formule  (8) 

An  +  rXs-o  =  on;, 

exprime  que    Ole!, ,  doj  :=  4,,  c').     Au    moyen   des    points 
Oli',  3  et  on!,  j,  des  formules  (10)  résulte  : 

VI.  Quatrième  et  cinquième  constructions  du  centre 
de  gravité  (')  {/ig.  4)-  —  Soit^  dans  un  quadrilatère 


BqA. 


<Jlo|  al)2ol)3olo-,,  C^  le  point  d'intersection  des  deux  diago- 
nales Al)  d,,.(  et  .-JlooXi  dont  011)3  et  011  o-,  sont  les  mi- 
lieux. Si  l'on  construit  sur  la  diagonale  <X,i  .1 3  le 
point  Dïl'.^,,^.,  et  sur  la  diagonale  X^^Xs-,  le  point  011,.,, 
de  façon  que   do,  O  =  Olt'ii^  Ao^    et   d^  Ô  =  Oll', .,  do,   le 


(')   Voir,  par  exemple,  Ch.  Delaunay,  Traité  de  Mécanique  ra- 
tionnelle. Paris,  1878;  6*^  édit.,  p.  27.5. 


(  -^99  ) 
centre  de  gravité  (J  est  le  point  d'intersection  des  deux 
segments  J\\. , 3  S\l\ .,  et  dW.i\  '^l'*-'o  -,  • 

Le  point  (J  divise  chacun  de  ces  deux  segments  dans 
le    rapport   i  ;  o,,   de  façon   que    ,"»H  ,  .j  d' =.  i  (j'Oll', .,    et 

H     Centre  de  gravité  d'un  pentagone. 

9.  Le  centre  de  gravité  d'un  pentagone  se  calcule  et 
se  construit  de  la  même  manière  que  le  centre  de  gra- 
vité d'un  quadrilatère. 

Le  pentagone  (|uelcouque  cli,  <vl>2-A>3  A>ï  î^Ibs  { /Ig.  5) 
soit  divisé  par   la  diagonale  cl),clo.,   en  le  quadrilatère 


rV, -l>o-Ao.)  l  i  et  en  le  triangle  -U,  al>/,  A->5  dont  les  aires 
soient  respectivement  A.5  et  A03. 

D'après  la  formule  (2)  le  centr(î  de   gravité  du  qua- 
drilatère .1,,  =^1,2=^3  <^^i  s'exprime  par 

I  (  X,  +  A-2  ■+-  cl.3  -+-  ^4  —  O5  ), 

O5  étant  le  point  d'intersection  des  deux  diagonales 
rl)|<Jl)3,  c.l)2Jl.,.  Comme,  de  plus,  le  centre  de  gravité  du 
triangle  -l»,  .A>4ïA,5  est  représenté  par  {(-l.,  +  -l,,  -+-  .jUj), 


(   4oo   ) 
le  centre  de  gravité  du  pentagone    -.l>i -,l,2-.l,3-lw, -L,  est 
exprimé  par  la  formule 

3  (  A5  -H  A23  )  (J  =  A5  (  -,1,,  -4-  ^1,2  -i-  1^93  -i-  =^l>i  —  O5  ) 

=  (  A5  +  A,3  )  (Aoi  -^  -X,  -+-  .1,3  -H  '.1^4  ^-  A.5  ) 

-  ;  A5  (-A,5  ^  0.3  )  -^  A,3  (.1,,  -^  .1,3  )  ; . 

En  posant,  d'après  la  formule  (4), 
et,  de  même, 
^5  étant  le  milieu  du  segment  -A1.5O5,  l'expression 

As (.1,5  ^-  C^5  )  -^  A,3  (.1.2  +  X3  ) 

devient 

■2(A5^,^A,3  0H23)- 

Si  l'on  définit  le  point  CT»,  par  l'égalité 

(11)  (A5+A23)0=A5    ^5^-A,331i23. 

et   si  l'on   divise    l'expression  de   CJ   par  A3-f-A25  =  A, 
A  étant  Taire  du  pentagone  d,,  cl>ocl>3<vl,4  cl)5,  on  obtient 

(12)  3  (j"  =  Jl)i  -f-  ol)2  -f-  --.l>3  +  clf»!  -)-  X,-^ 20. 

10.  En  divisant  le  pentagone  -Ai -Uo-l-;}  oL/,  ;.\£)3  par 
une  autre  diagonale  que  clo,<^l)4,  savoir  cv^Ua^lo 5,  =.1)3  d;,, 
cl)/, cAo,  -l>5.Ao3,  ni  (],  ni  .A,  ■+-  -A.o  4-  A-s-f-  X-,  -j-  A.3  ne 
changent;  par  conséquent,  l'expression  de  O,  définie 
par  l'égalité  (i  i),  reste  la  même,  si  l'on  y  change,  d'une 
façon  cyclique,  les  indices  inférieurs.  Or  la  formule  (11) 
met  en  évidence  que  le  point  O  est  situé  sur  la  droite 
^5^1^23  1  donc  ce  point  est  situé  aussi  sur  les  droites 
^,  Or^s^,  ^23R.,5,  ^gOlis),  ^i^irc,:;.  D'où  résulte  : 


(  4o.  ) 

\  II.   Si  l'on  dcsigne  [fig.  5)  par 

^^\\  ^''2;  c^s; 

les  points  d' inlersection  des  diagonales 

cAoscAD^î    e>v)l  1VJ3  J        çA'i|  »Ai>3j    e;L)2  <vv)4  , 

par  ^,,  ^2»  •••)  -^5  If^''   milieux   des  segments   -l.,0,, 
-looO.,  . ..,  JUsOj-,   /><^z/-    011,2,  è^l'c  23,  ...,,m5,    /e,9   mi- 


^"f^-^^ 


lieux  des  côtés  JU,  <-l,2,  "AoAos,  . . .,  rJ^-^Xi,  les  cinq  seg- 
ments ^(OlLsi,  ^2''^l"^/i,;,  •  --i  ^.. '^l'^23  ont  le  même  point 
d'intersection  O. 

\  III.  Au  moj  en  de  ce  point  O,  le  centre  de  gravité 
(j  d'un  pentagone  (/uelconfpte  X,<Aa2J(as'A>.','X>5  s'ex- 
prime /)a}'  la  Jormule 

(12)  3  (/  =  ol,i  -H  X.2  -h  rl.3  -I-  cL;  -i-  JLj  —1O. 

II .   Pour  construire  celte  expression,  je  rappelle  que 

l'on  a,  d'après  la  Ibrinule  (6) 

Xi  -f-  .1.2  -f-  .1.3  -I-  'A,-,  =  4  31^5, 


(     102    ) 

.OILs  étant  1(3  point  moyen  du  Cjuadiilalère   =.1.,  tlw^^3^^4 
Par  conséquent,  la  formule  (12)  devient 


Si  Ton  pose 
on  en  tire 


-'"'Hs+  0.1)5  =  ^  -^^5, 

De  là  résultent  les  eonstiuctions  suivantes  : 

Première  et   deuxième  constructions  du  centre  de 
gravité  d'un  pentagone  [\o\r  Jig.  6  et  Jig.  y). 


IX.  Soiefit  0)I( ,  OIlo,  . . .,  -Tl.;3  les  points  moyens  des 
(/iiadrilalèj'es cX>2~^:i'^li'^^ô^  <^l)3ol>/,  iU^-l.) , . ..,  -l  |clio-l>3tUj, 
en  lesquels  les  diagonales  d^o'^'^'s?  tlosol,,,  ...,  tl.,,^,^ 
partagent  le  pentagone  cl)|  îl.2<^l)3ol>.,  c-l)^  ;  soient,  de 
plus^  3b (,  Jbo,  ...,  3^5  ies  milieux  des  segments 
oIm'Tl,,  JooOli^,  ...,  A'iiOrtj^  soit  enfin  O  le  point 
défini  par  le  tliéoième  Fil  : 

Si  l'on  mène  par  les  points  ^)1"L  1 ,  -Tl^,  ...,  011^  des 
parallèles  aux  segments  C">)b,,  C">-)bo,  ...,  OJk^-^,  les 
cincf  parallèles  concourent  en  le  même  point  CJ^  centre 
de  gravite  du  pentagone. 


(    io3   ) 
X.    La  puint  (j  esL  sUuc  sur  chacune  (la  ces  cinq  pu- 
1  allhlcs,  de  façon  (jue 

Olc/O'  =  I  '^^3^1        (  a'  -  I .■;•-,  3,  4,  5). 
12-  Connue  on  a 

=  4  ^)rL ,  -h  ,^i„-  =  3  dWi  -t-  2  X;  =  5  ;)HL 
(t  =  I,  2, 3, 4,  5), 
un  trouve 

4  OU  /  -f-  oU/  =  4  OIl  a  +  - 1./..      ) 
3  Ole ,•  -+-  2  Dt^/  =  3  OIl a  -h  2  X/   i 


(t, /.  ==  1,2,  3,4,  5^; 


par  cousoqucut, 

i  3  (  OlL ,■  -  ,011  A- )  =  •?-(  3î^/t -  3b/ ). 
Donc  ou  a  les  iheorèuies  suivants  {fii^-  7)  : 

XI.  Les  points  niojens  .Olii,  Olio,  ..-,  .')H.-,  /'/c.v  y««- 
(hihuères  ctoaLg -U-,  .1,3,  .Ao3,^l>.,  ^,1,5  .A., ,  ...,  cU, -1.2^1)3 -Ao,, 
e«  lesquels  les  diagonales  oIjoAis,  ail-.s-l.i,  ...,  c/Im-A-j 
partagent  le  pentagone  ,.1-,  doo-Jl^a-vl).,  c.l.j  forment  un 
pen  ta  go  ne  011 1 JIL  2  ^^11 3  Dli  /,  Ole ,-,  dont  les  côtés  "dX^.  i  011  o , 
OlCoOHj,  ...,  Dit 5 Oit I  sont  parallèles  et  de  sens  opposé 
auoc  cotes  ^X'^y  gA^o j  c^v^o  cAoj .  *  *  ■  7  '■-^"5  ^^\  • 

Le  rapport  de'^W^'^W•i  :  oLioLo,  0112^1^3  •  <-A.2-Ao3,  etc. 
est  égal  à  i  :  4- 

XII.  De  même  les  points  (ÎK>,,  ^bj?  •-•7  -^^s»  milieux 
des  segments  ri.,  OIl,,  -l.oOlLo,  •  •  ••>  =^^'0  ^l'^s»  forment  un 
autre  pentagone  c)^?,  5^2 -3^3  3)^/,  ^bs  dont  les  côtés  sont 
eux-mêmes  parallèles^  dans  le  même  sens,  aux  côtés 
du  pentagone  cl^^  dw  . .  •  -Vos  et  parallèles,  mais  de  sens 
opposé,  à  ceux  du  pentagone  .'"tlL,  OïL-i  . . .  OU  5. 

Le  rapport  de  Db,  -X,.,  :  ."irc,  OU.,   K,.  Jb,  :  Olla-T^.:!,  -.• 


(  4o4  ) 

est     égal    à    3:2    et.    le    rapport   de     DL,  .)bo  :  ^l.,-l,2, 
X>b2'^3  •  "^^a-^'si  •  •  •  6st  égal  à  3  :  8. 

XIII.  Les  cinq   droites  ,.jlo,DH./(/=  i,  2.  3,  4i3)  con- 
courent en  le  même  point 

OÏL  =  \  (  .1.,  -+-  a.2  +  A,3  H-  Ai  +  As). 

point  moyen  du  pentagone  A,  oAt2  ...  Ai 5. 

XIV.  Ze  point  moyen  OÏL  e.y£  /e  centre  de  similitude 
des     pentagones      A(  A^a    ...    A3;      3TI.,  01L2    ...    OlLs^ 

Ja*  j   ')  b  2    •  •  •    3\o  5  . 

13.  Au  moyen  du  poiul  OÏL,  la  formule   (12)  devient 

(12*)  3(j  =501L—  îCr 

De  cette  expression,    tout  à  fait  analogue  à  l'exjjies- 
sion  (2*)  pour  le  quadiilalère,  on  déduit 

3((j  —  OÏL)  =2(01L  —O) 

et,  par  conséquent, 

3oruj  =  2  0O1L. 

Donc  on  obtient  : 

XV.  Troisième  construction  du   centre  de  grai'ité 
d'un  pentagone  {fig.  7). 

Dans  un  pentagone  cpielconque^  soient  O  le  point  dé- 
fini par  le  théorème  VU ,    OÏL  le  point  moyen  défini 
^    par  le  théorème  XIH;  en  joignant  les  points  O  et  OÏL 
par  une  droite  et  enJaisantD\1(]  =  ^0DïL^  le  point  (J 
sera  le  centre  de  gravité  du  pentagone. 

14.  Si  l'on  pose 

Al  -}-  A2  =  2 OÏL 52,  A3 -t-  Aoi -I-  A13  —-20  =  OlL'i  2 , 

A2  -1-  A3  =  2  -)1L23,  A4  +  A3  -1-  Aoi  —  2  O  =  OlL'a  3 , 

(i4)  {  A3-4-Ai  =  2OIL34,  As-HAi-h  A2—  2O  =  OlL'ji, 

Al -4- As  =  2OIL45,  A,  +  A2+  A3  -  2O  =  OIL'45. 

As  +  A ,  =  2  OIL3 1 ,  A2  ^-  A3  +  .1%  —20  =  OÏL  ;  1 


i 


(    1o5  ) 
et,  d'une  laçoi)  analogue, 

/  An  -(-  .1.3  =  ■>. ,')IL  13,      A,, -^  - 1,4 -+-  Ji,5—  2 o  =  ;)rc ;  3 , 
i  a.,2+  a>i  =  -îOVLr.,      .1,3-^  .1,5 -4- ^i>, - 9.0  =  oii'oi, 

(  1 5  )  .   tlo3  -t-  a.  5  =  9.  on  35 ,         'An  -4-  Jlo  1  -+-  Ao,  —  -iO  =  ;")rc  3  5 , 

i  .1...  -+-  cL ,  =  2  D\ii , ,      a.,5  -i-  .1,2  +  -1^3  —  -^^  t:)  =  oïL  ; , , 

1     .l,-;  -H  -Xi  =  ->.  OlL;;?.,  ^..1  +  A.,3  -|-  -Lv  —  2  O   =  DW,,  ,  ] 

la  formule  (i?.)  se  change  en  l'égalité 

(  I G  )  3  (J  =  '?.  ;)li  /A  —  0\1  ; 7,      (  / ,  A ■  =  1 ,  2 ,  3 ,  .{ ,  5  :  iV  /O • 

(|ui  représente  dix  formules  difTérentes. 

15.  Pour  construire  les  points  Oit',.,,  Oll-og,  ...,  Ol'i^.;,  ; 
Ole',  3,  t^r^o.,,  •..,  ^^'^52?  j^  ^^is  remarquer  que  les  for- 
mules (i4)  et  (i5)  prennent  la  forme  commune 


où  les  cinq  indices  /,  A ,  /,  m,  7^  désignent,  dans  un  oidre 
(|uelcoTique,  les  cint]  indices  i,  2,  3,  4)  5. 

^l/j/i.  c/e  Matliéinat.,  3' série,  t.  WII.  (Sfptciiibrc  1898.)       2G 


(  4o(i  ) 

Comme  des  expressions  (17)  découle  immédiatement 

(18)  ■>. ( dtl  „,  —o)  =  nu  ; 7,  -  a.. „ , 

(  -i^.Tw;;,  —  c-\)  =  nu;-/,  — a,,,, 


Deux  constructions  des  points  OU',.,,  OlV'^.j,  ...,  OK^,  ; 
Ort',3,  OIU,,,  ..,,  -m;,  {\o'\r  fig.  7  et/^.  8). 

XVI.  Soient  /,  A,  /,  m,  n  cinij  indices  différents^  dé- 
signant, dans  un  ordre  quelconque^  les  indices  i,  2,  3, 
4,  5;  soient,  de  plus ^  '"Tl,,;,,,  Oit/;/,  .Tl/„,  les  milieux  des 
côtés  oAsniAyi,  AofidiDi,  cli/elvrt  du  pentagone  Ao,  cA.^  ...  A. 5  ; 
iOf'f  enfin  O  le  point  défini  par  le  théorème  f  11  : 
Si  l'on  mène  par  les  sommets  A^,  Xmi  ^^'^vi  du  penta- 
gone des  parallèles  respectivement  aux  seguients 
OD]\.mn9  0<^l"^/^/5  Û.")l1/,„,  ces  parallèles  concourent  au 
point  DR'i/f. 

XVïl.   Le  point  011^^.  est  situé  sur  ces  parallèles  de 


façon     que      clvOH-^  =  2C\0rCj 


A.v„;>rt;./,  =  2  0;^r.,,^, 


(   1^7  ) 

Pour  /  =  I ,  A  ==  2,  1=  3,  m=  4>  "=  ^i  '^./'A'-  ^  ^'^^ 
pour  i  z=  1 ,  A  :=  3,  /  =  2,  m  =  4i  'i  =  5,  la /Z,:,'^-  9  inoii- 
Ucnl  les  constructions  précédentes. 

Dans  la  Jlg.  8,  par  les  sommets  Ao^ ,  A.,,  c;^)^,  des  pa- 
rallèles sont  menées  respectivement  aux  segments 
C'>.''Hi;,,  ÔOlisj,  001^3,;  leur  point  d'intersection  est  le 
point  '.''11',^.  De  plus  on  voit  (jue  dvi  OÏL ',.,==  2 OOR45, 
A,.i  DR\  2=20 DR 3 5 ,  -l' 5  OÏL ', .,  r^  2  C) DK 3  -, . 

De  même,  dans  la  Jig.  9,  par  les  sommets  4>2,  tl.^, 
cl.5,  des  parallèles  sont  menées  respectivement  aux 
segments  OOllL/,3,  OOUjo,  OOrLoiî  l<^ui*  point  d'iiilersec- 
lion  est  le  point  OÏL,  3.  De  plus  on  voit  que 

cl, 2  Oit ',  3  =  -2  0 OÏL i 5 ,         -l' 4  0\l \  3  =  -i  O OÏL 2 5 , 
-A^sOlL'i  3  =  2OOIL2V 

IG.  Les  points  Ole', .,,  01L!,3,  ...,  OÏL-,  :  OIL',3,  OÏL.,,,  ..., 
OlLj.,  sont  liés  aux  points  o^,,  JUo,  ...,  «l^s  par  desimpies 
relations  qui  ramènent  leur  construction  à  la  construc- 
tion d'un  seul  point  d'entre  eux. 

En  elï'et,  si  l'on  échange,  dans  la  lormule  («7) 

les  indices  k  et  /,  on  obtient 

<.U/.-+-  --1>,„H-  -Xu—îO  =  OÏL//. 
et,  par  soustraction, 

(19)  OÏL ,7,  -  OIl  '//  =  ^l./  —  ^U, 

d'où  il  suit  que  les  segments  OILIyOIl]/^  sont  parallèles  et 
égaux  aux  segments  rL^dj/. 

Par  conséquent  on  obtient  comme  corollaires  les 
deux  théorèmes  : 

XMII.  J)a//s  le  peiitdi^oiK^  Ok',,  0H|,.^  Oll!, ,  OU',  ,  OU'. , 
{Jig .  10),   les  cotas  Ole  ; ,  Oil  [, ., ,  OU  ',  ,  Ole  ;,,,...,  011  ;. ,  OIL  ', ., 


(   4o8  ) 
sont  égaux  et  parallèles  respectweinent  aux  diago- 


FmiO. 


nales     X3-A0,,     do,,  .Âoo,     ...,     ciUo-^^ljs     du     pentago/ie 


XiX.    Dans    le  pentagone    ."»li;  3 -'^li; ,  .'^lll.j  ;m'.  ,  :>li;.. 


(    lop  ) 
{fig-  II),    les  diagonales   ;Tl  !, ,,  ;Tc ', , ,    r>\L'^,'M.'.^.,,    ..., 
;irt',  3  ."'IL,  3  jowt  égales  et  parallèles  respectwement  aux 
côtés     -A,,  =,1.0)     -A>2^^3i     •••■>     -^5'^i      du     pentagone 
cl,,-l.,,  ...  .1,5. 

D'après  la  fonnule  (1;^)  on  a  aussi 

(  -20)       Ole  ;/,  —  .""Il  ;,„  =  .''11  ;/,  —  -^fl  ;,„  =  -Av„  —  a-a  . 

<;l  coinmt:  .Tl^^  =  '"''"^/i/?  '^''^/w  =  '^'*-/h/5  '^'^  obtient  : 

XX.  Si  l'on  désigne  par  i,  A,  /,  ni  qualre  indices 
(juelcoJKpies  parnù  les  cinij  indices  1,  2,  3,  4,  ^5  l^^ 
(piaire  points 

or;-/,,    oiv;,/,   -">n;,„,   orc;„,- 

formant  les  (juatre  sommets  d'un  parallélogramme, 
J)onc  : 

XXI.  Si  parmi  les  dix  points  ;^R|^(i,A=  i,  2,3,4,5) 
un  seul  est  donné,  les  autres  se  construisent  au  moj  en 
des  purallélogiammes. 

Comme  la  formule  (20)  prend  aussi  la  forme 

{'z  I  )  '^\'^  'il, l'»;  =  'Tt  ;„,  —  -Xl,-, 

on  a  : 

XXII.  Les  segments 

-IvH'Tc;/,     et     c,l>A;)rL;,„       (i,  a-,  m  =  1.2.3,  4,5:  iV  A?^"0- 

formés pa/'  les  sommets  des  pentagones  tU,  eloo  ...  .^Uj; 
;">1l  ', .,  ;)1L  ;, .,  ...  ;>H  '- ,  ;  -"Tl  ', .,  l^K  ;, ,, ,  . .  . ,  ;^R  '- .-,  sont  égaux 
et  parallèles. 

17.  Dans  la  /Ig.  lo,  sont  illustrées  cpielques-unes 
(les  propriétés,  établies  par  les  théorèmes  XX,  XXI, 
XXII. 


(  4io) 

En  (id'et,  \a  /ig.  lo  met  en  évidence  : 
i"  Que  les  sommets 

;iii  ;  o^m  ;  ^  oïl;  ,  oil  ; ,  :      dvl',^  ou  ;  ;  ou  ;  3  on;,  ^  : 
on  ;  3  on  ;,;  ^1^  U  ^1^  ; ,  ;      on  ; ,  011  ;,  5  on  ^ ,  dtl\  ,  ; 


forment  des  parallélogrammes; 

'2°  Que  les  segments  (côtés  ou  diagonales) 

dtl  ;  3  oïL  ;  3 ,    on  'i  1  on  ; ,, ,    dk  ', ,  on  ; , ,    ^i,  1  m  ; 
on;,on:5i,    on i^ on '35,    on;, on '13,    .1.2.1,3; 


on '03 on ',2,    on 3,, on'.,,    on 33 on 51,    doi.ios; 


sont  égaux  et  parallèles; 
3°  Que  les  segments 

.A,, on;,,,    ciogOn^^;   .u on '13,   .1.3 on '12;   .1.2 on 3 5,   .1=3 on 3, 
ci,iOn'g2.    -UjOn'ij;    AMon'35,   owon'13;   .Uion^j,   ei>5on'., 

sont  égaux  et  parallèles. 

18.   Après  avoir  construit  les  points  OIL^^;.,  on  déduit 
de  la  formule  (lô)  : 

Quatrième  et  cuiquième  constructions  du  centre  de 
gravité  d' un  pentagone  (  '  )  ifig-  1 1). 

XXlll.   Le  centre  de  gravité  (J  est  le  point  d^ inter- 
section des  dix  segments  on^AOn)^. (/,A"  =  i,  2,3,  4,  5). 


(')  Voir  la  Note  de  M.  J.  Gysel  :  Sur  la  construction  du  centre 
de  gravite'  d'un  polygone  plan  homogène  {Archives  des  Sciences 
physiques  et  naturelles,  3»  période,  t.  XXXII,  p.  276;  Genève,  1894); 
ainsi  que  le  Mémoire  du  même  auteur  :  Zur  Konstruktion  des 
Schwerpunktes  einer  ebenen  Vielecksf lâche,  Beilage  zum  Jahres- 
bericht  des  Gymnasiums  Scliaffhausen  fiir  1 89^-189.5. 


(  4m  ) 

XXIV.  Le  point  (j  divise  les  dix  segments  ;")li/^  .")rL^yi 
dfins  le  rapport  i  :  :>,,  de  façon  que  ;)rc//i(|'  =  ^  (j';")!!')/.. 

Eli  Icnuinanl  cet  arlich;,  relalif  aux  points,  jo  lais 
encore  r('inar{|iu'r  que  les  points  C)/,  011/,  î)^^-,  ^/,  •)1I./a, 
;)IL|;;.  (f,/i=  I.  2,.'),  4,5;  t  ^  A),  O,  OIL,  (j',  inlroduils 
pour  les  diflereutes  coiislruclions  du  centre  de  gravité, 
sont  liés  par  bien  d'autres  relations.  Jo  laisse  au  lecteur 
le  soin  de  les  établir,  à  litre  d'exeni[)les.  Je  passerai, 
dans  un  deuxième  Article,  aux  applications  relatives 
aux  vecteurs. 


[Clb] 
SllK  LES  DÉRIVÉES  D'[]Î\E  FO^CTIO\  ALGÉBRiOLE; 

Par  m.  D.  SINTSOF, 

Professeur  agrégé  i'i  l'Université  fie  Kasan. 


Soitj'  une  fonction  algébrique  déterminée  |)ar  l'é- 
quation irréductible 

dont  les   coefficients  pi  sont  des  fonctions   rationnelles 
de  la  variable  indépendante  x. 
Nous  aurons  alors  facilement 

A  étant  la  discriminante  de  (1)  par  rapport  à  )'. 
De  même 
d-  Y 

et,  en  g(M)éral, 


(     4l2     ) 

Ox'  je  veux  montrer  que  les  foue lions  rationnelles  a,7f 
peuvent  être  exprimées  explicitement  à  l'aide  des  /;,•  et 
de  leurs  dérivées  successives. 

En  effet,  emplovant  le  même  artifice  à  l'aide  duquel 
M.  Piaff}'  (')  a  démontré  les  formules  de  M.  Liouville, 
je  multiplie  (2)  par  Aj*  et  forme  la  somme  des  expres- 
sions pareilles  pour  j)  =J'),  y-2)  •  •  •?  J'n-,  It^s  yi  étant 
les  racines  différentes  de  (i). 

Nous  aurons 


(4) 


/v   +   l 


A.v^.+  i  =  aio5A  +  aii5/,- 


~i~^l,re— I  *.r+«  — lî 


si  l'on  désigne  .y yi=  !2)'^.  la   somme  des  puissances  A"^""'^ 
des  i-acines  de  (i). 

Si  l'on  donne  à  /.  les  valeurs  0,1,  ...,//  —  1 ,  on  ob- 
tient 71  équations,  qui,  résolues  par  rapport  à  a,,-,  en 
donnent  la  valeur  sous  forme  de  déterminant 


(5)    a. 


Sfi—l        S,i 


•'''2  «-2 


De  même,  l'équation  (3),  multipliée  par  A/' r'^,  nous 
donne,  à  l'aide  de  l'égalité 


la  relation  suivante 


I     ^/;+I,0'S/i  +  ^/)+ 1,1 -^/.-t-I   +•••+  31 /,-(-], „_i  .f/,-i-,,^I 


l  ,  k  ,  k 

—  A  (  '^/',o5/.- -i-  ,7— — •  Sî/M  ■'>'/,  +  i  +----^  1-4-11 ■  ^/''"-l  ■^ /•■+«- 


(  '  )  Sur  les  quadratures  algébriques  et  logarithmiques  (Annales 
de  l'École  Aornia/e  supérieure,  3^  série,  t.  II,  p.  i8'|-2o6:  i8<S3). 


(   1'3  ) 

Eu  donnant  h  /«•  les  valeurs,  o,  i,  2,  ....  n — 1 
nous  obtenons  //  équations  cjui  déterminent  les  ^•/.+i,(  i' 
l'aide  des  sj,  s'-  cl  les  a^ /,.  Si  done  les  a^, /,  sont  eouuus 
nous  aurons  'J.p^\j.  Mais  nous  avons  déterminé  les  y.^h'. 
donc  (6)  nous  donnera  les  ao^y^,  et  ainsi  de  suite. 

On  peut  remar(|uer  (|ue  poTir  p  =  i  l'expression  (6) 
se  simplifie;  notamment  le  premier  membre  de  la  se- 
conde parti(;  contient  sous  le  signe  de  dillérentiation  la 

quantité  -j— —  .<^^,  ;  (piant  au  second  membre,  il  se  j)re- 

senle  sous  iorme  d'un  déterminant. 

Mais  je  n'insiste  plus  sur  ces  détails  (  '  ). 


[L-la] 

m\  LA  IMSCISSIO^  DE  L'ÉQUATION  DES  OIADRIOLES  (^); 

Par  m.  L.  RIPEHT, 

Ancien  élève  de  l'I'kole  Polytechnique. 


Soit  l'équation  générale  carlésienne 

,'  F(\,  V,  Z,  T)  ^-  A\^-4-  .V'Y2-f-  \"/J 
(Q)  +  9.  B  YZ  -4-  ■).  B'  Z X  +  ■>.  B"  X  Y 

!  ^  •>.CXT-H  K'/ YT+  vtC'ZT  -^  DT^  =  o. 

En  désignant  par  H  le  discriminant  de  la  fonction  F. 
par  r/,  (i\  .  .  . ,  <" ,  d  les  mineurs  du  premier  ordre  de  H 
correspondant  respectivement  à  A,  A',  . .  . ,  C".  J),  et 


(')  Celle  noie  csl  extraite  du  Cliap.  III,  §  29  du  iMémoiie  Sur  les 
intégrales  rationnelles  des  équations  différentielles  linéaires,  pu- 
blié en  russe  dans  les  Mémoires  scientifiques  de  l'Université  de 
Kasan,  livres  I\-IX.  1898. 

(-')  Comparer  avec  l'article  5k/"  la  discussion  de  l'équation  des 
coniques.  (A'.  A.,  p.  329;  1898.) 


(  1-1  ) 

nota  m  ment, 

a"  =  AA'D  -4-  iG'CB"—  AC'^—  A'C^  —  DB"2. 
d  =  AA'A"-f-  2BB'B"—  AB^  —  A'B'2  —  A'B''^; 
posant 

a  =  A' A"—  B2.  a'  =  VA  —  B'^,  a"  =^AA'—  B"^ 

p  =  B'B"  —  AB,         3'  =  B" B  —  A' B',         '^^  BB'  —  A ' lî", 

(loù  lésulte 

II  =r  \}d  —  ( }::  a  C-^  4-  2  i:  3  C  G"  j  : 
posant  enfin 

AD— G2=0,         A'D  — G'2=0',        A"D— G"^'=0", 

il  est  aisé  de  démontrer  par  la  décomposition  en  carrés 
de  la  fonction  F  on  de  vérifier  directement  les  identités 
snivantes  : 

]"  Dans  l'hypothèse  \.y!' d  ^  o 

AF  =  iPx^  -I-  KY-^Z  +  (AC-B"GjTJ^ 


/a"  ^/ 


//a 


2"  Dans  riiypothèse  Aa"^o,  r/ =  o,    qui   entraînt; 

j'."  Y  —  3  Z  -^  (  AC'  -  B"G  )T2  J 


Ac%  Ar/"  .j.^ 


3"  Dans  riiypothèse  A  a"^o,  <^/  =  H  =  o,c]ui  entraîne 

c"^  o 

AF:^,'F:,^    ,    |a'Y-pz  +  (AG'-B"G)T]    ^    Aa"  ^., . 

*     '  ni'  y." 

4"   Dans  l'hypollièse  A^o,  r/=  H  =  a=  a'^  a''=:;  o, 

r/.Vo 

AF  =  ipk^-f-  -jC  AG'—  B"G)YT  -^  ^(AG"—  B'G)ZT  +  01^; 


(  4 '5  ) 
5"  Enfin,  dans  riivpoLlièsc  t\-~  o,  avec 


Dès  lois,  il  esl  /.jcili'.  en  faisant  sni-  tliaquc  forme 
d'équation  les  liypotlièscs  (ju'elle  conipoite,  de  dc'inon- 
trer  les  théorèmes  suivants  : 

Théouème  1 .  —  L'espèce  dune  </iuid/i(jiie  donnée 
par  V équation  (Q)  et.  sa  situation,  tant  par  rapjiort  au 
plan  de  l'infini  qu'à  l'origine,  sont  indiquées,  sans 
exception,  par  le  7'ableau  suivant  f  '  )  : 


1     A</> 


\d 


III. 


;■  Il  >  o  I  Quadri(|iic  iiiui^iiiairc  E,. 

\  ,,  (  Point(qiiatiriqiicsercdiii.santaii 

jC       J>    O    '     Il     — l    O 

\  )       pôle  dii  plan  de  l'infini). 

(  Il  <o  I  Ellipsoïde  réel  E. 
,  M  <  o  I  H3'pcrboioïdeà  deux  nappes  II,. 
.  a">  o  )  ..  _      \  Cône  (quadrique  passant  par  le  )  IV. 
d  yt  o,  a"^o     ]  {       pôle  tlii  plan  de  l'infini). 

Il    >o  I  Ilyperboloïde  à  une  nappe  II,. 
Il  <  o  I  Paraboloïde  elli|»tique  P^. 
d  =  n  Ml  =  o  !  (  Voir  le  théoi-.  1  Ijïs  ci-après). 

(  Il  >  o  !   Paraboloïde  hyperbolique  P,,. 


I.  Quadriqucs  couiiant  le  plan  de  l'infini  suivant  une 
conique  imaginaire. 

II.  Quadiiques  coupant  le  plan  de  l'inlini  suivant 
une  conique  réelle  (ellipse  dans  le  cas  de  a,  a'  et  ■■j."'^Oy 
hyperbole  ou  parabole  avec  a,  a'  ou  a"5  f>)- 

III.  Quadriques  coupant  le  [)lan  de  l'inlini  suivant 
deux  droites  concourantes  (imaginaires  pour  P^,  réelles 


(  '  )  On  ]ieiit  remplacer  la  combinaison  Aa"  par  l'une  des  suivantes  : 
.\a',  A'a,  V'x",  \." y.,  A" a',  à  rcxclusion  de  Aa,  A'x'  ou  \." %" .  D'ail- 
leurs, I  entraîne  toujours  A,  A',  \"  de  mêmes  signes  et  a,  a',  x"  po- 
sitifs. La  combinaison  (  \r/  <;  o,  a'>o)  n'est  à  considérer  que 
lorsqu'on  a  eu  même  temps  x  >  n,  a'>n. 


(  4i6  ) 
pour  P^),  en  d'autres  termes,  quadriques  tangentes  au 
plan  de  l'infini. 

IV.    L'origine   est   extéiieure,    sur   la   quadritpie,   ou 
intérieure  selon  que  l'on  a 

AD  >  o,         D  =  o         ou         AD  <  o. 
Le  cône  asymptote  a  pour  équation 


F(X.  Y.Z.  T)-  jT^  =  o. 


Les  eoordonnées  du  centre  sont x  =  c,j}=c',  2  =  c'  . 
/  =  (I.  Le  plan  polaire  de  l'origine  a  pour  équation 

GX-^G'Y-t-C'Z^DT  =o. 

Toute  quadrique  (H  ^  o)  a  deux  systèmes  de  généra- 
trices rectilignes,  imaginaires  pour  E,  P^,  Ho  <  H  <^  o), 

réels  pour  H,  et  P/,  (H^  o). 

Théori^me  1  hi.s.  —  Si  l'on  a  ^^H  =  o,  la  qua- 
diiqiie  Q  est  une  variété  cylindrique  dont.  V espèce  et  la 
situation  sont  indiquées,  sans  exception,  par  le  Tableau 
suivant  : 


II. 


III.  / 


a  >  o 


a    <;  o 


;     Aa">  o        Cylindre  imaginaire. 

\        a"  =  o       Droite  (cj'lindre-point  ). 

(     \a" <,  o       Cylindre  elliptique  réel.  I 

(        a"  y^  o        Cylindre  hyperbolique.  i 

(        ^7"=  o        Dièdre  (cylindre-plans  sécants). 

/  a,  a'  ou  a"  y^  o  \  Cylindre  parabolique. 

^  Plans    parallèles 


IV 


a  =  a 

=  rt"  =  o 


6,  6' ou  6">o 


'      imaginaires. 


L      ,,     ,„        (Plans    parallèles  I. 
/&  =  0=6=0  -^  >\. 

(      confondus.  1 


e,  e'ou  6"<o 


(  Plans    parallèles  j 

(     réels  et  distincts.  , 


I  et  IL    Variétés    respectives  des  paraLoloïdes  P,.   et 
P;^,    présentant    les     mêmes    caractères    de    situation; 


(  Ir;  ) 

a//=  AA'—  W-  et  «"=  I)a"4-  2  IV'CC—  AC'-^  —  A'C^ 
doivent  se  correspondre*,  si  l'on  a  a"=o,  avec  a  ou 
a'^o,  on  opérera  sur  (a,rt)  on  (y.',  a).  La  droite 
(7."^o,  ri"  =  o)  est  l'interseclion  de  deux  [)lans  ima- 
j^inaires  conjugués. 

III.  Quadricjues  coupant  le  plan  de  linilni  suivant 
une  droite  double  (toujours  réelle)  qui,  pour  le  cylindre 
parabolique,  est  la  droite  centrale  (génératrice  à  l'inlini 
du  cylindre). 

IV.  Les  équations  de  la  droite  centrale  sont,  dans 
tous  les  cas,  F^  =  o,  F'y  =  o,  Fy=  o,  deux  de  ces 
équations  entraînant  la  troisième.  Tous  les  cylindres 
ont  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes  confondus 
en  un  seul  (système  double). 

V  .  L'équation  du  plan  c(întral  est  F^  =  o,  F^  =^  o 
ou  F/  =  o,  ces  trois  équations  étant  identiques.  Le 
système  de  génératrices  rectilignes  est  indéterminé. 

TnÉOKii.ME  !2.  —  La  situation  et  V espèce  d'une  qua- 
drique  donnée  par  son  éf/uation  tangentielle 

iq)  F(U,V,W,  R)=  SÂU2+2SBVW-i-^ivcUR  +  DIl2  =  o 
sont  indiquées,  sans  exception,  par  le  Tableau  suii'ant  : 


III. 


\d>o,     a">o 


\d 


o,  X   >  o 


d  -- 


H  >  o  I  Quadii(|ue  imaginaire. 

1  Plan  (quadrique  se  réduisant  au 
""      (       plan  polaire  de  l'origine). 
H  <  o  I  Quadriqui!  réelle  non  i-cf^lee. 
H  <o  I  1(1. 

i  Conique  (quadrique  située  dans  )  IV. 
"~     I       son  plan  polaire  de  l'origine). 
H  >  o  I  Quadrique  réelle  réglée. 

Quadrique  réelle  non  réglée q^. 
(  Voir  le  Ihéor.  2  bis  ci-après). 
Quadrique  réelle  réglée  <j,. 


II 

<<• 

H 

=  0 

(il 

>  0 

(  4iH  ) 

I.  Quadriqiu's  aux(|uelJes  on  ne  peut  mener  de  Toii- 
gine  [intérieure)  qu'un  cône  circonscrit  imaginaire. 

II.  Quadriques  auxquelles  on  peut  mener  de  l'origine 
(^extérieure)  un  cône  circonscrit  réel. 

III.  Quadriques  auxcpielles  on  peut  mener  de  l'ori- 
gine [sur  la  surface)  un  cône  circonscrit  se  réduisant 
au  plan  tangent. 

IV.  La  quadrique  est  liyperboloïde,  paraboloïdc  ou 
ellipsoïde,  selon  que  l'on  a 

AD>o,  D  =  o         ou         AI)<o. 

H  ■<  o  caractérisant  toujours  une  quadrique  non 
réglée  (E,  P^,  Ho)  et  H>  o  une  quadrique  réglée  (P/, 
ou  H,)('),  E  correspond  à  (AD<^o,  H  ■<  o),  Ho  à 
(AD>o,  H<o),  H,  à(AD>o,  H>o),  P,à(D  =  o, 
H  <C  o),  P/j  à  (D  =  o,  H  >>  o).  Le  plan  polaire  de  l'ori- 
gine a  pour  coordonnées  u  ^  c,  \>  =  c',  w  =  c" .  r  =  d . 
Il  coupe  la  quadri(}ue  suivant  la  conique 

F(U,  V,  W,  K)  — ^^  R2=o. 

L'équation  du  centre  est 

CL-  -H  C  V  -f-  G"  W  -^  DR  =  o. 

Théorème  2  lus.  —  Si  l'on  a  <i  =  H  ;=  o,  la  qua- 
drique q  se  réduit  à  une  conique  située  dans  un  j)la/i 
passant  par  l'origine  et  dont  la  situation  et  V espèce 
sont  indiquées,  sans  exception,   par  le  Tableau  sui- 


(')  Cette  propriété  importante,  constante  quel  que  soit  le  système 
de  coordonnées,  est  la  conséquence  d'un  fait  géométrique  :  Une 
quadrique  est  toujours  du  même  genre  (réglée  ou  non  réglée)  que 
«es  corrélatives  et  ses  transformées  homographiques. 


l'y  ) 


\'(iiii 


a"> 


A«">  Il        Coniiiuc  imaf^iniiirc. 

Droite. 
Aa "  <  o       Conique  réelle. 

Conique  réelle. 

Couple  tle  points  réels. 
a,  a'  ou  a"  ^  o  \  Conique  réelle  q^. 


;iv 


m.' 


a  =;  2 

=  a" 


6,  6' ou  0">o 


(  Deux  point? 


gin-dires. 


~  a  —  o 


,,,     ,„        (  Deux    points 
:0  =f)  =:o  ' 

'      fondus. 


0.  6' ou  0"<o 


(  Deux  points  réels 
et  distincts. 


I  oL  II.  Coniqutîs  (variétés  respectives  des  cjuadritjues 
(|^  el  <yo)  ne  passaut  pas  par  l'origine,  qui  est  seulement 
située  dans  leur  plan.  La  droite  (a">  o,  /-/'=  o)  est  la 
jonction  de  deux  points  imaginaires  conjugués. 

III.  Coniques  passant  par  l'oiigine  (ou  ayant  li;ur 
dioite  de  jonction  y  passant).  Dans  la  coniqtie  </.(,  la 
tangente  à  l'origine  est  la  corrélative  de  la  droite  cen- 
trale (génératrice  à  l'infini)  du  cylindre  parabolique. 

IV.  La  conique  est  hyperbole,  parabole  ou  (îllipse 
selon  (lue  l'on  a 


AD>o, 


D 


AD< 


La  polaire  de  Torigine  (corrélative  de  la  droite  cen- 
trale d'un  cylindre)  a  pour  équations  : 

Fi:  =  o,         V\  =  o.         F\v  =  f>) 

deux  quelconcpies  enlx^ainanl  la  troisième. 
\  .   L'équation  (\n  point  central  est 

Fl  =  o.         h\  —  o        ou         F\v=o, 

équations  identiques.  Le  plan  central  d'un  couple  de 
plans  parallèles  étant  le  plan  polaire  d'un  point  quel- 
conque du  plan  de  l'inlini,  le  poifil  cc/ttrnl  d\i\\   couple 


(    l^^o  ) 
de  points  en  ligne  droite  avee  l'origine  est  le  pôle  d'un 
plan  quelconque  passant  par  l'origine. 

Cas  des  coordonnées  tétraédriques.  —  Supposons  mainte- 
nant que  l'équation  ponctuelle  (Q)  soit  établie  en  coordon- 
nées tétraédriques  normales,  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o,  T  =  o 
étant  les  équations  respectives  des  faces  «i,  a-^,  «3,  «4  du  té- 
traèdre de  référence  Ai A2A3A4. 

II  est  facile  de  voir  alors,  en  se  reportant  au  ihcorèmc  1, 
que  (1)  : 

1°  Les  quadriques  (Af/>o,  o'.">o)  coupent  la  face  a-^  sui- 
vant une  ellipse  imaginaire;  les  quadriques  {Xd<io,  a">o) 
ou  («r/^o,  a"lo)  coupent  cette  face  suivant  une  conique 
réelle;  les  quadriques  {d  =^  o)  la  coupent  suivant  deux  droites 
concourantes  (/•  ou  i),  ou,  en  d'autres  termes,  lui  sont  tan- 
gentes. Les  cas  (I  et  II),  avec  H  =  o,  correspondent  à  un 
point  (pôle  de  «i)  ou  a  un  cône  ayant  son  sommet  en  ce  point. 
La  quadrique  (A<;/>o,  3£">o,  H  >  o)  est  imaginaire;  dans 
tous  les  autres  cas,  H  >  o  correspond  à  une  quadrique  réglée 
etll  <  o  à  une  quadrique  non  réglée.  Le  sommet  Ai  est  exté- 
rieur, sur  la  quadrique,  ou  intérieur,  selon  que  l'on  a 

AD  >  o,         D  =  o         ou         AD  <  o. 

Les  coordonnées  du  pôle  de  «^  sont  c,  c',  c" ,  d.  Le  cône  cir- 
conscrit dont  ce  point  est  le  sommet  a  pour  équation 

F(X,  Y,  Z,  T)  — ^T2  =  o. 

Le  plan  polaire  de  A;  a  ])our  équation 

GX  +  C'Y-^  C"Z-^  DT  =  o. 

Les  résultats  relatifs  à  («i,  Aj),  (<7.,,  AoJ,  («3,  A3)  s'établis- 
sent de  même,  en  remarquant  que  (A,  A',  A",  D)  d'une   part, 


C)  Ces  propriétés  sont  même  évidentes,  en  vertu  du  principe 
d'homographie,  dont  les  coordonnées  (Irilinéaires  ou)  télraéclriques 
sont  l'instrument,  comme  les  coordonnées  tangentielles  sont  celui 
du  principe  de  dualité. 


(421     ) 

(B,  B',  B",  C,  G',  G")  de  l'autre,  ont  des  significations  iden- 
tiques. 

2°  En  posant 

<i>  =  aa'l  -\-  a  a^  -f-  a" a\  -^  iba^a^  -+-  ih' a^a^  -\-  ib" a\  a^ 

la  quadrique  Q  est  ellipsoïde,  paraboloidc  ou  hyperboloïde, 
selon  que  l'on  a 

a*>o,         <l>  =  o         ou         a<ï'<o, 

a  étant  ici  un  quelconque  des  mineurs  a,  a',  a",  d,  avecH<o 
pour  E,  1\.,  H2  et  II  >  o  pour  E,,  P/,,  H,.  Les  coordonnées  du 
centre  sont  «I^,,,  «l»',,,  ^'„^,  <1'',^. 

L'équation  'l'(U,  V,  W,  R)  =  o  est  l'équation  tangentielle  de 
F(X.  Y,  Z,T)  =  o. 

Remarque.  —  Les  résultats  (i")  sont  indépendants  du  sys- 
tème (normal,  baryccntrique,  etc.)  des  coordonnées  tétraé- 
driques.  Les  résultats  (2")  en  dépendent  essentiellement,  parce 
que  l'équation  du  plan  de  l'infini  est  fonction  de  aj,  ^2,  «3,  ai,. 
En  coordonnées  barycentriques,  cette  équation  devenant 
SX  =  o,  il  suffit  de  substituer  à  la  fonction  4»(ai,  «21  «3»  «i) 
la  fonction  plus  simple  4» (i,  1,  1,  ij.  Les  coordonnées  du  centre 
sont  alors  *«,==!,  *,',,=i,  *^3=i,  *«,=i. 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  :  1°  d'examiner  le  théo- 
rème I  bis,  en  remarquant  qu'à  un  cylindre  (cùne  de  sommet 
à  l'infini)  correspond  un  cône  dont  le  sommet  est  dans  le 
plan  «4,  et  que,  à  un  couple  de  plans  parallèles  (se  coupant 
suivant  une  droite  de  l'infini)  correspond  un  couple  de  plans 
se  coupant  suivant  une  droite  du  plan  «4  ;  2°  de  faire  la  tra- 
duction corrélative  des  théorèmes  2  et  2  bis,  en  substituant 
l'équation  {q)  à  l'équation  (Q).  La  fonction  d/j  à  substituer 
à  *  pour  la  détermination  de  l'espèce  et  du  centre,  est  alors 

W  =  S.Aaf  —  2i:Ba2«:i+  •.>-SGa,a4+  Daf, 

c'est-à-dire  F(ai,  a^,  «3,  «v  ). 


Ann    ili'   \ratliémnt.,  y  <:iv\c,   l.  WIl.   (ScplcmL.iv   iî^dX.)    27 
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^OTE 

SUR  LE  DEIIXIÈHE  C0\C01JRS  DES  «  \011YELLES  ANNALES  » 

POUR  1898; 

Par  m.  GALLUGCI. 


Le  deuxième  concours  des  Nouvelles  Annales  pour 
1897  a  déjà  produit  un  intéressant  Mémoire  de  M.  Da- 
poTcq ,  où  sont  données  des  démonstrations  fort  élé- 
gantes des  théorèmes  proposés. 

INl'étant  occupé  du  même  sujet,  je  l'ai  traité  par  une 
autre  méthode,  qui  permet  d'énoncer  plusieurs  théo- 
rèmes nouveaux  sur  les  cubiques  équilatères  et  svir  la 
cubique  générale.  Le  point  de  départ  est  la  considéra- 
tion des  hjperboloïdes  équilatères  qui  contiennent  la 
cubique  générale,  et,  par  cette  voie,  j'ai  réussi  à  com- 
pléter certains  résultats  de  Reye,  exposés  dans  le  Mé- 
moire :  Der  ge^cnwarfige  stand  nnserer  Kennlnisse 
in  der  Théorie  der  Raunicurven  driiter  Ordnung 
(^Festschrift  der   TViss.    Gesell.,  zu   Hamhurg,  1890). 

Mon  Travail  a  été  publié  dans  les  Rendiconti  de 
l'Académie  royale  de  Naples  (mai  1898);  les  résultats 
principaux  sont  les  suivants  : 

1°  Reye  a  démontié  que  l'on  peut  inscrire  oc-  té- 
traèdres orthocentriques  dans  la  cubique  générale;  les 
orthocentres  sont  sur  une  corde  .v  de  la  cubique;  on 
peut  ajouter  ce  ihéoième  : 

Par  deux  points  E,  F  d' une  cubique  quelconque  A"' 
on  ne  peut,  en  général,  faire  passer  une  sphère  qui 
coupe  h^  aux  sonunels  d'un  tétraèdre  orthocentriqiw. 


(  1^3  ) 
mais  si  l  on  peut  faire  passer  une  de  ces  sphères,  on 
en  peut  faire  passer  go'  ;  les  tétraèdres  que  l'on  ob- 
tient sont  tous  circonscrits  à  une  parabole  gauche 
orthogonale  qui  a  pour  directrice  la  corde  s  de  k^  ; 
les  droitesYj^  F  appartiennent  à  une  surface  réglée  du 
quatrième  ordre. 

a"  ^  un  tétraèdre  quelconque  ABCD,  on  peut  cir-^ 
conscrit e  oo'  cubiques  gauches  équilatères  qui  appar- 
tiennent à  l'hy perboloïde  des  hauteuis  du  tétraèdre, 
de  manière  que^  pour  chaque  point  de  cet  hyperbo* 
loïde  passe  une  seule  de  ces  cubiques. 

Un  corollaire  immédiat  de  ce  théorème  est  la  pro- 
priété suivante,  dont  j(î  propose  la  démonstration  di- 
recte aux  lecteurs  des  Nouvelles  Annale^  : 

Si,  dans  un  pentagone  gauche  A,  Aj  A3  A4  Ag  le 
souimet  A|  se  trouve  sur  ih)  perboloïde  des  hauteurs 
du  tétraèdre  A2A3A4A5,  le  sommet  Ao  se  trouvera 
sur  Vhy  perboloïde  des  hauteurs  de  Ai  A3  A4  Ag,  le 
sommet  A3  sur  Ihyperboloïde  des  hauteurs  de 
A,A2A4A,.... 

3"  Si  H-  est  un  hyperboloïde  passant  par  une  cu- 
bique gauche  équilatère  h^.,  il  existe  ce-  tétraèdres  T 
inscrits  à  la  cubique  et  dont  l' hyperboloïde  des  hau- 
teurs est  H^  ;  les  sphères  circonscrites  aux  tétraèdres  T 
coupent  la  cubique  aux  deux  mêmes  points  E,  F. 

4°  Si  E,  F  sont  deux  points  quelconques  d'une  cu- 
bique gauche  équilatère,  les  ce-  sphères  passant  par 
E,  Y  coupent  la  cubique  aux  sommets  de  x-  tétraèdresT 
qui  ont  un  même  hyperboloïde  des  hauteurs  1I-.  Les 
faces  des  tétraèdres  T  sont  les  plans  osculateurs  d  une 
infinité  de  paraboles  gauches  orthogonales. 


]2i 


AGRÉGAT10\  «ES  SCIEXCES  MVTHÉ^IATIOIES. 
COXCOIRS  DE  1898. 


-Ma th èrnatiq u es  élémenta ires. 

On  considère  un  triangle  T  dont  les  sommets  sont  A,  B,  C 
et  une  droite  A  dans  son  plan.  On  |3rend  les  symétriques  d'un 
point  0  quelconque  de  la  droite  A  par  rapport  aux  côtés  du 
triangle  T,  et  l'on  construit  le  centre  O'  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  ayant  pour  sommets  les  trois  points  ainsi  obtenus: 

I.  Trouver  le  lieu  du  point  O'  lorsque  le  point  O  décrit  la 
droite  A.  Ce  lieu  est  une  conique  S  dont  on  discutera  le  genre 
en  faisant  varier  la  position  de  la  droite  A  par  rapport  au 
triangle  T.  On  indiquera  également  les  positions  de  A  pour 
lesquelles  S  lui  est  tangente  ; 

II-  Trouver  le  lieu  du  centre  de  la  conique  S  lorsque  la 
droite  A  se  déplace  parallèlement  à  elle-même. 

Ce  lieu  est  une  conique  Si  qui  dépend  de  la  direction  de  A; 

III.  Trouver  le  lieu  du  centre  de  Si  lorsqu'on  fait  varier  la 
direction  de  A  ; 

IV.  Démontrer  que,  par  tout  point  I  de  S.  on  peut  mener 
trois  droites  00'  et  faire  voir  que  deux,  de  ces  droites  sont 
conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  droites  qui  joignent 
le  point  I  aux  points  de  rencontre  de  A  et  de  S; 

V.  Dans  le  cas  particulier  où  la  droite  A  passe  par  le  centre  w 
d'un  cercle  inscrit  au  triangle  T,  on  propose  de  trouver  l'en- 
veloppe de  la  droite  00'.  Démontrer  que,  dans  ce  cas,  les 
centres  des  trois  autres  cercles  inscrits  au  triangle  T  et  les 
points  de  rencontre  des  diagonales  du  quadrilatère  complet 
ayant  pour  côtés  A  et  les  côtés  de  T  sont  six  points  placés  sur 
une  même  conique. 

Ma  t  hé  m  a  t  iq  u  e  s  sp  éciales. 

Au  système  des  deux  points  M,  M',  dont  les  coordonnées 
rectangulaires  sont  respectivement  {x,y,z)  {x\y\z' ),  on  en 
fait  correspondre  un  troisième  P  de  coordonnées  (X,  Y,  Z)  par 


i 
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les  formules 

X  =  xx' ,        Y  — .x/'        Z  —  zz  . 

1°  On  suppose  que  les  points  !M,  M'  décrivenl  une  même 
droite  A  issue  d'un  point  k{a,b,  c)  et  ayant  pour  cosinus  di- 
recteurs a,  p,  Y- 

On  demande  quels  lieux  décrit  le  point  P  quand  M  et  M' 
décrivent  la  droite  A  indépendamment  l'un  de  l'autre,  ou  bien 
quand,  l'un  des  points  décrivant  la  droite  A,  l'autre  reste  fixe 
sur  cette  droite,  ou  bien,  enfin,  quand  les  deux  points  décri- 
vent A,  mais  en  restant  confondus.  Dire  quelles  relations 
existent  entre  ces  divers  lieux, 

i"  On  suppose  maintenant  que  les  points  IM,  .M'  décrivent 
non  plus  une  même  droite,  mais  une  même  conique  i2,  les 
coordonnées  d'un  point  courant  de  cette  conique  û  étant  des 
fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  X, 


X  =   -,-. 


«2X2-1- 2«iX -i- rto  62X2-1- 261 X -t- 60 


J  = 


dil^-^-'idO—  d^  -^        dil^-r-idil-^do 

CoX^-^  s  Cl  X  -f-  Co 


dil^-^  idi\  -H  dfi 

où  les  a,  b,  c,  d  sont  des  coefficients  constants. 

Lorsque  M  et  M'  décrivent  iî  indépendamment  l'un  de 
l'autre,  le  point  P  décrit  une  surface  S;  ses  coordonnées  sont 
des  fonctions  rationnelles  du  second  degré  de  deux  paramètres 
convenablement  choisis.  Dire  quel  lieu  décrit  le  point  P  sur  la 
surface  S  quand,  M'  restant  fixe  sur  la  conique  L2,  le  point  M 
décrit  seul  cette  conique.  Dire  ensuite  quel  lieu  décrit  le 
point  P  quand  M  et  iNI'  décrivent  Q,  mais  en  restant  liés  par  une 
relation  homographique  involutive.  Quelles  conclusions  peut- 
on  tirer  du  résultat  relativement  aux  coniques  situées  sur  la 
surface  S? 

3°  Quelle  est  la  nature  de  la  correspondance  qui  relie  les 
points  M  et  I\I'  sur  la  conique  il,  quand  le  point  P  décrit  une 
section  plane  de  la  surface  S?  Etudier  et  interpréter  les  cas 
de  décomposition. 

Composition  sur  /\lna/yse  et  ses  applications 
géométriques. 

On  donne  l'équation  aux  dérivées  parlicllcs 

( px  -V-  qy)- — ?aipy  —  q x)  -^  -xViz)  =  o, 


(  4^6  ) 

où  a  désigne  une  constante,  etF(z)  une  fonction  déterminée 
de  z, 

i"  Former  le  système  des  équations  différentielles  des  ca- 
ractéristiques ; 

2°  Trouver  une  intégrale  de  ce  système  d'équations  diffé- 
rentielles; 

3°  Au  moyen  de  celte  intégrale,  former  une  intégrale  com- 
plète de  l'équation  proposée; 

4"  Dire  à  quoi  doit  se  réduire  la  fonction  F(^)  pour  que  les 
caractéristiques  soient  des  lignes  asymptotiques  sur  les  sur- 
faces intégrales. 

Mécanique  rationnelle. 

Un  vase  cylindrique,  circulaire,  droit,  repose  par  le  fond 
sur  une  table  horizontale  fixe.  Le  centre  O  de  ce  fond  est  lui- 


même  fixe,  de  sorte  que  le  vase  ne  peut  que  tourner  autour 
de  la  verticale  du  point  0  ;  on  suppose  d'ailleurs  que  ce  mou- 
vement de  rotation  a  lieu  sans  frottement. 

A  l'intérieur  du  vase  se  trouve  une  tige  OH,  homogène  et 
pesante,  d'épaisseur  constante  infiniment  petite,  dont  une  ex- 
trémité est  immobile  au  centre  O,  tandis  qu'à  l'autre  extré- 
mité H  est  fixée  d'une  manière  invariable  une  sphère,  aussi 
homogène  et  pesante,  ayant  son  centre  0'  sur  l'axe  de  la  tige 
et  s'appuyant  contre  la  paroi  interne  du  vase.  Le  corps  solide  S, 
constitué  par  la  tige  et  la  sphère,  peut  se  mouvoir  librement 
autour  du  point  fixe  0;  mais  on  suppose  que  des  frottements 
se  développent  au  contact  de  ce  corps  avec  la  paroi  interne 
du  vase.  On  négligera  les  frottements  de  pivotement  et  de  rou- 
lement, pour  ne  tenir  compte  que  du  frottement  de  glisse- 
ment, dont  le  coefficient  sera  y. 
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A  l'instant  initial  /  =  o,  le  solide  S  est  immobile  et  le  vase 
est  animé  d'une  vitesse  de  rotation  loy  autour  de  la  verticale 
ascendante  du  point  O  :  trouver  les  mouvements  du  vase  et 
du  soli<le. 

On  désignera  par  R  le  rayon  intérieur  du  vase,  et  par  |ji  son 
moment  d'inertie  par  rapport  à  son  axe.  On  représentera  par 
m  la  masse  de  la  lige  OH  et  par  INI  celle  de  la  sphère.  On  ap- 
pellera ia  la  longueur  00',  que  l'on  supposera  supérieure 
à  R,  et  pie  rayon  O'H  de  la  sphère  : 

1°  On  trouvera  d'abord  les  mouvements  absolus  du  vase  cl 
du  solide  S  dans  le  cas  particulier  où  le  rayon  o  de  la  sphère 
est  nul  ; 

2"  On  les  obtiendra  ensuite  dans  le  cas  général  où  p  a  une 
valeur  quelconque  moindre   que  R; 

3°  On  discutera  enfin  le  pivotement  et  le  roulement  du  so- 
lide S  sur  le  vase,  et  l'on  écrira  en  particulier  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  roulement  s'effectue  con- 
stamment dans  le  même  sens  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
vement. Négligeant  ensuite  la  masse  m  de  la  tige  et  suppo- 
sant invariable  le  rayon  intérieur  R  du  vase,  on  résumera  la 
discussion  précédente  en  la  basant  sur  la  valeur  du  rayon  p  de 
la   sphère. 


COXCOIHS  D  ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SlPElUEtRE 
E\  1898. 


Composition  de  Mathématiques. 

Les  a\es  étant  rectangulaires,  on  considère  la  surface  T,  du 
troisième  degré, 

{x^ -^ y"^)  {x  -^  a)  ^  z^-{x  —  a)  —  o, 

où  a  est  une  constante  donnée  : 

i"  Il  existe  une  infinité   de   sphères  S  dont  chacune  a  son 
rentre  «lans  le  plan  xOy  et  est  orthogonale  à  la  surface  T  en 
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tous  les  points  de  son  intersection  (')  avec  cette  surface.  Lieu 
des  centres  des  sphères  S; 

1°  Soit  C  l'intersection  de  la  surface  T  et  de  l'une  quel- 
conque des  sphères  S  :  montrer  que  C  se  projette  sur  le  plan 
xOj  suivant  une  conique,  et  déterminer  la  portion  de  cette 
conique  qui  correspond  à  des  points  réels  de  C; 

3°  Construire  la  projection  de  la  courbe  G  sur  le  plan  ^O^r; 

4"  Il  existe  une  infinité  de  sphères  S  dont  chacune  est  tan- 
gente à  la  surface  T  tout  le  long  de  son  intersection  avec  cette 
surface.  Lieu  des  centres  des  sphères  S  (on  pourra  employer 
cette  remarque  que,  par  l'intersection  delà  surface  T  et  d'une 
sphère  quelconque,  passent  une  infinité  de  surfaces  du  second 
degré); 

5°  Soit  r  la  ligne  de  contact  de  T  avec  l'une  quelconque  des 
sphères  S  :  montrer  que  cette  ligne  est  un  cercle;  lieu  des 
centres  de  ces  cercles; 

6°  Montrer  que  toute  sphère  qui  passe  par  un  des  cercles  V 
coupe  T  suivant  un  autre  cercle  qui  fait  aussi  partie  des 
cercles  T . 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  CENTRALE  DES  ARTS 
ET  MANUFACTURES  EN  1898  (PREMIÈRE  SESSION). 


Géométrie  analytique. 

Les  axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires. 

On  donne  les  points  K{x  =  a, y  =  o),  B(^  =  o,  ^^  =  b)  et 
la  parallèle  OC  menée  par  l'origine  O  à  AB. 

On  considère  une  parabole  S  tangente  à  OC  et  passant  par 
les  points  A,  B. 

i"  Quel  est  le  lieu  du  pôle  de  AB  ? 

a°  Former  l'équation  du  lieu  N  du  point  de  concours  des 
normales  en  A  et  B  à  la  parabole  S. 

Considérations  géométriques  vérifiant  le  résultat. 


C)  Dans  toute  la  question,  par  interscclion  de  la  surface  T  avec 
une  sphère,  on  entend  rinterscction  à  distance  finie. 
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Tangentes  à  N  aux  points  situés  sur  \B. 

Tracé  do  la  courbe  N. 

3"  Former  l'équation  du  lieu  P  du  point  de  rencontre  de  la 
parabole  S  avec  son  diamètre  passant  par  l'origine. 

Tangentes  à  P  aux  points  A,  B,  O. 

4°  Dans  l'hypotbose  a  =  b,  former  l'équation  du  lieu  R  des 
sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  P.  Reconnaître  que  ce 
lieu  est  une  parabole. 

5°  Tracé  de  l'ensemble  des  lignes  P,  R  dans  l'hypothèse 
a  =  è=  io8  unités  (l'unité  est  arbitraire). 

Géométrie  descriptive. 

Intersection  d'un  /lyperbo/oïde  avec  un  cylindre  de  ré- 
volution. —  1°  L'hyperboloïde  a  son  axe  (Oa),0'io')  parallèle 
à  la  ligne  de  terre  (cote  du  point  0'—  loo'""",  éloignement  du 
point   O  =  loo""",    projetante  00'  au    milieu  de  la  feuille  de 


l'épure).  La  génératrice  horizontale  (GG,  G'G')  fait  avec  l'axe 
(Ooj,  0'u>')  un  angle  de  /p"  et  est  situé  à  So'""'  au-dessus  du 
pian  horizontal  contenant  cet  axe. 

2"  Le  cylindre  de  révolution  a  Go'""'  de  rayon,  son  axe  0'  est 
de  front,  il  rencontre  l'axe  O'w'  en  A'  (distance  O'xV  à  gauche 
de  O' =  2o""")  cl  la  projetante  de  0(  >'  in  B'  en  dessous  de  O 
{distance  0'B'=  4o'""'). 
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On  demande  de  déterminer  l'intersection  de  l'hyperboloïde 
et  du  cylindre,  en  ayant  soin  d'indiquer  d'une  manière  très 
nette  les  constructions  nécessaires  pour  obtenir  un  point  de  la 
courbe  et  sa  tangente.  Il  sera  tenu  compte  de  la  recherche  des 
points  et  tangentes  remarquables. 

On  représentera  l'hyperboloïde  seul  limité  aux  deux  plans 
de  profil  P'Q  et  Pi  Qi  à  distance  égale  loo'"'"  du  centre  00', 
en  supprimant  de  ce  corps  la  portion  contenue  dans  le  cy- 
lindre. 

Cadre  de  27  sur  45.  Ligne  de  terre  parallèle  aux  petits  côtés 
du  cadre  et  à  210"""  du  côté  inférieur. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Hyperboloïde  et  cylindre. 
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Extrait  de  la  Préface. 

Nous  avons  réuni  dans  une  Introduction  les  éléments  de  la 
théorie  des  séries  et  des  produits  infinis  qui  nous  ont  paru 
indispensables.  Les  propositions  fondamentales  de  la  théorie 
des  fonctions  d'une  variable  imaginaire  qui  se  déduisent  de  la 
considération  des  intégrales  prises  entre  des  limites  imagi- 
naires, propositions  dont  nous  ferons  largement  usage,  ont  été, 
dans  cette   Introduction,   systématiquement   laissées  de   côté  : 
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elles  sont,  depuis  longtemps,  inscrites  dans  le  progrannme  de 
la  licence  es  Sciences  mathématiques;  elles  sont  partout  très 
bien  enseignées  et  sont  développées  dans  d'excellents  livres, 
qui  sont  bien  connus.  On  insiste  souvent  moins  sur  le  rôle  que 
jouent,  dans  la  théorie  des  fonctions,  les  séries  ordonnées 
suivant  les  puissances  entières  de  la  variable,  bien  que  Cau- 
chy  ait  mis  pleinement  ce  rôle  en  lumière  (').  Il  nous  impor- 
tait surtout  d'exposer  avec  détail  quelques-uns  des  résultats 
essentiels  obtenus  par  M.  Weierstrass.  Cette  Introduction, 
nous  espérons  que  beaucoup  de  nos  lecteurs  pourront  se  dis- 
penser de  la  lire  en  entier;  mais  ;■!,  dans  la  suite,  ils  ont 
quelque  inquiétude  sur  la  rigueur  de  certaines  démonstrations 
et  transformations,  ils  pourront  y  recourir. 

Nous  introduisons  immédiatement  la  fonction  <jU  sous  forme 
de  produit  infini.  Cette  voie  directe,  qui  est  celle  de  Weier- 
trass,  nous  a  paru  naturelle  et  facile  dans  l'état  actuel  de  l'en- 
seignement. Les  propriétés  essentielles  de  cette  fonction  et  de 
celles  qui  en  dérivent  sont  développées  dans  le  premier  Vo- 
lume. Le  second  Volume  contient  la  théorie  des  fonctions  & 
et  celle  de  leurs  quotients,  les  fonctions  sn,  en,  dn  de  Jacobi. 
Il  termine  ce  qui  se  rapporte  au  Calcul  différentiel. 

Dans  le  troisième  Volume  se  trouvent,  d'une  part,  les  théo- 
rèmes généraux  sur  les  fonctions  doublement  périodiques 
et  leurs  intégrales,  déduits  pour  la  plupart  de  la  proposition 
célèbre  de  M.  Hermite  sur  la  décomposition  en  éléments 
simples,  et,  d'autre  part,  l'exposition  du  problème  général  de 
VInvcrsion.  Enfin,  dans  le  dernier  Volume,  on  étudiera  les 
intégrales  elliptiques,  en  insistant  sur  le  cas  où  les  coeffi- 
cients sont  réels  ainsi  que  les  chemins  d'intégration.  On  ter- 
minera ainsi  ce  qui  se  rapporte  au  Calcul  intégral.  On 
abordera  ensuite  le  problème  de  la  transformation  et  l'on 
développera  quelques  applications  d'une  nature  élémentaire 
se  rapportant  à  des  branches  diverses  de  la  Science. 

Un  des  ennuis  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  est 
dans  la  richesse  même  des  formules  qu'elle  comporte  et  que  la 
mémoire  semble  incapable  de  fixer.   Il  faut  pouvoir  renvoyer 


(')  Il  y  a  déjà  longtemps  (iiir  M.  Méray  la  exposé  d'une  façon 
systématique  dans  son  Précis  d'Analyse  in/înilésir)iri/e  et  dans  une 
suite  (11-  litaux  Mémoires. 
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à  ces  formules  et  les  retrouver  facilement  :  nous  avons  adopté, 
pour  les  plus  importantes,  un  système  de  numérotage  auquel 
nous  prions  le  lecteur  de  vouloir  bien  s'accoutumer.  Il  les 
retrouvera  toutes,  avec  leurs  numéros,  dans  un  Tableau  dont 
la  première  partie  se  trouve  à  la  fin  du  Calcul  différentiel 
et  la  seconde  à  la  fin  du  Calcul  intégral  :  ce  Tableau  consti- 
tuera comme  un  résumé  de  la  Théorie  et  faciliteia  beaucoup, 
nous  l'espérons,  la  lecture  et  l'usage  de  notre  Livre. 

Les  notations  que  nous  avons  adoptées  au  début  sont,  sauf 
quelques  légères  modifications  sur  lesquelles  nous  nous  expli- 
querons tout  à  l'heure,  celles  de  M.  Weierstrass;  mais  nous 
n'avons  pas  cru  devoir  nous  borner  aux  fonctions  qu'il  a  intro- 
duites. Ces  fonctions  sont,  d'une  part,  très  propres  à  traiter  de 
la  façon  la  plus  simple  beaucoup  d'applications,  beaucoup  de 
celles,  en  particulier,  qui  se  rapportent  à  la  Géométrie  et  à  la 
Mécanique.  D'autre  part,  elles  se  prêtent  très  bien,  en  raison 
même  de  la  façon  symétrique  dont  les  périodes  y  figurent, 
à  l'exposition  d'un  très  grand  nombre  de  propriétés,  qui 
peuvent  être  regardées  comme  véritablement  élémentaires. 
Il  nous  a  donc  paru  qu'elles  constituaient  un  excellent  point 
de  départ.  Mais,  d'un  autre  côté,  bien  des  propriétés,  et  des 
plus  importantes,  tant  en  Algèbre  qu'en  Arithmétique,  n'ap- 
paraissent que  lorsqu'on  sépare  les  périodes  :  elles  restent 
cachées  là  oîi  les  périodes  sont  engagées  d'une  façon  symétrique. 
Là  où  importe  cette  séparation  des  périodes,  d'autres  nota- 
tions reprennent  l'avantage.  Nous  avons  donc  cru  devoir  laisser 
une  place  considérable  à  ces  fonctions  de  Jacobi,  dont  on  a 
dit  qu'elles  ne  joueraient  plus  qu'un  rôle  historique  :  à  la 
vérité,  ce  rôle  serait  encore  assez  beau.  Il  ne  faudrait  pas 
s'étonner  si  la  multiplicité  des  notations  se  trouvait  être  dans 
la  nature  des  choses  et  s'il  convenait  d'en  changer  suivant  les 
questions  que  l'on  aborde.  Il  semble  d'abord  que  cette  multi- 
plicité soit  une  gêne  et  un  ennui,  il  se  peut  qu'elle  soit  une 
richesse.  Quoi  qu'il  en  soit,  nous  avons  mis  tous  nos  soins 
à  bien  expliquer  comment  les  diverses  notations  se  raccordent 
les  unes  aux  autres  et  à  faciliter  la  lecture  des  principaux 
Mémoires  et  Traités. 

C'est  le  désir  d'une  parfaite  symétrie  qui  nous  a  conduits 
à  écrire  Wj,  0)2,  103  là  où  M.  Weierstrass  écrit  co,  —  to",  w'. 
Cette  modification  n'altère  pas  les  fonctions  du,  'd\U^  d^u, 
^zU  :  elle  permet  de  condenser  singulièrement  les  formules  et 
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li'cn  écrire  une  .seule  lorsque,  autreiiiciil,  il  l'aul  en  écrire 
trois.  Ce  changement  présente,  en  apparence  (mais  en  appa- 
lence  seulement,  comme  on  ne  manquera  pas  de  l'observer 
,iprcs  avoir  lu  les  Chapitres  de  V/mcrsio?i),  quelque  inconvé- 
nient :  le  plus  grand,  à  nos  yeux,  est  d'obliger  à  un  peu  d'at- 
tention le  lecteur  qui  voudra  se  reporter  aux  Formeln  und 
Lehrsàtze  de  M.  Schwarz.  C'est  au  lecteur  à  juger  si  les  rai- 
sons de  symétrie,  qui  nous  ont  décidés  et  qui  sont  évidentes, 
étaient  assez  fortes  pour  que  nous  nous  permissions  de  nfius 
mettre  un  peu  en  désaccord  avec  cette  belle  publication,  qui 
présente,  à  tant  d'égards,  un  caractère  définitif  :  c'est  après 
bien  des  hésitations  que  nous  nous  sommes  résolus  à  ce  léger 
chansement. 


SOLiriO\S  M  OIKSTIOXS  IMlOl'OSÉlîS. 


Questions  324  et  414. 

324.  (1856,  p.  229;  1898,  p.  i4H).  —  Quelles  sont  les  phases 
de  la  Terre  et  les  éclipses  de  Terre,  pour  un  spectateur 
placé  dans  la  Lutte? 

41  i.  (1858,  p.  3i;  1898,  p.  292).  —  Quel  est  l'aspect  du 
monde  pour-  un  spectateur  placé  sur  la  Lune  supposée  sans 
atmosphère?  Par  cjuels  moyens  ce  spectateur  peut-il  re- 
connaître que  la  Lune  tourne  autour  de  la  Terre  et  pas 
la  Terre  autour  de  la  Lune? 

SOLUTION 
Par  M.  Gaudks. 

Supposons  que  les  progrès  de  la  Science  chez  les  Sélénites 
aient  marché  comme  chez  nous. 

Ces  êtres  hypothétiques  ont  commencé,  comme  nos  an- 
cêtres, par  croire  que  les  étoiles  tournaient  autour  d'eux  en 
vingt-sept  de  nos  jours  sept  heures  quarante-trois  minutes 
onze  secondes,  puisque  c'est  dans  ce  temps  que  la  Lune 
accomplit  sa  révolution  sur  elle-même,  et  ce  fut  le  jour 
sidériil  lunaire. 
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Ils  ont  vu  le  Soleil  mcUre  un  peu  plus  de  temps  pour 
tourner  autour  de  la  Lune  à  cause  de  son  mouvement  propre 
d'Occident  en  Orient  sur  la  sphère  céleste  :  cela  leur  a  permis 
de  trouver  le  jour  solaire  de  la  Lune,  composé  à  peu  près 
régulièrement  d'une  nuit,  de  quatorze  de  nos  jours  dix-huit 
heures  vingt-deux  minutes  une  seconde  et  demie  succé- 
dant à  une  période  éclairée  de  même  durée,  et  ce,  brusrpie- 
ment,  sans  crépuscule,  par  suite  de  l'absence  d'atmosphère. 
Aucun  nuage  n'arrêtant  les  rayons  du  Soleil  ou  n'empêchant 
le  rayonnement,  il  fait  d'autant  plus  chaud  le  jour  et  d'autant 
plus  froid  la  nuit  que  la  longueur  des  jours  est  plus  de  qua- 
torze fois  supérieure  à  ce  qu'elle  est  chez  nous. 

Lorsqu'ils  se  sont  rendu  compte  du  mouvement  rétrograde 
du  Soleil,  ils  ont  vu  revenir  cet  astre  au  même  point  du  ciel 
au  bout  de  un  de  nos  ans  moyens  et  0,006374  de  nos  jours 
solaires  moyens  :  ce  fut  leur  année  sidérale. 

Leur  année  tropique  est  plus  difficile  à  calculer,  car  elle 
dépend  des  angles  variables  formés  par  l'équateur  lunaire  avec 
le  plan  de  l'orbite  lunaire,  et  par  ce  plan  avec  celui  de  l'éclip- 
tique;  elle  dépend  aussi  de  la  rétrogradation  des  nœuds  en 
dix-huit  ans  deux  tiers;  on  peut  dire  cependant  que  la  Lune 
reste  en  moyenne  à  la  même  distance  du  Soleil  que  nous,  mais 
que,  dans  chaque  jour  solaire  de  la  Lune,  la  face  qui  nous  re- 
garde n'étant  soumise  entière  aux  rayons  du  Soleil  qu'à 
l'époque  de  l'opposition,  reçoit  un  peu  moins  de  chaleur  que 
la  face  opposée,  car  celle-ci  est  frappée  en  plein  par  les 
rayons  solaires  lorsque  la  Lune  est  en  conjonction,  c'est-à-dire 
à  environ  120  rayons  terrestres  plus  près  du  Soleil. 

L'aspect  du  monde,  vu  de  la  Lune,  ne  diffère  pas  sensible- 
ment de  celui  que  nous  pouvons  observer  de  la  Terre,  sauf, 
bien  entendu,  pour  ce  qui  concerne  l'aspect  de  la  Terre,  pour 
le  fond  noir  et  non  bleu  de  ciel,  et  pour  le  mouvement  de  la 
sphère  céleste  qui  tourne  autour  d'un  axe  différent.  Sans 
parler  de  la  libration,  l'obliquité  des  plans  de  l'équateur  de  la 
Lune,  de  son  orbite  et  de  l'écliptique  modifie  bien  un  peu  les 
positions  relatives  des  planètes;  la  valse  lente  que  la  Lun^ 
danse  autour  de  la  Terre,  amène  bien  aussi  quelques  légères 
modifications  dans  ces  positions  relatives,  mais  tout  Sélénite 
autre  qu'un  astronome  n'y  prendra  pas  garde. 

Là  où  les  aspects  diffèrent,  c'est  de  la  Terre  à  la  Lune,  ou 
de  la  Lune  à    la   Terre.  La  Terre   paraîtra    au   Sélénite   à   peu 
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près  fixe  tians  le  ciel,  ()uisquo  la  Lune  accomplit  clans  le  même 
temps  sa  révolution  autour  ilc  la  Terre  et  sa  rotation  sur  elle- 
même;  il  la  verra  tourner  sur  place  comme  une  toupie,  et 
présenter  ses  phases  successives.  Il  s'agit  ici,  bien  entendu,  du 
Séiénite  habitant  la  portion  de  la  Lune  qui  nous  est  toujours 
visible;  des  habitants  des  autres  portions  de  la  Lune,  les  uns 
ne  verront  jamais  la  Terre  et  les  autres,  habitant  les  parties 
que  la  libration  nous  découvre,  pourront  voir  de  temps  en 
temps  notre  planète. 

Quant  aux  phases,  elles  ne  seront  pas  très  nettes;  la  i)ré- 
sence  de  l'atmosphère  terrestre  estompera  les  lignes  de  dé- 
marcation entre  les  parties  éclairées  de  la  Terre  et  les  parties 
restées  dans  l'ombre;  d'autre  part  la  rotation  rapide  de  la 
Terre  modifiera  sa  figure  pendant  la  durée  de  chaque  phase  et 
cette  figure  sera  encore  elle-même  modifiée  sans  cesse,  car  les 
nuages  lui  constitueront  un  masque  de  forme  variable  et  tou- 
jours en  mouvement  :  la  lumière  cendrée  ne  sera  qu'un  rêve. 
Enfin,  les  phases  ne  correspondront  pas  à  celles  que  nous  ob- 
servons; elles  se  reproduiront  bien  en  vingt-neuf  jours  douze 
heures  quarante-quatre  minutes  deux  secondes  neuf  dixièmes 
qui  constitueront  la  durée  du  mois  terrestre,  mais  à  notre 
nouvelle  Lune  correspondra  la  pleine  Terre,  à  la  pleine  Lune 
la  noiaelle  Terre,  au  premier  quartier  de  la  Lune  le  dernier 
de  la  Terre  et  inversement. 

Le  Soleil,  vu  de  la  Lune,  présentera  en  moyenne  le  même 
diamètre  apparent  que  vu  de  la  Terre;  mais,  chaque  mois,  ce 
diamètre  apparent  subira,  en  outre,  des  variations  très  sen- 
sibles. Kn  effet,  à  l'époque  tie  la  pleine  Lune,  celle-ci  étant  plus 
éloignée  du  Soleil  que  la  Terre  de  soixante  rayons  terrestres, 
la  parallaxe  moyenne  de  toutes  les  époques  de  pleine  Lune 
sera  de  1 5'  3o"  environ  ;  aux  quartiers,  la  Terre  et  la  Lune  étant 
également  distantes  du  Soleil,  la  parallaxe  moyenne  sera  de 
i6'i", 82;  à  l'époque  de  la  nouvelle  Lune,  la  parallaxe  moyenne 
de  toutes  les  néoménies  sera  d'environ  16' 33 ",64. 

Le  rayon  terrestre  vu  de  la  Lune  sous-tendra  un  angle  de 
28' 3 r,  tandis  que  pour  nous  le  rayon  lunaire  e?t  mesuré  par 
i5'34". 

Cela  permettra  de  voir  que  la  Lune  est  tantôt  plus  près  du 
Soleil  que  la  Terre,  tantôt  plus  loin.  L'astronome  séiénite 
calculera  comme  nous  sa  dislance  au  Soleil  par  l'observation 
du   passage  de  Vénus  sur  le  Soleil,  par  cxonipli-.  et  Ct%  s'il  est 
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possible,  au  moment  de  l'opposition  et  à  celui  de  la  conjonc- 
tion; la  différence  de  ces  deux  mesures  lui  fera  voir  que  la 
Terre  ne  s'éloigne  pas  du  Soleil  tous  les  mois,  comme  la  Lune; 
il  pourra  trouver  le  rayon  de  l'orbite  lunaire  et  au  moyen  de 
la  parallaxe  la  valeur  du  rayon  terrestre  et  le  volume  de  la 
Terre.  Il  devra  conclure  nécessairement  de  ces  calculs  qu'un 
astre  gros  comme  la  Terre  ne  peut  pas  tourner  autour  de  la 
Lune  alors  que  sa  dislance  au  Soleil  ne  subit  pas  les  mêmes 
écarts  que  la  distance  de  la  Lune  au  Soleil.  11  en  sera  persuadé 
s'il  calcule  aussi  le  volume  de  la  Lune  au  moyen  des  éclipses 
annulaires  terrestres,  ou  s'il  exécute  directement  sur  la  Lune 
des  mesures  susceptibles  de  lui  donner  ce  volume  et  s'il  le 
compare  à  celui  de  la  Terre  :  s'il  lance  en  l'air  un  système  de 
deux  boules  d'inégale  grosseur  et  reliées  par  une  corde,  il  ne 
verra  pas  la  grosse  boule  obéir  à  la  petite. 

Enfin  les  éclipses,  puisque  nous  venons  de  dire  qu'il  y  en 
aurait,  seront  à  peu  près  les  mêmes  que  chez  nous;  mais  notre 
atmosphère  empêchera  des  observations  précises;  la  durée  de 
ces  phénomènes  sera,  en  général,  plus  longue  que  chez  nous, 
la  Lune  tournant  vingt-sept  fois  moins  vite  que  la  Terre,  ou, 
du  moins,  ils  resteront  visibles  pendant  toute  leur  durée 
pour  les  mêmes  habitants  de  la  Lune;  enfin,  nos  éclipses 
annulaires,  partielles  ou  totales  de  Soleil  ne  pourront  donner 
lieu  qu'à  des  éclipses  annulaires  ou  partielles  de  Terre  et  nos 
éclipses  totales  ou  partielles  de  Lune  qu'à  des  éclipses  totales 
ou  partielles  du  Soleil. 

Note.  —  Pour  une  autre  solution,  due  à  M.  Berdelié,  voir  Vlnter- 
médiaire  de  l'AFAS,  où  ces  deux  questions  ont  été  récemment 
proposées.  Les  Rédacteurs. 


Question  399. 

Cette  question,  dont  l'énoncé  est  reproduit  (juin  1898,  p.  291) 
comme  celui  d'une  ancienne  question  non  résolue,  ne  figurait 
pas  sur  la  liste  du  3i  décembre  1897.  Elle  a  été,  en  effet,  ré- 
solue par  M.  Genty,  en  1898,  page  6*.  Nous  devons  cette  rec- 
tification à  l'obligeance  de  M.  Hilaire,  auquel  nous  adressons 
nos  plus  sincères  remercîments.  Les  RÉD.vcTEuns. 
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SUR  LA  SllUFACE  DE  STEI\EU; 

Pvii  M.  E.  LAGOUR, 
Maître  de  Conférences  à  l'Université  de  Nancv. 


Une  surface  est  dite  u/iicursale  quand  les  coordonnées 
d'un  j)oii)t  quelconque  de  la  surface  peuvent  s'exprimer 
par  des  fonctions  rationnelles  rie  deux  paramètres.  On 
peut  regarder  les  deux  paramètres  comme  les  coordon- 
nées d'un  point  pris  dans  un  plan  anxiliaire  (n)  et  rap- 
porté à  deux  axes  fixes.  A  tout  point  ni  du  plan  (H) 
correspond  alors  un  seul  point  JM  de  la  surface;  en  sup- 
posant de  plus  qu'à  un  point  M  de  la  surface  correspond 
en  général  un  seul  point  m  du  plan  (II),  on  dit  que  la 
surface  est  représentée  sur  le  plan  (II)  et  l'on  désigne 
le  point  m  sous  le  nom  à'i/nage  du  point  1\I. 

Nous  allons  étudier  ici  une  surface  unicursale  du 
quatrième  ordre,  signalée  par  Steiner  et  qui  peut  être 
représentée  sur  un  plan,  de  façon  que  les  sections  planes 
de  la  surface  aient  pour  images  des  coniques.  Nous 
choisirons,  dans  les  propriétés  bien  connues  de  cette 
surface,  celles  dont  la  démonstration  permettra  de  mon- 
trer le  plus  simplement  l'utilité  de  ce  mode  de  repré- 
sentation. 

1.  Jieprésanfafion  de  In.  surface  sur  un  plan.  —  La 
surface  de  Steiner  peut  être  délinie  à  l'aide  de  l'équation 

(S)  Y-2Z2-i-Z2X2H-X2Y^  — 2\YZ  =  o, 

si  on  la  rapporte  à  trois  axes,  OX,  OY,  OZ,  convenable- 
ment choisis.  On  voit  de  suite  qu'elle  a  un  point  triple 
Ann.  de  Mnihcnuil.,  Z'  série,  l.  WII.  (Octobre  iP.().S.)        28 
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à  l'origine  et  trois  droites  doubles  passant  par  ee  point, 
les  droites  OX,  OY,  OZ. 

Une  sécante  vaiiable  passant  par  le  point  triple  ren- 
contre la  surface  en  un  seul  point  variable  :  de  là  ré- 
sulte la  possibilité  de  représenter  la  surface  snr  un  plan. 
Nous  allons  d'abord  insister  sur  cette  représentation. 

Soient  a,  [B,  y  les  paramètres  directeurs  d'une  sécante 
passant  par  le  point  O,  et  X,  Y,  Z  les  coordonnées  d'un 
point  M  pris  sur  cette  sécante,  de  sorte  qu'on  peut  poser 

X  =  ap,         Y  =  pp,         Z  =  -;g. 

En  exprimant  que  le  point  M  est  sur  la  surface,  on  trouve 

(  [3  -  Y"  +    ,  "  ^  "  ~!~  C(-  jj-  )  p   =   '2  XjjY  , 


1" 


,«'Sv 


Y  = 
Z  = 


'/-' 

j-i-r-  y2:(2_^   j(202 

■2ap'! 

0->  , 

'-  -+-  V-St-  -i-  ^--|i- 

•.^2372 

Ces  formules  se  sinipliûent  si  l'on  pose 

on  obtient  ainsi 

X  =         ^./^         .       Y  =  ^-^         ,       2  ^  2.7y 


et  il  est  facile  de  vérifier  que,  quels  que  soient  a:,  y^  s, 
les  valeurs  de  X,  Y,  Z,  définies  pai"  ces  formules,  satis- 
font à  l'équation  de  la  surface  (S). 

Nous  regarderons  x,  y,  z  comme  les  coordonnées 
liomogènes  d'un  point  m  pris  dans  un  plan  (II)  et  rap- 
porté à  deux  axes  loç,  tor;  clioisis  dans  ee  plan  :  on  voit 
d'abord  que,  à  tout  point  m  du  plan  (0),  les  formules 
précédentes   font  correspondre   un   seul    point  .M   de   la 
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surface  (S).  Ilécipiocjucnieiil,  à  un  [)()iiiL  M  pris  5iu'  la 
surface  et  non  situé  sur  les  droites  doubles  0\,  0\  ,  OZ 
correspond  un  seul  point  m  du  plan  (0),  celui  dont  les 
coordounées  hoinoi^ènes  sont  définies  par  les  éj^alités 

Xj-  =  Yj  =  7.Z. 

A  chacun  des  points  j)iis  sur  l'une  des  lignes  doubles 

correspondent  deux  points  du  plan  (II)  situés  sur  l'un 

des  axes  m\,  (or,  ou  sur  la  di'oite  de  TinOni.  Par  exemple 

au  point 

X  —  h.         Y  =  o,         'L  —  o, 

correspondent  les  deux  points 

^  =  o.         h  iy-+  --  )  —  -y.}'^  =  »  '■ 

ces  points,  situés  sur  o)y,,  sont  conjugués  par  rappoit  aux 
deux  points  h  et  //  de  cet  axe  pour  lesquels  on  a 

Enfin,  au  point  triple  O  de  la  surface  correspondent 
trois  points  sur  le  plan  (11),  \n  point  to  et  1(îs  points  à 
l'infini  sur  les  axes  co;,  cor,. 

2.  Les  sections  f)/anes  de  (S)  on/,  pour  images  des 
coniques  . —  La  surlace  S  ayant  trois  droites  doubles,  la 
section,  par  un  plan  quelconque,  a  trois  points  doubles, 
et  coninn;  cette  section  est  une  ligne;  du  quatrième  degré 
elle  est  unicursale  (  ').  De  plus,  une  section  plane  quel- 
conque de  (S)  a  pour  image  une  conique;  car  ia  condi- 
tion nécessaire  et  sulfisante  pour  qu<;  \v  point  (X,  Y,  Z) 
de  la  surface  soit  sur  le  plan 

f/  X  -f-  f  V  -H  ir  Z  -4-  //  =  o, 


(')  M.  l'iriinl  ;i  rli-inonlrr  que  les  seules  surfaces  al^'ébriques,  dont 
toutes  les  sections  piniics  sont  unicursalos.  sont  les  surfaces  rét;lces 
unicursales  el  l.i  surface  du  (|ualritme  ordre  de  Slciner. 
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est  que  le  point  correspondant  (.r,j)  ,  z)  du  j)laii  (FI)  sa- 
tisfasse à  la  condition 

(  C )         2 uyz  -+-  -ivzx  -]-  -i. ivxy  -\-  h{x'-  -H  j'^ -4-  ■=- )  =  o, 

qui  est  bien  l'équation  d'une  conique  :  nous  appellerons 
conique  (C)  l'une  quelconque  des  coniques,  images  des 
sections  planes  de  (S).  Toutes  les  coniques  (C)  divisent 
harmoniquenient  les  deux  segments  aa'  et  hh\  dont  les 
extrémités  sont  déterminées  par  les  équations 

a  a  •  oh  • 

Ces  couditions  suffisent  pour  déterminer  le  système  li- 
néaire des  coniques  (G),  système  qui  dépond  de  trois 
paramètres  variables. 

3.  L'image  de  la  section  par  un  plan  tangent  se 
décompose  en  deux  droites.  Equation  tangentielle.  — 
La  section  par  un  plan  tangent  présente  un  point  double 
au  point  de  contact,  en  plus  des  trois  points  doubles  si- 
tués sur  OX,  0\,  OZ  ;  mais  une  ligne  du  quatrième 
degré  qui  a  quatre  points  doubles  doit  se  décomposer. 
On  est  donc  conduit  à  penser  que  la  surface  de  Steiner 
est  coupée  suivant  deux  coniques  par  l'un  quelcojique 
de  ses  plans  tangents. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  l'image  de  la  section  par 
un  plan  tangent  se  décompose  en  deux  droites.  Pour 
cela,  il  suffit  de  calculer  les  coordonnées  zf,,  i',,  h',,  h, 
du  plan  tangent  en  un  point  M(X|,  Y|,  Z,)  à  l'aide  des 
coordonnées  x,  ,7' I,  Z(  de  l'image  du  point  de  contact. 
On  a  d'abord 

,/,=:X,(Yf+Z|)-V,Z,, 

r,  =  Y,(Zf  +  Xf)-Z,X,, 

n,  =  Z,(X?-^Yf)-X,V,. 

A,  =  -X,Y.Z,: 


} 
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puis 

pui  =  Xi{y-^-h  zi  —  x\), 

pwi  =  zi(x\-^y]—z\), 
phi  =  —  ixiyizi. 

La  coni(|ue  image  de  la  section 

C{x,y,  z)ss  /ii(x--hy--\-  z^)-\-  9.Uiyz  -h  f.i'iZJ-  -^  2iri.rj  =  o 

;i  bien  pour  point  double  le  point  x,  j  ,  z,  puis(|ue  les 
équations 

-2"Ci=    hiX-h  iViJ-+-  ViZ  =  o, 

^ C'y  ^  Wi  37  -H-  // 1  y  -^  uiz=  o , 

2  C;  i^  Pi  a:  -I-  // 1  j'  -i-  /i  I  ;;  =  o 
sont  vérifiées  identiquement  quand  on  y  fait 

•3^  =  ^1,      y  =yi       -  =  -1- 
Réciproquement,  si  la  conique 
(  C)  h{x- -h y^ -h  z- }  -^  luyz  -\-  ivzx  -h  nvxy  =  o 

se  décompose  en  deux  droites,  c'est  l'image  de  la  section 
de  la  surface  (S)  par  l'un  de  ses  plans  tangents,  car,  si 
Ton  exprime  que  la  conique  (C)  admet  comme  point 
double  le  point  x,  j ',  ^,  on  obtient  trois  équations  qui 
déterminent,  à  un  facteur  commun  près,  les  valeurs 
de  /<,  v,  ^v,  //,  et  les  valeurs  ainsi  déterminées  sont  les 
(  oordonnées  du  plan  tangent  à  la  surface  (S)  au  point 
ivant  pour  image  le  point  Xt,j'i^  Zi. 

Ainsi,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  (jue 
le  plan  («,  V,  (v,  /t)  soit  tangent  à  la  surface  (S)  est 
(jne  la  section  de  la  surf  ace  par  ce  plan  ait  pour  image 
une  conique  qui  se  décompose  en  deux  droites. 

On  aura  donc  l'équation  tangentiellede  la  surface  (S) 
(Il  égalant  à  zéro  le  discriminant  du  premier  membre 
(1(;  ré(|iialion 

h{x^-^ y'^-\-  Z-)  -\-  xuyz  ^-  ïvzx  -i-  -tAvxy  =  o, 
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ce  (nii  donne 

h^  —  h(  u-  -\-  V- -i-  \v'^)  -\-  lu  V iv  =  o. 

Remarques.  —  On  peut  voir  clirccleni(int  (|ue,  si  une 
ligne  de  la  surface  (S)  a  pour  image  une  droite  o,  celte 
ligne  est  une  conicjue.  Cela  résulte  de  ce  que  les  coor- 
données or,  y^  z  d'un  point  de  o  sont  des  fonctions  li- 
néaires d'un  paramètre  A;  par  suite,  les  coordonnées 
X,  Y,  Z  du  point  correspondant  de  la  surface  sont, 
chacune,  le  quotient  de  deux  trinômes  du  deuxiènuî 
degré  en  À. 

Donc,  quand  l'image  de  la  section  par  un  plan  P  se 
décompose  en  deux  droites  o  et  o',  la  section  se  décom- 
pose en  deux  coniques  dont  les  images  sont  précisément 
les  droites  S  et  o'. 

11  est  facile  de  consiruire  géoinéiriq uenicnt  les  deux 
(Ii'oites  0  et  ù',  en  lesquelles  se  décompose  V image  de 
la  section  par  un  plan  tangent,  quand  on  se  donne 
l'image  m  du  point  de  contact.  En  effet,  les  droites  o 
et  o'  divisent  harmoniquement  les  deux  .'■egmenis  ««', 
bb'  [voir  n"  2);  ce  sont  donc  les  ravons  doubles  de 
l'involution  déterminée  par  les  couples  de  droites 
(ma,  ma')  et  (z//^,  mU).  Celle  involution  est  celle  des 
couples  de  tangentes  menées  de  m  aux  coniques  in- 
scrites dans  le  quadrilatère  aba'b'.  Donc  o  et  o'  sont 
les  tangentes  menées  en  m  aux  coniques  du  faisceau 
tan gentiel  KK' -\-  XBB'=  o  qui  passent  par  le  point  ?//, 
AA'BB'  désignant  les  premiers  membres  des  équations 
tangentielles  des  points  adbb' . 

4.  Plans  langeais  singuliers.  —  Pour  que  les  tan- 
gentes menées  de  m  aux  coniques  inscrites  dans  le  qua- 
drilatère adbb'  soient  confondues,  il  faut  et  il  suffit 
(jue  le  point  ///  soit  sur  l'un  des  côtés  du  quadrilatère. 
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Dans  et;  cas,  l'image  de  la  seeliuii  par  le  plan  langent 
correspondant  au  point  m  se  compose  de  deux  droites 
confondues;  la  section  par  ce  plan  langent  doit  se  coni- 
|)oser  de  deux  conicjues  conlondiies  et  le  plan  tangent 
doit  être  un  plan   langent  singulier. 

Il  est  facile  de  le;  vérifier  par  le  calcul.  Les  coordon- 
nées des  points  «,  a,  d'une  part,  />,  />',  d'autre  part, 
.sont  données  par  les  équations 

y  =  "•  X  =  0, 

On  en  déduit,  pour  les  équations  des  côtés  du  qua- 
drilatère, 

.r  -f-  ;'-+-:;  =r  o ,  .r  — y  -i-  ^  =  o, 

T -h y  —  ^  =  o,  — j- -t-y -4- ^  =  o. 

Quand  le  point  m  est  sur  le  côté  a: -f-j)  -i- g  =  o, 
l'image  de  la  section  par  le  plan  tangent  au  point  cor- 
respondant de  (S)  est  {x  ~\- y  +  c)-=  o,  ou  encore 

x-  -f-^''--f-  Z--Î-  -lyz  -{-  -izx  -\-  ixy  =  o. 

On  reconnaît  sur  cette  équation  l'image  de  la  section 

par  le  plan 

Xh-Y-^Z-m  =  o. 

On   voit  ainsi  qu'aux   quatre  côtés  du   quadrilatère 
correspondent  les  quatre  plans  tangents 
X-i-Y-t-Z-M=o, 
X  —  Y  -  Z  +  I  =  o, 

—  X-i-Y  —  Z  +  i  =  o, 

—  X-Y-t-Z-i-i^o, 

Comme  vérification,  on  peut  mettre  l'équation  de  la 
surface  (S)  sous  l'une  des  formes 

(  YZ-hZX-i-XY)2=2XYZ(  X-f-Y  +  Z  +  i), 
(— VZ-^ZX-<-XY)2=  2XYZ(  X  — Y  — Z  +  i), 
(  YZ  -  ZX  -H  XY  Y-  =  2XYZ(-  X  +  Y  —  Z  -1-  i>, 
(      YZ  4-  Z\  -  XY)2=  .2XYZ(-  X  -  Y  -H  Z  -m). 
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dont  cliacune  met  ou  évidence  l'un  des  plans  tangents 
singuliers  et  la  conique  suivaut  laquelle  il  touche  la 
surface  (S). 

Ainsi,  la  surface  de  Steiner  adinel  quatj-e plans  tan- 
gents singuliers  et  chacun  de  ces  plans  touche  la  sur- 
face le  long  d'une  conique. 

On  s'assure,  à  l'aide  de  l'équation  tangentielle,  qu'il 
n'y  a  pas  d'autres  plans  tangents  singuliers  que  les  quatre 
plans  (jui  viennent  d'être  considérés. 

5.  Ligne  parabolique.  —  En  général,  la  ligne  para- 
bolique d'une  surface  peut  être  définie  comme  le  lieu 
d'un  point  M  de  la  suiface  tel  que  daus  la  section  de  la 
surface  parle  plan  tangent  en  JM,  le  point  double  qui 
se  trouve  au  point  de  contact  a  ses  deux  tangentes  con- 
fondues. 

Dans  le  cas  particulier  de  la  surface  de  Steiner,  la 
section  par  le  plan  tangent  se  compose  de  deux  coniques 
ayant  déjà  trois  points  communs  sur  les  droites  doubles 
OX,  OY,  OZ.  Si  ces  coniques  doivent  encore  être  tan- 
gentes au  point  de  contact,  elles  sont  nécessairement 
confondues,  et  il  en  est  de  même  des  deux  droites  5 
et  o',  images  de  ces  deux  coniques.  On  conclut  de  là 
qu'uu  point  JM  de  la  ligne  parabolique  a  pour  image  un 
point  pris  sur  l'un  des  côtés  du  quadrilatère  aba' b' ]  le 
point  ]M  lui-même  doit  alors  être  sur  la  conique  de  con- 
tact de  l'un  des  quatre  plans  tangents  singuliers. 

Donc,  pour  la  surface  de  Steiner,  la  ligne  parabolique 
se  décompose  en  quatre  coniques  et  ces  coniques  sont 
les  lignes  de  contact  de  la  surf  ace  aK^ec  ses  quatre  plans 
tangeJits  singuliers. 

G.  Lignes  asjmptoliques.  —  Proposons-nous  de 
trouver  sur  la  surface  (S)  une  ligne  telle  que,  en  chacun 
de  ses  points,  cette  ligne  soit  tangente  à  l'une  des  deux 


(  445  ) 

coniques,  section  de  la  surface  par  le  [)lan  laj)genl  en 
ce  poii)l(oii  pcul  définir  de  celle  façon  les  lignes  asvm- 
ptotiques  de  la  surface  S). 

On  sait  que,  (|uand  une  surface  est  représentée  point 
par  point  sur  un  plan,  si  deux  lignes  de  la  surlace  sont 
tangentes  en  un  point  iM,  leurs  images  sont  tangentes 
au  point  m,  image  de  M.  Or,  les  deux  coniques,  section 
de  la  surface  (S)  par  le  plan  tangent  en  un  point  M 
de  (S),  ont  pour  images  les  deux  droites  o  et  o'  dont 
l'ensemble  forme  une  conique  (C)  ayant  pour  point 
double  le  point  m  image  de  M.  Ou  est  donc  ramené  à 
trouver  dans  le  plan  (II)  une  ligne  telle  qu'eu  cliacun 
de  ses  points  cette  ligne  soit  tangente  à  l'une  des  droites  5 
et  o'  qui  correspondent  à  ce  point  et  la  solution  de  ce 
problème  est  immédiate  si  l'on  se  rappelle  la  construc- 
tion géomélrique  des  droites  o  et  o'. 

On  a  vu  que  les  droites  o  et  o'  correspondant  à  un 
point  ni  du  plan  (II)  sont  les  tangentes  en  ni  aux  co- 
niques du  faisceau  tangentiel  AA'4-  ÀBB'=:o  qui  passent 
par  ce  point.  Si  donc  le  point  ni  se  déplace  sur  l'une 
des  coniques  du  faisceau  tangentiel,  la  tangente  au  dé- 
placement sera  à  chaque  instant  l'une  des  deux  droites  o 
et  o'. 

Donc  les  lignes  cherchées  dans  le  plan  (0)  sont  les 
coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  a(t!hh\  et  comme 
ce  sont  les  images  des  lignes  asjmptoliques  de  (S),  on 
voit  que  pour  la  surface  de  Sleiner  l'équation  dilleren- 
tielle  des  lignes  asymptotiques  peut'  être  intégrée  eu 
s'aidant  des  considérations  géomélricjucs  qui  viennent 
d'être  exposées. 
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SIR  L'APPLICATION  01  PRIVCIPE  DE  DUALITE/ 
All\  THÉOUÉMES  DE  GÉOMÉTRIE  PLAXE; 

Par  m.  L.  RIPERT, 

Ancien  élève  de  l'Ecole  Pulytcchnirnic. 


GénéraliLés  et  déjînilions. 

1.  Dans  un  plan  S,  tout  théorème  pi'ojeolif  a  im 
corrélatif,  résultant  de  la  corrélation  du  point  et  de  la 
droite,  qui  entraîne  toutes  les  autres.  Mais,  en  outre,  il 
y  a  corrélation  directe  d'une  tlgure  tracée  dans  le  plan  S 
avec  une  figure  de  l'espace  rayonnant  autour  d'un 
point  S.  Les  princi[)aus  éléments  de  cette  seconde  cor- 
rélation sont  indiqués  en  regard  par  le  Tableau  sui- 
vant : 


Dans  le  plan  S. 

Point  (d'intersection  de  deux 
droites). 

Droite  (de  jonction  de  deux 
points). 

Droite  d'intersection  du  plan  S 
et  d'un  plan  M.  En  particu- 
lier, la  droite  de  l'infini  I 
est  l'intersection  de  S  et  du 
plan  de  l'infini.  Le  corré- 
latif de  la  droite  I,  danx  le 
plan  S,  est  un  point  arbi- 
trairement choisi  O,  que 
j'appellerai  origine. 

Triangle,    "ses    sommels,    ses 

côtés. 
Courbe  du  7i''ordre,  ses  points, 

ses  tangentes,  etc. 


Autour  du  sommet  S. 

Plan  (de  jonction  de  doux 
droites). 

Droite(d'intersection  de  deux 
plans). 

Droite  de  jonction  du  point  S 
et  d'un  point  M.  En  parti- 
culier, une  droite  spéciale  J 
est  la  ligne  de  jonction  de  S 
et  du  point  choisi  arbitrai- 
rement comme  corrélatif 
du  plan  de  l'infini.  Le  cor- 
rélatif de  la  droite  J,  autour 
du  sommet  S,  est  un  plan 
arbitrairement  choisi  O,  que 
j'appellerai  plan  originel. 

Trièdre,  ses  faces,  ses  arêtes. 

Cône  de  «""classe,  ses  plans  tan- 
gents, ses  génératrices,  etc. 
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Je  nii'  borne,  pour  le  motncnl,  à  ces  iiulicalioiis,  siif- 
lisanles  pour  les  transformations  purement  deseriptives, 
(|ue  j'examinerai  d'abord.  J)'auli'es  définitions  seront 
nécessaires  poui*  les  théorèmes  dans  lesquels  inter- 
viennent des  éléments  conjugués  (par  rapport  à  une 
coni(|ue  ou  un  cône  ('  )],  puis  des  éléments  tnoj  eus  et 
enfin  des  éléments  UK'f/'if/ues. 

2.  J)e  même  f|ue  la  première  [)artie  du  Tableau  fait 
ressortir  la  corrélation  de  la  droite  et  du  point  dans  le 
plan  S,  de  même,  la  seconde  partie  montre  une  corré- 
lation spéciale  (à  la  géométrie  autour  de  S)  entre  la 
droite  et  le  plan. 

Ceci  pos(;,  soit  un  théorème  a  du  plan  S;  il  lui  cor- 
respond, dans  ce  plan,  un  théorème  corrélatif  Z>,  puis, 
autour  du  point  S,  un  second  théorème  corrélatif  c; 
enfin,  au  théorème  b  du  plan  S  correspond,  autour 
de  S,  un  corrélatif  <f,  qui  est  en  outre  le  corrélatif  .ï/;<?- 
cial  de  c. 

Il  est  donc  possible  de  quadrupler  tout  théorème  pro- 
jectif  du  plan  ou,  en  d'auties  termes,  d'en  déduire  un 
groupe  de  quatre  théorèmes  associés. 

Les  exemples  suivants,  que  l'on  peut  multiplier  indé- 
finiment, ne  laisseront  aucun  doute  sur  la  généralité  et 
l'efficacité  de  l'application.  J'emploierai,  pour  les  quatre 
énoncés,  les  mêmes  notations  qui  auront  ainsi,  dans  un 
même  groupe,  des  significations  distinctes  mais  corréla- 
tives. Les  lettres  a,  b,  c,  d  indiqueront  toujours  l'ordre 
de  corrélations  défini  ci-dessus. 


(')  Le   mot  cône  désignera,  à    moins  d'inclicaliun    toiUraiic,    un 
rone  du  2'  degré  (a*"  ordre  cl  a'"  classe). 
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Exenijdes  de  corrélalions  purement  clcscripUues. 

3.  a  el  h.  Deux  triangles  du  plan  S  sont  dits  honio- 
logîques  si  les  droites  de  jonction  des  sommets  corres- 
pondants concourent  en  nn  même  point  [centre  d'ho-  * 
inologie).  Les  intersections  des  côtés  correspondants 
sont  alors  sur  une  même  droite  {^axe  d'homologie)  et 
léciproquement. 

c  et  d.  Deux  trièdres  de  même  sommet  S  seront  dits 
hojnologiques  si  les  droites  d'intersection  des  faces  cor- 
respondantes sont  dans  un  même  plan  [plan  d'homo- 
logie). Les  plans  de  jonction  des  arêtes  correspondantes 
se  coupent  alors  suivant  une  même  droite  [droite  d'ho- 
mologie)., et  réciproquement. 

4.  a.  Si,  dans  le  plan  S,  on  joint  les  sommets  A, 
B,  C  d'un  triangle  à  deux  points  quelconques  D,  et  Do, 
et  si  A, ,  A 2,  B, ,  Bo,  C( ,  Co  sont  les  points  d'intersection 
des  droites  ainsi  obtenues  avec  une  conique  quelconque 
circonscrite  à  ABC,  les  droites  de  jonction  A,  Ao,  B,  Bo, 
C)  C2  forment  un  triangle  qui  est  liomologique  à  ABC 
[théorème  de  M.  Jérabek,  Matliesis,  p.  204^  i888(*)]. 

h.  Si,  dans  le  plan  S,  on  coupe  les  côtés  A,  B,  C 
d'un  triangle  par  deux  droites  quelconques  D,  et  D2,  et 
si  A(,  A2,  B),  B2,  C) ,  Co  sont  les  secondes  tangentes 
menées  parles  points  ainsi  obtenus  à  une  conique  quel- 
conque  insciite   à   (A,  B,  C),   les  points  d'intersection 


(')  Le  théorème  de  M.  Jérabek  a  donné  naissance  à  un  article 
1res  important  de  M.  Neuberg,  Sur  les  transformations  quadra- 
tiques involutives  {Matliesis,  p.  177;  1888).  Cet  article  tout  entier 
est  susceptible  d'être  cjuadruplé  par  dualité.  Je  me  propose  de  revenir 
sur  ce  sujet. 
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\,Ao,  IÎ,I>2,C|C2  fonnoiii  un  iiiaiiyie  qui  est  lionio- 
logique  avec  (A,  B,  C){iUalhesi.<;^  /oc.  ci/.). 

c.  Si  l'on  coupe  les  faces  A,  B,  C  d'un  irièdre  de 
sommet  S  par  deux  plans  quelconques  D,,  Do  (passant 
par  S)  et  si  A) ,  Ao,  B,,  B^,  C| ,  Co  sont  les  seconds  plans 
tangents  menés  par  les  droites  ainsi  obtenues  à  un  cône 
quelconque  inscrit  au  trièdre  (A,  B,  C),  les  droites  d'in- 
tersection A,  Ao,  B|  Bo,  C|  Co  forment  un  trièdre  qui  est 
homologique  avec  (A,  B,  C). 

(i.  Si  l'on  joint  par  des  plans  les  arêtes  A,  B,  C  d'un 
trièdre  de  sommet  S  à  deux  droites  quelcon(|ues  D,,  Do 
(passant  par  S)  et  si  A,,  A,,  B,,  Bo,  C) ,  Co  sont  les 
secondes  génératrices  d'intersection  des  plans  ainsi 
obtenus  avec  un  cône  quelconque  circonscrit  au  trièdre 
ABC,  les  plans  de  jonction  A,  Ao,  B,  Bo,  C|  Co  forment 
un  liièdre  qui  est  liomologique  avec  ABC. 

5.  lîeniarque.  —  Le  tliéorcnie  d^  corrélatif  de  b,  est 
un  corollaire  de  a  par  perspective,  et  de  même  le  théo- 
rème c,  corrélatif  de  «,  est  un  corollaire  perspectif  de  Z>. 
Cette  remarque,  qui  [lent  être  répétée  pour  les  exemples 
suivants,  montre  la  liaison  intime  des  quatre  tliéorèmes 
d'un  gronpe.  En  oulre,  avec  le  principe;  de  dualité,  un 
théorème  initial  étant  démonti'é,  les  trois  théorèmes 
associés  n'ont  plus  besoin  d'autre  démonstration  que  la 
vérilication  de  la  corrélation  des  énoncés. 


Exemples  de  corrélation  avec  éléments  conjugués. 

G.  11  est  nécessairi;  de  rappeler  et  préciser  d'aboi'd 
des  délinitions  connues  : 

<i  et  h.  Dans  le  plan  S,  et  ([uelleque  soit  l'origine  O, 
If  centre  de  toiile  ( onitpu'  l'St  \v  pAlc  de  la  droite  I  de 
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l'inliiii.  Et  réciproquemenl,  la  droite  de  riufiui    est  la 
polaire  de  tout  centre  de  conique. 

c  et  d.  Autour  du  sommet  S,  et  quel  que  soit  le  plan 
originel  O,  le  plan  polaire  de  la  droite  spéciale  J  sera 
dit  pla/i  central  de  tout  cône.  Et  réciproquement  J  est 
la  polaire  de  tout  plan  central  de  cône. 

On  observera,  ce  qui  est  une  conséquence  de  la  cor- 
rélation spéciale,  que,  dans  la  géométrie  autour  du 
point,  un  plan  n'a  pas  un  pôle,  mais  une  polaire;  et 
l'éciproquement  une  droite  a  vin  plan  polaire. 

7.  Remarque.  —  On  sait  que  les  couples  de  diamètres 
conjugués  d'une  conique  déterminent,  autour  du  centre, 
une  involution  dont  les  asymptotes  (/•  ou  i)  sont  les 
droites  doubles  et  que  leurs  points  à  l'infini  détermi- 
nent, par  suite,  sur  la  droite  de  l'infini,  une  involution 
dont  les  points  à  linfini  de  la  conique  sont  les  points 
doubles.  De  môme,  les  couples  de  diamètres  conjugués 
d'un  cône  situés  dans  le  plan  cential  déterminent, 
autour  du  sommet,  une  involution  dont  les  asymptotes 
de  la  section  du  (;ône  par  ce  plan  sont  les  droites 
doubles,  et  leurs  plans  conjugués  passant  par  la  droite 
spéciale  J  déterminent  autour  de  cette  droite  une  invo- 
lution dont  les  plans  tangents  au  cône  passant  par  J 
sont  les  plans  doubles.  Ces  considérations  justifient  les 
expressions  de  droites  doubles  et  points  doubles  d'une 
conique,  droites  doubles  et  plans  doubles  d'un  cône 
qu'il  sera  commode  d'em[»lover  comme  synonymes 
d'asymptotes  et  éléments  coirélatifs  ;  elles  dispenseront 
de  la  nécessité  de  recouiir  à  trois  mots  nouveaux. 

8.  a  et  b.  Dans  le  plan  S,  deux  droites  sont  dites 
conjuguées  par  rapport  à  une  conique  si  elles  sont  pa- 
rallèles à  doux  diamètres  conjugués,  c'est-à-dire  si  elles 
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joigiicuL  un  point  arbitraire  avec  les  points  siii-  la  droite  I 
de  l'iniini   de  deux  diamètres  conjugués.  Deux  points 
sont  dits  conjugues  s'ils  sont  les  interseetions  de  deux 
diamètres  eonjugnés  et  d'une  droite  arbitraire  du  plan  S. 

c  et  d.  13eux  droites  (issues  de  S)  seiont  dites  conju- 
guées par  rapport  A  un  cône  de  sommet  S  si  elles  sont 
les  intersections  d'un  plan  arbitraire  passant  par  S  par 
deux  plans  diamétraux  conjugués  passant  par  la  droite 
spéciale  J.  Deux  plans  (passant  par  S)  seront  dits  con- 
jugués par  rapport  au  cône  s'ils  sont  les  ])lans  de  jonc- 
tion de  deux  diamètres  conjugués  et  d'une  droite  arbi- 
tra ii'e  issue  de  S. 

Il  résulte  de  ces  délinitions  que  l'on  ]K'Ut  toujours  : 
i"  dans  le  plan  S,  mener  par  un  point  donné  la  conju- 
guée d'une  droite  donnée  et  prendre  sur  une  droite 
donnée  le  conjugué  d'un  point  donné;  2"  autour  du 
sommet  S,  mener  dans  un  plan  donné  la  conjuguée 
d'une  droite  donnée  et,  par  une  droite  donnée,  le  plan 
conjugué  d  un  plan  donné. 

9.  Rtniarque.  —  11  importe  de  ne  pas  confondre, 
dans  le  plan  S,  les  droites  conjuguées  ou  points  cotiju- 
gués^  qui  viennent  d'être  définis,  avec  les  (droites)  po- 
laires conjuguées,  telles  que  le  pôle  de  l'une  soit  sur 
l'autre,  ou  les  (points)  pôles  conjugués,  tels  que  la 
polaire  de  l'un  passe  par  l'autre.  Les  éléments  corréla- 
tifs autour  de  S  sont  :  les  droites  polaires  conjuguées 
telles  que  le  plan  polaii<;  de  l'une  passe  par  l'autre,  et 
les  plans  polaires  conjugués  tels  que  la  polaire  de  l'un 
soit  dans  l'autre. 

On  remarquera  fjue  toutes  les  délinitions  qui  précè- 
dent sont  absolument  indépendantes  de  l'origine  O  ou 
du  plan  originel  0.  11  n'en  est  pas  de  mèmi;  des  sui- 
vantes. 
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10.  a  et  b.  Djlix  coniques  du  plan  S  sont  concen- 
triques si  elles  ont  le  même  pôle  de  la  droite  l  de  Tin- 
fiui,  corrélative  de  l'origine.  Elles  seront  dites  con po- 
laires si  elles  ont  la  même  polaire  de  l'origine  O,  cor- 
rélative de  1. 

celd.  Deux  cônes  (de  même  sommet  S)  seront  dits 
quasi  conpolaires  s'ils  ont  le  même  plan  polaire  de  la 
droite  spéciale  J,  corrélative  spéciale  du  plan  originel  O. 
Ils  seront  dits  quasi  concentriques  s'ils  ont  la  même 
polaire  du  plan  originel  O,  corrélatif  spécial  de  J. 

11.  a  et  b.  Deux  coniques  sont  JiomotJiétiques  si 
elles  coiqient  la  droite  I  de  l'infini  aux  mômes  points 
(/'  ou  i).  Elles  seront  dites  honiotangeutes  si  elles  ont 
les  mêmes  tangentes  (/"OU  /)  issues  de  l'origine  O. 

c  vx  d.  Deux  cônes  (de  même  sommet  S)  seront  dits 
quasi  homolana^enls  s'ils  ont  les  mêmes  plans  tangents 
(/•  ou  /)  passant  par  la  droite  spéciale  J.  Ils  seront  dits 
quasi  honiotliétiques  s'ils  ont  les  mêmes  génératiices 
(/•  ou  /  )  dans  le  plan  originel  O. 

12.  Remarque.  —  Pour  les  coniques  (ou  qnadriques) 
conpolaires  ou  liomotangentes,  on  peut  voii-  la  bro- 
chure :  La  dualité  et  llionioi^rapliie  dans  le  triangle 
et  le  tétraèdre  (Gautliier-\  illars;  1898).  Mais  on 
obsci'vera  que,  pour  les  cônes  de  même  sommet,  les 
mots  conpolairc ,  concentrique,  homolhétique  ou  homo- 
ta.'igent  n'ont  pas  la  même  signification  qne  j)0ur  les 
qnadriques  quelconques  (y  compris  les  cônes  de  soiii- 
met  différent).  Ils  définissent  des  conditions  spéciales  à 
In  géométrie  autour  du  j)oint.  C'(?st  ce  (jui  explique 
l'emploi  du  prélixe  quasi  pour  éviter  toute  confusion. 

Ceci  posé,  passons  à  diverses  applications. 

13.  a.    Dans  le   plan  S,   si,   par   nu   point  P  pris   sur 
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une  conique  C,  on  mène  deux  droites  PA,  PB  conju- 
guées par  rapport  à  une  autre  conique  C,  la  droite  AB 
de  jonction  des  seconds  points  communs  à  ces  droites  et 
à  C  passe  par  un  point  fixe  (théorème  de  Frégier  géné- 
ralisé). 

h.  Dans  le  plan  S,  si,  sur  une  droite  P  tangente  à 
une  conique  C,  on  prend  deux  points  PA,  PB  conjugués 
par  rapport  à  une  autre  conique  C,  le  point  AB  d'in- 
tersection des  secondes  tangentes  menées  par  ces  points 
à  C  décrit  une  droite  fixe. 

c.  Si,  dans  un  plan  P,  tangent  à  un  cône  C  de  som- 
met S,  on  mène  deux  dioiles  PA,  PB  (passant  par  S)  et 
conjuguées  par  rapport  à  un  autre  cône  C  (de  même 
sommet),  la  droite  AB  d'intersection  des  seconds  plans 
tangents  menés  par  ces  droites  à  C  engendre  un  plan 
fixe. 

d.  Si,  par  une  droite  P,  génératrice  d'un  cône  C,  on 
mène  deux  plans  PA,PB  conjugués  par  rapport  à  un 
autre  cône  C,  le  plan  AB  de  jonction  des  secondes  droites 
communes  à  ces  plans  et  à  C  passe  par  une  droite  (ixe. 

14.  a.  Dans  le  plan  S,  le  lieu  des  points  M  par  les- 
quels on  peut  mener  à  une  conique  C  deux  tangentes 
conjuguées  par  rapport  à  une  autre  conique  C,  est  une 
conique  C",  concentrique  à  C  et  homothétique  à  C 
(théorème  de  Monge  généralisé). 

b.  Dans  le  plan  S,  l'enveloppe  des  droites  M  déter- 
minées par  deux  points  d'une  conique  C  conjugués  par 
rapport  à  une  autre  conique  C,  est  une  conique  C", 
conpolaire  à  C  et  liomotangente  à  C. 

c.  Autour  du  point  S,  l'enveloppe  des  plans  M  déter- 
minés par  deux  génératrices  d'un  cône  C  conjuguées 
par  rapport  à  un  autre  cône  C  est  un  cône  C",  (juasi 
conpolaire  cà  C  et  quasi  homotangenr  à  C. 

Ann.  de  Malhémal.,  3«  série,  t.  XVII.  (  Oi  lol)re  1898.)        29 
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(l.  Le  lieu  des  Jroites  M,  par  lesquelles  on  peut 
mener  deux  plans  tangents  à  un  cône  C  et  conjuguées 
par  rapport  à  un  autre  cône  C,  est  un  cône  C",  quasi 
concentrique  à  C  et  quasi  honiothétique  à  C. 

15.  On  peut  appliquer  les  mêmes  procédés  de  qua- 
druplement  aux  théorèmes  concernant  l'hyperbole 
équilatère  on  les  polaires  conjuguées.  Par  exemple,  le 
théorème  connu  :  Le  centre  d' une  hyperbole  équila- 
tère se  trouve  sur  le  cercle  circonscrit  à  tout  triangle 
polaire  conjugué,  donne  naissance  au  groupe  suivant  : 

a.  Le  centre  de  toute  conique  C  dont  les  asymptotes 
(ou  droites  doubles,  7)  sont  conjuguées  par  rapport  à 
une  conique  C  se  trouve  sur  toute  conique  C",  homo- 
thétique  à  C  et  circonscrite  à  un  triangle  polaire  con- 
jugué (par  rapport  à  C). 

b.  La  polaire  de  l'origine,  par  rapport  à  toute  co- 
nique C,  dont  les  points  doubles  sont  conjugués  par 
rapport  à  une  conique  C,  est  tangente  à  toute  conique  C", 
liomotangente  à  C  et  inscrite  à  un  triangle  polaire  con- 
jugué (par  rapport  à  C). 

c.  Le  plan  central  de  tout  cône  C,  dont  les  droites 
doubles  sont  conjuguées  par  rapport  à  un  autre  cône  C, 
est  tangent  à  tout  cône  C",  quasi  homoLangent  à  C  et 
inscrit  à  un  trièdre  polaire  conjugué  (par  rapport 
à  C). 

d.  La  polaire  du  plan  originel,  par  rapport  à  tout 
cône  C  dont  les  plans  doubles  sont  conjugués  par  rap- 
port à  un  cône  C,  est  génératrice  de  lout  cône  C",  quasi 
hoinolhétique  à  C  et  circonscrit  à  un  trièdre  polaire 
conjugué  (par  rappoit  à  C). 

16.  Pour  transformer  des  théorèmes  concernant  la 
parabole,  il  faut  tenir  compte  des  conditions  ci-après  : 
i"  la  parabole  est  une  conique  tangente  à  la  droite  J  de 
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l'infini;  a°  sa  corrélative,  clans  le  plan,  est  une  conique 
quelconque  passant  par  Torigine  ;  3°  le  premier  cône 
(corrélatif  direct)  est  tangent  au  plan  originel;  4"  '*- 
deuxième  cône  (corrélatif  spécial)  admet  pour  généra- 
trice la  droite  spéciale  J. 

On  peut  même  trouver  ainsi  des  corrélations  inatten- 
dues. Par  exemple,  les  théorèmes  du  point  de  Frégier 
pour  une  conique  quelconque  et  de  la  directrice  d'une 
parabole  considérée  comme  sa  ligne  orllioptique  ou 
droite  de  Monge,  paraissent  indépendants.  Mais  si, 
après  les  avoir  énoncés  convenablement,  on  les  généra- 
lise par  homographie,  on  reconnaît  qu'ils  sont  corré- 
latifs. En  effet,  dans  le  théorème  (13,  a),  la  conique  C, 
n'intervenant  que  par  ses  directions  conjuguées,  peut 
avoir  son  centre  en  un  point  arbitraire  du  plan.  On 
peut  donc  énoncer  ainsi  ce  théorème  : 

a! .  Etant  données  une  conique  C  passant  par  un  point 
origine  O  et  une  conique  C  dont  O  est  le  centre  (ou 
pôle  de  I),  l'enveloppe  D  des  droites  de  jonction  des 
points  A  et  B  de  C  conjugués  par  rapport  à  C  est  un 
point  (ligne  de  i*"*^  classe).  Le  corrélatif  est  : 

h' .  Etant  données  une  conique  C  tangente  à  la 
droite  I  (ou  parabole)  et  une  conique  C  dont  la  polaire 
du  centre  est  I  (c'est-à-dire  une  conique  quelconque), 
le  lieu  D  des  points  d'intersection  des  tangentes  A  et  B 
à  C  conjuguées  par  rapport  à  C  est  une  droite  (ligne 
du  premier  ordre). 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'énoncer  les  ihéo- 
l'èmes  c'  et  (ï . 

Exemples  de  corrélation  avec  élémenls  uioj  ens. 

17.  Je  me  bornerai  aux  définitions  nécessaires  pour 
arriver  à  un  exemple  caractéristique  :  le  quadruple- 
ment  du  théorème  du  cercle  d'Euler. 
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n.  Le  milieu  d'un  segment  AB  d'une  droite  D  est  le 
centre  des  moyennes  distances,  ou,  par  abréviation,  le 
point,  moyen  du  couple  de  points  (A,  B).  11  est  le  con- 
jugué harmonique  du  point  à  l'infini  de  D,  ou,  plus 
simplement,  le  conjugué  de  ce  point  par  rapport  au 
couple  (A,  B)  considéré  comme  courbe  de  deuxième 
classe. 

b.  La  conjuguée  de  la  droite  de  jonction  de  Tori- 
gine  O  avec  un  point  D,  par  rapport  à  un  couple  (A,  B) 
de  droites  passant  par  D,  lequel  constitue  une  courbe 
du  deuxième  ordre,  sera  dite  la  droite  moyenne  du 
couple  (A,  B). 

c.  Le  plan  conjugué  du  plan  de  jonction  d'une 
droite  D  (passant  par  S)  avec  la  droite  spéciale  J,  par 
rapport  à  un  couple  (A,  B)  de  plans  passant  par  D  et 
considéré  comme  cône  du  deuxième  ordre,  sera  dit  le 
plan  moyen  du  couple  (A,  B). 

d.  La  droite  conjuguée  de  la  droite  d'intersection  du 
plan  originel  O  avec  un  plan  D  passant  par  S,  par  rap- 
port à  un  couple  (A,  B)  de  droites  issues  de  S  et 
situées  dans  le  plan  D,  ce  couple  étant  considéré  comme 
un  cône  (spécial  par  perspective)  de  deuxième  classe, 
sera  dite  la  droite  moyenne  du  couple  de  droites 
(A,B). 

18.  a.  Les  droites  (qui  sei'ont  dites  ^M<25t-A<2uïeM/'^), 
conjuguées  par  rapport  à  une  conique  S,  des  côtés  d'un 
triangle  et  menées  par  les  sommets  opposés,  se  coupent 
en  un  point  H,  qui  sera  dit  quasi-or thocentre  du 
triangle. 

b.  Les  points  (corrélatifs  des  quasi-hauteurs  et  qui, 
par  abréviation,  seront  dits  points-hauteurs)  conjugués 
par  rapport  à  une  conique  S  des  sommets  d'un  triangle 
et  situés  sur  les  côtés  opposés,  sont  sur  une  même 
droite  H,  que  j'appellerai  V orthocentrale  du  triangle. 
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c.  Autour  du  sommet  S,  les  droites  (qui  seront  dites 
(juasi-liauleurs  du  trièdre),  conjuguées  par  rapporta  un 
cône  X  des  arêtes  d'un  trièdre  et  situées  dans  les  faces 
opposées  sont  dans  un  même  plan  H,  que  j'appellerai 
le  plan  orthocentral  du  trièdre. 

d.  Les  plans  (qui  seront  dits  plans-hauteurs)^  con- 
jugués par  rapport  à  un  cône  S  des  laces  d'un  trièdre  et 
passant  par  les  arêtes  opposées,  se  coupent  suivant  une 
même  droite  H,  que  j'appellerai  la  droite  orthocentrale 
du  trièdre. 

Les  théorèmes  d'Euler,  Feuerbach,  etc.  donnent  dès 
lors  naissance  au  groupe  suivant  : 

19.  a.  Les  points  moyens  des  couples  de  sommets 
(A,  B,  C)  d'un  triangle,  les  points  d'intersection  de  ses 
côtés  avec  les  quasi-hauteurs  par  rapport  à  une  conique 
circonscrite  S  de  centre  K,  les  points  moyens  des  couples 
(H,  A),  (H,  B),  (H,C),  sont  neuf  points  d'une  môme 
conique  S',  homotliétique  à  S  et  dont  le  centre  K'  est  le 
point  moyen  du  couple  (H,  K).  Cette  conique  S'  touche 
les  quatre  coniques  (/•  ou  t),  inscrites  au  triangle  ABC 
et  homotliétique  à  S  (et  S');  elle  est  le  lieu  des  centres 
des  coniques  circonscrites  à  ABC  et  dont  les  droites 
doubles  (ou  asymptotes)  sont  conjuguées  par  rapport 
à  S,  coniques  qui  passent  toutes  par  le  quasi-ortho- 
centre  H,  etc. 

b.  Les  droites  moyennes  des  couples  de  côtés  (A,  B,  C) 
d'un  triangle,  les  droites  de  jonction  avec  les  sommets 
opposés  des  points  hauteurs  par  rapport  à  une  conique 
inscrite  S  dont  K  est  la  polaire  de  l'origine,  les  droites 
moyennes  des  couples  (H,  A),  (H,  B),  (H,  C)  sont  neuf 
droites  tangentes  à  une  même  conique  S',  homolangente 
à  S,  dont  la  polaire  K'  de  l'origine  est  la  droite  moyenne 
du  couple  (H,  K).  Cette  conique  S'  touclie  les  quatre 
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coniques  (/■  ou  /),  circonscrites  au  triangle  (A,  13,  C)  et 
lioniotangentes  à  S.  Elle  est  l'enveloppe  des  polaires  de 
l'origine  par  rapport  aux  coniques  inscrites  à  (  A,  B,  C) 
et  dont  les  points  doubles  sont  conjugués  par  rapport 
à  S,  coniques  qui  touchent  toutes  l'orltiocentrale  H  du 
triangle,  etc. 

c.  Les  plans  moyens  des  couples  de  faces  (A,  B,  C) 
d'un  trièdre,  les  plans  de  jonction  avec  les  arêtes  oppo- 
sées des  quasi-hauteurs  par  lapport  à  un  cône  inscrit  2 
dont  K  est  le  plan  central,  les  plans  moyens  des  couples 
(H,  A),  (H,  B),  (H,C),  sont  neuf  plans  tangents  à  un 
même  cône  S',  quasi-homotangent  à  S,  dont  le  plan 
central  K'  est  le  plan  moyen  du  couple  (H,  K).  Ce 
cône  S'  touche  les  quatre  cônes  (/■  ou  t)  circonscrits  au 
trièdre  (A,  B,  C)  et  quasi  homotangents  à  S;  il  est 
l'enveloppe  des  plans  centraux  des  cônes  inscrits  au 
trièdre  (A,  B,  C)  et  dont  les  droites  doubles  sont  conju- 
guées par  rapport  à  S,  cônes  qui  touchent  tous  le  plan 
orthocenlral  H,  etc. 

d.  Les  droites  moyennes  des  couples  d'arêtes  (A,  B,  G) 
d'un  trièdre,  les  droites  d'intersection  des  faces  avec  les 
plans  hauteurs  par  rapport  à  un  cône  S  circonscrit 
à  ABC,  dont  la  polaire  du  plan  originel  est  K,  les  droites 
moyennes  des  couples  (H,  A),  (H,B),  (H,  C)  sont  neuf 
génératrices  d'un  même  cône  ]S',  quasi  homothélique 
à  S,  la  polaire  R'  du  plan  originel  étant  la  droite 
moyenne  du  couple  (H,  K).  Ce  cône  S' touche  les  quatre 
cônes  (/■  ou  i)  inscrits  au  trièdre  ABC  et  quasi  homothé- 
tiques  à  S.  Il  est  le  lieu  des  polaires  du  plan  originel  par 
rapport  aux  cônes  circonscrits  à  ABC  et  dont  les  plans 
doubles  sont  conjugués  par  rapport  à  S,  cônes  qui  admet- 
tent tous  pour  génératrice  la  droite  orlhocentrale  H,  etc. 

20.   Les  exemples  qui  piécèdent  suffisent  [)our  mon- 
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lier  le  paili  que  l'on  peut  tirer  du  priueipe  de  dualité 
pour  la  iransfornialion  des  théorèmes  projectifs,  eu 
comprenant  sous  cette  dénomination  non  seulement  les 
théorèmes  pureuient  descriptifs,  mais  tous  ceux  dans 
lesquels  interviennent  des  éléuienls  rectangulaires  ou 
conjugués,  des  milieux,  des  bissectrices,  etc.  Le  point 
de  départ  de  la  généralisation  des  bissectinces  est  évi- 
di;nt  :  il  suffit  de  remarquer  que  les  bissectrices  d'un 
couple  de  droites  étant  ses  axes  (c'est-à-dire  les  dia- 
mètres à  la  fois  conjugués  par  rapport  au  couple  et  à 
un  cercle)  sont  un  cas  particulier  d'un  système  de  dia- 
mètres (/•  ou  i)  à  la  fois  conjugués  par  rapport  au 
couple  et  à  une  conique  quelconque. 

Bien  d'autres  considérations  resteraient  à  présenter 
avant  d'aborder  les  questions  métriques.  Je  me  bornerai 
à  quelques  indications  sommaires  sur  un  moyen  impor- 
tant de  généralisation  homographique. 

Crénéralisatioii  des  tlicorènies  initiaux. 

21.  Si  l'on  en  excepte  les  propriétés  purement  des- 
criptives (3,  -4),  les  théorèmes  initiaux  (a)  ne  sont  pas 
des  théorèmes  généraux.  En  effet,  la  notion  des  co- 
niques homotangentes  est  générale,  parce  qu'elle  con- 
sidère une  famille  de  coniques  tangentes  à  deux  droites 
quelconques  données  (/•  oui),  se  croisant  en  une  ori- 
gine arbitraire  (et  par  conséquent  générale).  Mais  il 
n'en  est  pas  de  même  pour  les  coniques  liomothéti(|ues, 
famille  de  coniques  passant  toutes  par  deux  points  J| 
et  Jm  (/'OU  i)  donnés  sur  la  droite  particulière  l  de  l'in- 
fini. L'homographie  permet  de  substituer  aux  points  J, 
et  Jj  deux  points  arbitraires  M,  et  Mo  (/ou  i)  d'une 
droite  générale  A  el  de  constituer  ainsi  une  famille  de 
coniques  (que  l'on  [)ourrail  appeler  honiopnnctue/les) 
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et  qui  sont  les  vraies  corrélatives  des  coniques  homo- 
tangentes. 

Le  point  moyen  du  couple  (A,  B),  conjugué  du 
point  d'intersection  de  AB  avec  la  droite  particulière  I, 
est  un  cas  particulier  du  conjugué  par  rapport  à  ce 
couple  du  point  d'intersection  de  AB  avec  A. 

Deux  diamètres  conjugués  sont  les  droites  joignant 
le  pôle  de  I  à  deux  points  L,  etLode  l'involutiondont  J, 
et  Jo  sojit  les  points  doubles  5  ce  sont  deux  polaires  con- 
juguées dont  les  pôles  L,  et  L2  sont  sur  I^  deux  droites 
conjuguées  joignent  un  point  arbitraire  aux  points  L, 
et  Lo.  Par  suite,  deux  diamètres  conjugués  sont  un  cas 
particulier  de  deux /jo/«i/e^co/zy«^//ee5  dont  les  pôles  N, 
et  No  sont  des  points  de  l'involution  portée  par  A  et 
ayant  M)  et  JMo  pour  points  doubles  j  deux  droites  con- 
juguées sont  un  cas  particulier  de  deux  droites  joignant 
un  point  arbitraire  du  plan  aux  pôles  conjugués  N| 
et  No,  situés  sur  A. 

22.  Ceci  posé,  laissant  au  lecteur  le  soin  de  définir 
les  éléments  corrélatifs  des  précédents  et  d'énoncer  les 
nouveaux  théorèmes  b,  c,  d^  on  voit,  par  exemple, 
que  : 

j°  Le  théorème  (14,  rt,  Monge)  se  généialise  ainsi  : 
étant  données  une  droite  A,  une  conique  C  ayant  K 
pour  pôle  de  A  et  une  conique  C  coupant  cette  droite 
en  Ml  et  iMo,  le  lieu  des  points  M  par  lesquels  on 
peut  mener  à  C  deux  tangentes  ttelles  que  leurs  points 
d'intersection  N),  N2  avec  A  soient  pôles  conjugués  par 
rapport  à  C,  est  une  conique  C",  ayant  K  pour  pôle 
de  A  et  homoponctuelle  à  C  (c'est-à-dire  passant  par  M, 
et  Mo). 

2°  Le  théorème  (19,  a,  Euler  et  Feuerbach)  est  un 
cas  particulier  du  suivant  :  Etant  donné  un  triangle  AliC 
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(  l  une  conique  S  circonscrite  et  coupant  la  droite  don- 
née A  aux  points  (/•  ou  i)  M,  et  M,^  K  étant  le  pôle 
de  A;  soient  A,,  B,,  C)  les  intersections  des  côtés 
avec  A,  et  A^,  Bo,  Cj  les  conjugués  de  ces  points  par 
rapport  aux  couples  de  sommets  : 

La  conique  (A0B2C2M1  Mo)  ou  S'  coupe  les  côtés  en 
(les  points  A3,  B3,  C3  tels  que  les  droites  AA3,  BB3,  CC3 
Tqui  concourent  en  un  point  H)  rencontrent  A  en  des 
points  A4,B4,  C4,  pôles  respectivement  conjugués  par 
I  apport  à  S  de  A,,  B,,  C,.  Les  seconds  points  communs 
à  A  A3,  BB3,  CC3  et  à  S'  sont  les  conjugués  des  points 
d'intersection  de  A  avec  ces  droites  par  rapport  aux 
couples  (H,  A),  (H,  B),  (H,  C).  Le  pôle  K'  de  A  par 
rapport  à  S'  est  le  conjugué  du  couj)le  (H,  K)  par  rap- 
port au  point  d'intersection  de  HK  et  de  A.  La  co- 
nique S'  touche  les  quatre  coniques  (/•  ou  i)  tangentes 
aux  côtés  de  ABC  et  liomo ponctuelles  à  S  et  S'  (c'est- 
à-dire  passant  par  M,,  Mo),  etc. 

23.  11  resterait  à  étudier  les  théorèmes  qui  conipor- 
lent  des  relations  métriques  et  qui,  jusqu'à  piésent,  ont 
semblé  mettre  en  défaut  la  généralité  d'application  du 
principe  de  dualité.  On  peut  cependant  arriver  à  cette 
application  en  faisant  usage  des  principes  dont  j'ai 
exposé  les  bases  dans  une  brochure  précitée.  Mais  ces 
bases  ont  besoin  d'être  développées  et  précisées.  Ce 
sera  l'objet  d'un  prochain  article. 

ERRATA. 


Tome  XVI,  1897.  —  Page  i'i3,  ligne  8  en  remontant,  au  lieu  de 
y  =  iz  —  I ,  lisez  y-  =■  2Z  —  1 . 

Page  571,  ligne  6,  au  lieu  de  y  =  av,  lisez  y  —  uv. 

Tome  XVII,  1S98.  —  Page  807,  au  lieu  de  fRSyJ,  lisez  [R8c]. 
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CERTIFICATS  D'ÉTIDES  SIPÉRIEURES 
DES  FACl'LTÉS  DES  SCIEXCES. 


SESSION    DE    JUILLET   1898.    —    COMPOSITIONS. 


Paris. 

C.AiLCLL   DIFFÉRENTIEL   ET    CALCUL   INTÉGRAL. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Etant  donnés  trois  axes  de 
coordoTinées  rectangulaires  Ox,  Oj',  Oz,  soient  INI  un 
point  d'une  surface,  P  le  point  de  rencontre  du  plan 
tangent  en  M  à  cette  surface  avec  V axe  O  z^Q  le  point 
de  rencontre  de  la  droite  MP  avec  le  plan  xOy. 

On  demande  : 

i"  De  trouver  V équation  générale  des  surfaces  (S) 
telles  que  le  point  P  soit  le  milieu  de  MQ  ; 

a°  De  démontrer  que  les  lignes  asjmptotiques  de 
ces   surfaces   s'obtiennent   par    u7ie    quadrature  [on 

pourra  prendre  pour  paraT7iètres  variables  zet—; 

3'^  De  trouver  parmi  les  surfaces  précédentes  la 
surface  C^),  la  plus  générale,  dont  les  lignes  asjmpto- 
tiques de  l'un  des  systèmes  sont  les  intersections  de 

cette  surface  et  des  paraboloïdes  —  =  C; 

4"  De  démontrer  que  ces  lignes  asymptotiques  sont 
des  courbes  unicursales. 

II.  Soit 
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une  cquuLion  diJJcrentieUe  du  prcniicr  ordre ,  à  (juclle 
condition  doit  satisfaire  la  fonction  f{x^  y)  pow'lque 
les  courbes  représentées  par .  l'intégrale  générale 
F(x,  7  )=G  forment  une  famille  de  courbes  paral- 
lèles? Si  cet  fe  condition  est  vérifiée,  on  peut  intégrer 
l'équation  (i)  par  une  quadrature. 

Ei'KEUVE   PRATIQUE.  —  Calculer  l'intégrale  définie 

dx 


i: 


i6  —  (cosa:)* 


GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 

Epreuve  écrite.  —  i"  Démontrer  que  toutes  les  sur- 
faces pour  lesquelles  les  sections  planes,  déterminées 
par  des  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés  des  xz 
et  des  jz^  forment  deux  fannlles  de  courbes  conju- 
guées sont  représentées  par  une  équation  de  la  forme 

(i)  z  =  o{x)^'b{y)\ 

1°  En  admettant  que  les  axes  soient  rectangulaires, 
démontrer  que  l'élément  linéaire  de  ces  surfaces  peut 
toujours  être  ramené  à  la  forme 

(2)  f/S2=  doc^  -f-  d'^'--ï-  2a{oL)b{^)  chd^, 

où  a  est  fonction  de  x  et  ^  fl^  y"-> 

3"  Déterminer  toutes  celles  de  ces  surfaces  qui  ad- 
mettent le  même  élément  linéaire  donné  par  Informulé 
précédente  (  2  )  ; 

4°  Prouver  que,  parnd  les  surfaces  représentées  par 
V  équation  (i),  il  existe  des  surf  aces  minima  et  donner 
l'équation  de  ces  surfaces. 

Epreuve   pratique.   —  .i/tpliquer  les  formules  de 
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M.  Schwarz  à  la  détei'mination  de  la  surface  mininia 
admettant  pou7'  ligne  géodésù/ue  la  courbe  plane  dé- 
finie par  les  deux  équations 


3a  — a3. 


J  =  o, 


z  =  3a2. 


Construire  les  sections  de  cette  surface  par  les  plans 
coordonnés. 

Déterminer  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface. 

Analyse  supérieure. 

Épreuve  écrite.  — I.  Quappelle-t-on  groupe  d'une 
équation  algébrique?  Démontrer  sa  propriété  fonda- 
mentale. 

11.  Etablir  la  formule  qui  exprime,  à  partir  d'une 
valeur  suffisamment  grande  de  A,  le  nombre  des  con- 
ditions pour  qu'une  surface  de  degré  k  passe  par  une 
courbe  gauche  de  degré  «,  de  genre  /j,  ayant  t  points 
triples. 

Epreuve  pratique.  —  Quel  est  le  genre  de  la  courbe 

y^  =1  x{x  —  \){x  —  a)- 

oii  a  désigne  une  constante  différente  de  o  et  de  i  ? 

former  l' expression  générale  des  intégrales  de  pre- 
mière espèce  relatives  à  cette  courbe. 

MÉCANIQUE    rationnelle. 

Epreuve  écrite.  —  On  lance^  sur  un  plan  horizontal 
parfaitement  poli,  un  système  matéiiel  constitué  : 

1°  Par  une  tige  rigide  AB  recfiligne  homogène, 
d'épaisseur  infiniment  petite,  de  longueur  2I  et  de 
masse  m; 


M 
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2°  Pai-  un  point  matériel  P  de  même  niasse  m,  rat- 
taché à  l'extrémité  B  de  la  tige  par  iinjil  inextensible 
et  sans  masse  de  longueur  l. 


On  demande  : 

i"  Le  mouvement  du  centre  de  grai^ité  G  du  sys- 
tème ; 

2"  Le  mouvement  du  système  par  rapport  à  des 
axes  Gx  et  Qj  de  directions  fixes  passant  par  le 
centre  de  gravité. 

On  appellera  r  et  B  les  coordonnées  polaires  du 
point  P  par  rapport  aux  axes  Gx  et  Gy 


GP  =  r, 


:GP  = 


Epreuve   puatique.    —    On    considère   un   cylindre 
droit  homogène  dont  la  masse  est  loS"",  dont  la  hau- 


teur est  10'^'"  et  dont  ta  hase  est  un  demi-cercle  de  i' 
de  rayon. 
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Trouver  : 

1°  Le  centre  de  gravité  de  ce  cylindre  ; 

2*^  Les  directions  des  axes  principaux  d^ inertie  re- 
latifs au  centre  de  gravité  ; 

3°  Les  moments  principaux  d'inertie  relatifs  au 
centre  de  gravité. 

MÉCANIQUE    PHYSIQUE. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Question  de  cours.  —  Méca- 
nisme de  la  distribution  de  la.  vapeur  dans  le  cjlindre. 
Décrire  les  phases  que  traverse  la  tension  de  la  vapeur 
d'un  même  côté  du  piston  pendant  une  oscillation  com- 
plète. Tiroir.  Excentrique.  Coulisse. 

II.  Problème.  —  On  considère  le  dispositif  formé 
d'une  manivelle  OA,  tournant  autour  de  l'axe  O  et 
reliée  par  la  bielle  AB  à  une  glissière  rectiligne  BC 
dont  le  prolongement  passe  au  point  O.  Soit  A  la  per- 


pendiculaire élevée  en  TS  à  la  glissière  BC.  Quelle  est , 
par  rapport  à  la  manivelle  OA,  l'enveloj)pe  E  des 
positions  relatives  de  la  droite  A? 

D  après  le  résultat  obtenu,  pourrait-on  remplacer 
la  bielle  AB  par  une  came  solidaire  de  la  manivelle  OA 
et  agissant  par  contact  direct  sur  un  cadre  solidaire 
de  la  glissière  ? 
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Marseille. 


Certificat  dk  Mécamqik. 


Composition  de  Mécanique.  —  Dans  un  plan   ver- 
tical  une  droite  fixe  Ox  fait  auec  l'horizontale  un 


angle  dont  la  tangente  est  -^. 


Sur  cette   droite  Ox  peut  glisser    une  plaque   pe- 
sante,  carrée  et  homogène  de  côté  ^a,   dont  le  som- 


met le  plus  haut  A  est  attaché  à  l'extrémité  d'un  fil 
élastique  AB  de  masse  négligeable,  dont  l'autre  ex- 
trémité B  est  fixe.  La  ligne  AB  est  parallèle  àOx.  A 
V état  naturel,  la  longueur  du  fil  est  \a.  Ce  fil  s'al- 
longe proportionnellement  à  sa  tension,  et  sa  longueur 
double  sous  une  tension  égale  au  poids  de  la  plaque. 

Sur  la  même  droite  Ox  repose  un  disque  pesant  et 
homogène,  de  même  poids  que  la  plaque  et  de  rayon  a. 
Ce  disque  s'appuie,  en  outre,  contre  la  plaque. 

La  droite  Ox  est  dépolie,  et  le  coefficient  de  son 
frottement  contre  le  disque  ou  contre  la  plaque  est  -j^. 
Il  n'y  a  pas  de  frottement  entre  le  disque  et  la  plaque. 

\°  Trouver  dans  quelles  positions  ce  système  est  en 
équilibre.  Comparer  ces  positions  avec  celle  qu'on  ob- 
tient en  supprimant  le  frottement  surOx; 

2°  Trouver  le  mouvement  du  système  en  supposant 
qu'à  r instant  initial  les  vitesses  sont  nulles,  et  que  le 
fil  est  à  l'état  naturel. 
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SOLUTION. 


Soit  X  rallongement  du  fil  AB  compté  à  partir  du 
point  où  le  fil  est  à  l'état  naturel.  Cette  variable  fixera 
la  position  de  la  plaque,  si  celle-ci  reste  sur  Ox.  La 
tension  du  fil  correspondant  à  l'allongement  x  est  évi- 

4« 


demment  T 


E quations  d^équilibfe.  —  On  appelle  N  la  réaction 
sur  la  plaque^  elle  passe  à  une  distance  d  du  centre  de 
la  plaque.  Cette  distance  est  naturellement  inférieure  à 


2rt,  mais  elle  peut  être  positive  ou  négative.  N/est  le 
frottement.  On  appelle  K  la  réaction  du  disque  sur  la 
plaque,  et  P  le  poids  de  la  plaque.  On  a  les  trois  con- 
ditions 

P  ces  a  —  N  =  G, 

P  sina  +  K  =  N/-i-T, 
Nrf  +  Tx2a^Ka=N/x2a. 


En  outre,  l'une  des  équations  d'équilibre  du  disque 


est 


P  sina  =  K. 


On  tire  de  là 


8  a  sin  a  —  ^afcosa  —  x  =  o, 
id  ces  a  -f-  -2 a  sina  —  ao/cosa  -t-  J"  =  o. 
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Equilibre  sans  fvotlenienl.  —  l'aisaiiL  /=  o,  oii  a 


57=  8<2Sina  =  0,8  rt, 

,            ^-f-  2a  sin  a 
«  = ^ =  — o,5a, 


en  prenaiil  approxiiualivement  sina  et  cosa  égaux  à  o,  1 
et  à  o,y. 

La  réaction  est  placée  du  côlé  du  dis(jue  à  peu  près  à 
égale  distance  du  disque  et  du  centre  de  la  plaque. 

Equilibre  cwec  frottement.  —  Il  sullit  que   Ton   ait 

|/|<o,.. 
Or  on  a 

.r  =  (o,8  — i,G/;a, 

,        i,6/-o,8  +  i,8/-o.-^.  3,4/-! 

On  lire  de  là  le  Tableau  des  positions  d'équilibre 

/=  —  0,1,         d  =  —  0,8  a,         J^  =  i,i6a, 
y  =      o,  cl  =■  —  o,5a,         :r  =  o,8a, 

y  =  -r-o,i,         c/ =  —  o,3rt,         3r  =  o,44«- 

Sur  une  drorle  prenons  OA,,  OAq,  OAo  respective- 


A. 


m 


ent  égaux  aux  valeurs  de  x\  on  peut  dire  que,  si  le 
sommet  C  de  la  plaque  ; 

Est  entre  x\,  et  Aq,  la  plaque  est  en  équilibre  et  tend 
à  descendi-e  puisque /"est  positif; 

Est  entre  Ao  et  Ao,  la  [)laque  est  en  équilibre  et  tend 
à  remonter  puisque  /est  négatil. 

En  dehors  de  l'intervalle  A|  Ao  il  n'y  a  pas  équi- 
libri-,   [)arctî  que  le   coellieienl  de  frottement  n'est   (jue 

Ann.  de  Malliéniat .,  3'  série,  l.  WIl.  (Octnluc  iSyS.)       3o 
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EnprenauL  les  moments  par  rapport  aux  sommets  C 
ou  D  de  la  plaque,  situés  sur  Ox,  on  voit  que  la  plaque 
n'est  jamais  dans  le  cas  de  basculer  dans   ses  positions 
d'équilibre.  Le  calcul  est  facile. 

Mouvement  sans  frottement.  — Soit  AI  la  masse  de 
la  plaque,  de  sorte  que  P=MjO^,  on  aura,  d'après  le 
principe  du  centre  de  gravité,  et  d'après  celui  des  aires, 
ex  en  changeant  le  signe  de  d ^ 

N  =  P  cosa, 
M  "^1^  =  P  sin  a  -f-  K  -  :^  -  N/, 

V  X 
N  d  ^-  N/  X  2  «  =  - —  X  ■?.  a  H-  K  a . 
4  (i 

Le  disque  glissant,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  frottement, 
on  a,  pour  le  mouvement  du  disque, 


dt^ 

—  K  -f-  P  s  i  11  a  : 

on 

tire 

de 

ces 

équations 

d'x        g 
dt'-        8  a 

(  8  a  sina  — 

:r) 

, 

d'où 

:r  =  8a  sina  1 

I  —  cos  1  / 

/     o- 

8rt 

t 

en  tenant  compte  des  conditions  initiales.  On  voit  que, 
quand  t  augmente,  .r  augmente,  c'est-à-dire  que  la 
plaque     descend.      Sa     vitesse     est     nulle     au     temps 

/8  a         ,  /^        •  ,'         /^ 

t=r:i/—^-,  alors  x  =  lo  a  siii  a  =  i  ,&«.  L.ette  posi- 
tion étant  diflérenle  du  point  A,,,  il  n'y  a  pas  étjuilibre. 
D'ailleurs,  il  n'y  a  pas  lieu  de  rechercher  si  la  platjue 
bascule.  La  plaque  remonte  donc  et  le  mouvement  de- 
vient oscillatoire. 
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iMouvemetit  avec  frottement .  —  Faisons  une  liypo- 
llièse.  Supposons  (jue  Je  disque  ronle  sans  glisser.  Ap- 
pelons JN'  la  réaelion  normale  sur  le  disque,  et  J'  le 
coellieient  de  frolLenieiil  du  disque  sur  la  droite  0.r. 
JNous  aurons  les  étjualious 

N'  =  p  cosa, 

M  ^^  =  p.i„a  — I\7"—  K, 

cl,  couune  le   disque  roule,  on  a 

d'où  l'on  déduit,    avee  les   équations  du  inouvenient  de 
la  plaque, 

•2  sin  a  —  /  cosa —- 

r,  ^    1 4jï_ 

àcosa 

11  faut  (jue/' soit  inférieur  à  o,  i  en  valeur  absolue 
Or,  à  linstanl  initial,  on  a 

-,  o,î  —  0,0() 

done   l'hypothèse  est  fondée   au  début.   On  peut  donc 
écrire  sans  ris(jucs 


(Ton 


P.r 
I  \  f  =  -2  .M  :;'  sin  a —  M  f^'  cos  a. 


-r—  —    -.-       •>.  Slll  7.  —j  dis  a  —   -;—      . 
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On  a  en  intégrant,  et  dans  les  circonstances  propo- 
sées, 

a7  =  4«(2sina — ycosaW  i  —  cosi/  ~^-~  t  )• 

La  plaque  commence  à  descendre,  et  le  disque  suit 
en  roulant  autourde  son  centre.  Ce  mouvement  persiste 
jusqu'à  ce  que  |/'  |  =  o,  i .  Or 

.,  _  o ,  j  i  a  —  X 

donc,  déjà  tant  que  x  <;  o,44  ">  J'  rtste  inférieur  à  o,  i . 
Ensuite,  il  faudra  que  l'on  ait 

^r  <  o ,  4  4  <^'  -T-  o ,  I  X  I  <S  rt  0  11         .r  <  2 , 2  4  a . 

Or,  l'équation  du  mouvement  nous  montre  que 
la  plus   grande    valeur   de    x    est    atteinte   au    temps 

Zc=:7:4/— ^    et  est  égale   à    8a  cosa(  2  tanga — y)   ou 

o,72«. 

.  Donc,  le  même  mouvement  persiste  jusqu'à  cette  va- 
leur de  X.  Mais  cette  valeur  est  dans  le  Tableau  des 
positions  d'équilibre.  Donc  le  système  s'arrête  après  ce 
temps.  L'équilibre  est  alors  très  stable.  Car  cette  posi- 
tion est  voisine  de  celle  où  il  y  aurait  équilibre,  même 
sans  frottement. 

Epreuve  pratique.  —  Deux  bassins  sont  en  coni- 
rnunication  par  un  tuyau  horizontal  de  i  o*^'"  de  dia- 
mètre et  de  2"^'"  de  long. 

La  surface  libre  du  premier  bassin  est  à  10'"  au- 
dessus  du  tuyau  et  la  surface  libre  du  deuxième  bassin 
est  à  5'"  au-dessus  du  tuyau. 

Sur  ce  tuyau,  li  égale  distance  des  deux  bassins,  est 
branché  un  deuxième  tuyau  de  5'"'  de  diatnètre  et  de 


(  ^73  ) 
4"""  de  long.  IJ extrémité  de  ce  dernier  tuyau  est  à  lo"" 
au-dessous  du  tujau  horizontal. 

Examiner  si  le  bassin  inférieur  recevra  ou  enverra 
de  l'eau. 

Dire  quel  sera  le  débit  du  tuyau  inférieur. 

Donner  les  niveaux  piczométriques  dans  les  tuyaux. 

Certificat  d'Astronomie. 

• 

Composition.  —  Théorie  de  l'aberration  de  la  lu- 
mière d'après  Bradley. 

Etablir  les  formules  qui  font  connaître  l'ejjet  de 
l' aberration  annuelle  : 

i*^  En  ascension  droite  et  en  déclinaison  ; 

2"   En  longitude  et  en  latitude. 

En  déduire  l'e^ét  de  l'aberration  diurne  en  ascen- 
sion droite  et  en  déclinaison. 

On  ne  parlera  pas  de  l'aberration  planétaire. 

Épreuve  pratique.  —  Etant  données  la  durée  T  de 
la  révolution  sidérale  d' une  planète  et  V excentricité  e 
de  son  orbite,  on  demande  de  calculer  l'anomalie 
excentrique  E,  à  l'époque  t(t-\-  i,  fo  désignant  l'époque 
du  passage  au  périhélie. 

Données  numériques 

T  =  i686J,64o, 
tr=  637',  473, 
p  =  0,9.370266, 

T  et  t  sont  exprimes  en  jours  solaires  moyens. 

Solution. 
Appelant  [j.  le   moven  mouvement  diurne,  AI  l'ano- 


a 
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résultat. 

Ckrtificat  d'Analvsi:  im-imtésim\i.i:. 

Composition.    —    i"   On   forme   avec    ries  //Kniifites 
rcelles  l'ex/Jit'Ssion 

A,  =  (rt,—  rt2,)(«l  —  «3), 

ainsi  que  deux  autres  f/uonlités  analogues  A 2  el  Au  en 
permutant  les  indices.  On  pose  ensuite 


A-. 


:^  -4-  -^^  -^  -^^Ydz  =  X  +  Yv/=T  -  z, 
vc  — r/i         :.  —  (/.,         Z'  —  aJ 

l  intégrale  étant  calculée  le  long  d'un  chenu n  quel- 
conr/ue  décrit  dans  son  plan  par  la  variable  indépen- 
dante z-r=:x-\-y\^ — I.  Montrer  a  jiriori  fjue  celte 
intégrale  n'a.  aucun  ternie  transcendant  et  calculer 
ensuite  H.  et  \  en  fonction  de  x  et  de  y. 

2"  /''enfler  (pie  le  rap])ort  -7-  est  une  (pianlile  ra- 
tionnelle en  z.  et,  en  conihinant  ce  rapport  avec  celui 
(juoii  obtient  en  changeant  le  signe  «7e  y/ —  1  ,  conclure 
que  si  Von  considère  deux  courbes  correspondantes 
décrites    dans    leurs   plans    respectifs    par    les    deux. 

points  Z  et  z,  le  rapport  —z--  des  arcs  élémentaires  dS 

et  ds  de  ces  courbes  est  une  quantité  réelle  rationnelle 
en  X  et  y. 

3"  Si  les  cosinus  directeurs  de  l'arc  S  s'expriment 
rationnellement  en  X  et  Y,  il  en  sera  de  même  des 
cosinus  directeurs  dr  l'arc  s  qui  s  exprimeront  ration- 
uellenie/il  en  ,»    ef  1  • 
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Pour  la  solution  de  la  question  d'analyse  dans  ses 
parties  intéressantes,  voir  une  Note  de  M.  F .  Appell, 
insérée  au  numéro  de  novembre  1 896  dans  les  Nouvelles 
Annales,  sous  le  titre  Exercice  sur  les  courbes  de  direc- 
tion. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  la  suite  des  plans 
perpendiculaires  à  une  même  droite,  et  l'on  définit  la 
position  de  chacun  de  ces  plans  par  sa  distance  z  à  une 
origine  fixe  prise  sur  la  droite. 

On  considère  ensuite  une  surface  telle  que  chacun 
des  plans  précédents  la  coupe  suiuant  une  courbe  fermée 
dont  l'aire  ait  pour  expression  le  trinôme  du  second 
degré  à  coefficients  constants 

a  z-  -\-  b  z  -h  c. 

I  "  Calculer  le  volume  V  compris  entre  la  surface  et 
deux  des  plans,  connaissant  la  distance  h  de  ces  deux 
plans,  l'aire  <7  de  la  section  faite  par  un  plan  équidis- 
tant  des  deux  plans  donnés  et  le  seul  coefficient  a  du 
trinôme. 

2"  De  lu.  formule  trouvée  pour  V  tirer  la  valeur 
de  h  exprimée  en  radicaux,  dans  le  cas  seulement  o/V 
le  coefficient  a  est  positif. 

3°  Faire  le  calcul  de  //,  sachant  que  l'on  a 


«  =  -4-12, 


V  =  /,! 


240" 


Solution. 


Ou  doit  appliquer  la  formule  de  Cardan  à  l'équation 


du  troisième  degré 


(Jn  trouve  dans  l'exemple  numérique 

h  —  2'". 
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SOLITIOIVS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1673. 

(  IS9V.  p.  r.  1 

l'ar  un  point  fixe  situé  sur  une  circonférence  de  cercle, 
on  mène  deux  cordes  rectangulaires.  Sur  chacune  de  ces 
cordes,  comme  diamètre,  on  décrit  respectivement  les  cer- 
cles c,  c' .  Le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes 
communes  aux  deux  cercles  c,  c'  est  une  strophoïde  droite. 

(  Barisien.  ) 

solution 
Par  M.  H.  Lez. 

On  sait  que  les  coordonnées  des  centres  de  similitude  de 
deux  cercles 


sont  données  par  les  équations 
■x  r  ziz  y.  /•' 


(0 


y 


'à'r-'^r' 


Or,  soient  0,1e  centre  du  cercle  de  rayon  ^R  et  G  le  point 
fixe  de  la  circonférence. 


Si  l'on  prend  OG  pour  axe  des  X  et  une  por|iondiiulairo  GD 
|iour  axe  des  Y,  le  cercle  0  aura  pour  équation 


(r-i-  >.iv)'+j'-  =  4r5-- 


^--^  y-  -+-  4  '^•'"  =  o. 


(   1>8) 

et    un    diamètre    mobile,    ^  =  tang  [i.(  j"  —  2  II  ).     renconlrera 
cette  circonférence  en  deux  points  ayant  pour  coordonnées 

M ,         a?  =  —  ■)  R  (  1  —  cos  iJL ),         r  —       2  l'I  sin  ;j.. 
N,         j;  =  —  2  R(  I  4- cosij.  ),        J' = — 2Rsin|ji. 

Par  suite,  les  cercles  c,  c  décrits  sur  C-M  et  CN  comme  dia- 
mètres, seront  représentés  par 

(x  -^  R  —  R  cos|jLj'--i-  (  j'  —  R  sin  ;j.  j-  =  2  R2(i  —  cos  a), 
("37  -f-  R  4-  R  cos|ji)-  +  (jK  -H  R  sin  ix)^  =  2R2(i  -t-  cos  a). 

Or,  il  s'agit  de  prouver  que  les  points  de  rencontre  de  leurs 
tangentes  communes,  ou  les  centres  de  similitude,  sont  sur 
une  strophoïde.  Pour  cela,  remarquant  qu'on  peut  écrire 

a= — R(i  —  cos[jl),        P=       r  sin  i-t,       /•  =  R  v/2(i  —  cosa  ). 


a'  =  — R(i -+- cos|x),        p'  =  — Rsin;jt.        /■' =  R  ^2(1 -+- cos  ;jl  ), 
les  équations  (i)  deviennent  après  réductions 

a:-  =  ±  R  sin  a. 


T^  Sin  ;jt.         ... 

V  =  R  —  (  I  d=  sin  u). 

•^  cosu 


Éliminant  la  variable  a  entre  ces  égalités,  on  obtient  l'équa- 
tion 

(  \\—x)y''-=  (R  H-  37)3-2 

qui  est  celle  d'une  strophoïde  droite  ayant  son  point  double  à 
l'origine  C. 

.'\utre  solution  de  AI.  J.  Destoux. 


Question  1697.    • 

(18.,o,   p.  38'.) 

Etant  donnés,  sur  une  conique,  deux  groupes  de  trois 
points  ai,  a^,  «3  et  èj,  b-^,  63,  s'il  existe  une  cojiicjue  inscrite 
au  triangle  aja^as  et  circonscrite  au  triangle  bibob^.  il 
existe  une  seconde  conique  inscrite  au  triangle  bibnù^  et 
circonscrite  au  triangle  a\a^_az. 

Étant  donné  un  triangle,  chaque  point   d'intersection 
s,  du   cercle  circonscrit  avec  l'un  des  cercles   inscrits  est  le 
foyer  d'une  parabole  circonscrite  au  triangle. 

(Cl.    lIr.\IHK[lT.  I 


SOLUTION 
Par  .\f.    \.  DROz-rARNV. 

I^es  (Unix  triangles  ai «2«3  et  ^1/^2^3  étant  inscrits  dans  la 
conique  C,  il  existe  une  conique  il  pnur  laquelle  les  deux 
triangles  sont  conjugués. 

S'il  existe  une  conique  qui  soit  inscrite  au  triangle  Uia^Os 
et  circonscrite  au  triangle  b\h.ib,i,  il  suffira  de  prendre  sa  po- 
laire réciproque  par  rapport  à  X,  elle  sera  inscrite  au  triangle 
hiù^bs  et  circonscrite  au  triangle  ata^as. 

Soient  rtirt2^3  un  triangle  quelconque,  A  son  cercle  circon- 
scrit, B  un  de  ses  cercles  inscrits  et  représentons  par  6]  un 
des  points  de  coupe  de  ces  deux  circonférences,  et  par  h^,  b^ 
les  ombilics  du  plan.  Les  deux  triangles  aiciiCis  et  bibob:i 
sont  inscrits  dans  la  conique  A;  en  outre,  la  conique  H 
est  inscrite  au  triangle  aia-ta^  et  circonscrite  au  triangle 
bybib^.  Il  existe  donc  une  conique  G,  circonscrite  au  triangle 
aia2«3et  tangente  aux  côtés  du  triangle  bibob^.  La  droite 
6263  étant  à  l'infini,  C  est  une  parabole  admettant  bi  comme 
foyer,  puisque  bib-i  et  6163  sont  les  droites  isotropes  passant 
par  bi  et  tangentes  à  C. 

Question  1699. 

I  18'J."),  p.  .IS-.  I 

On  considère  le  quadrilatère  fornid  par  les  quatre  pieda 
des  normales  abaissées  sur  une  ellipse  d'un  point  du  plan 
de  cette  ellipse.  Les  centres  des  quatre  cercles  circonscrits     y^ 
(cercles  de  Joachimsthal)^  passant  par  trois  des  pieds  des 
normales,  ont  pour  centre  des  moyennes  distances  le  point  >  ,  / 

d'émission  des  normales.  (E.-N.  Barisiex.  ^  •'  /w 


SOLUTION 
Par  M.  A.   Diu.z-Farny. 


Soit  b-x--^  ^^y- —  «"  ^"  =  o  l'équation  de  l'ellipse. 
Les  normales,  abaissées  du  point  (aP)sur  l'ellipse,  ont  leurs 
pieds  sur  l'hyperbole  d'Apolloniu'^ 

f-  xy  -r   b-  3  .?•  —  a-  «j-  =  o. 


(  48o  ) 

Eliminons  x  entre  ces  deux  équations;  on  trouve 

c'* y'*  +  '2c-6'-[3j'i  H-  .  .  . —  ^c  02  —  o. 

L'hyperbole  coupe  l'ellipse  en  quatre  points  dont  les  ordon- 
nées sont  y' ,  y" ,  y'" ,  j"  ;  on  aura  donc 


et,  de  même, 


c- 


Le  cercle  de  Joachimsthal,  passant  par  les  points  •>.,  3  et  4> 
aura  pour  équation  développée  dans  chaque  ouvrage  de  Géo- 
métrie analytique 

,  _      .      fc-x'         \  le- y'        ., 


^  ^f  -  i^.yi  —  ^^  -  ?y  =<•> 


d'où,  pour  les  coordonnées  de  son  centre, 

a  a-  —  c'-  x'  c-  y'  -1-^6- 


X,  =  ^_  ,  Y,  = 


9.6-2 

et,  par  conséquent, 

4art2_c2i;.r'  _  ^  ^    ,    _  r2y+4p62 


vx,  =  :îji:: ^:i:l  ^  a,         ï:y 


202 


On  a  donc,  pour  les  coordonnées  du  centre  des  moyennes 
distances 

^         4  4' 

de  même 

-!• 

11  y  a  donc  une  petite  erreur  dans  l'énoncé.  Le  point  cher- 
ché se  trouve  sur  la  droite  qui  joint  le  centre  de  l'ellipse  au 
point  d'émission  de!^  normales  au  quart  à  partir  du  centre. 


(  48.  ; 


Question  1703. 

(  1895.  p.  38V) 

i"  Le  lieu  des  centres  des  coniques  osculatrices  à  une 
circonférence  donnée  en  un  point  donné  de  cette  circon- 
férence et  passant  par  un  autre  point  donné  de  la  circon- 
férence est  une  hyperbole  équilatère. 

"i"  Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  osculatrices  à  une 
circonférence  donnée  en  un  point  donné  de  cette  circon- 
férence est  un  cercle. 

3"  Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  oscula- 
trices à  une  circonférence  donnée  en  un  point  donné  de 
cette  circonférence  est  uu  cercle.  (E.-N.  Bahisikn.) 

SOLITION 
Par  M.  A.  Droz-Fahny. 

Prenons  pour  a\.e  des  x  lu  tangente  au  point  donné  de  la 
circonférence  de  rayon  R,  cl  pour  axe  desjK  le  diamètre  pas- 
sant par  ce  point. 

Toute  conique  osculatrice  à  la  circonférence  à  l'origine 
aura  une  équation  de  la  forme 

( I )  x-  ->r y-  —  iW y  -\-\ y( y  —  mx )  =  o. 

i"  On  obtiendra  le  lieu  cherché  en  éliminant  la  variable  X 
entre  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  .r  et  à  j-,  de  l'équa- 
tion générale  des  coniques.  On  trouve  aisément 

m  y-  —  nix-  —  i-xy  —  m  R^  =  o, 

équation  d'une  hyperbole  équilatère  dont  le  centre  se  trouve 
sur  la  corde  d'osculation  au  quart  à  partir  de  l'origine  et  qui 
est  tangente  à  la  circonférence  donnée  à  l'origine. 

i"  On  obtiendra  toutes  les  hyperboles  équilatères  du  sys- 
tèiiic  en  faisant  dans  l'équation  (I  ) 

X  =  —  2         ou         X-  —  y-  -r-  ■?,  nixy  —  -i  \\y  —  o. 

\in  éliminant  ni  entre  les  dérivées  partielles  de  celte  équa- 
tion, par  rapportai  et  a  y,  on  aura,  pour  le  lieu   des  centres 


cherché, 


(  48'.  ) 

y-  -h  X-  ^  f{y  =  o, 


équation  d'un  cercle. 

La  conique  sera  une  parabole  si  ^(i  -\-l)  =  1-m^. 

■i"  De  là,  en  posant  X  ni  =  20,  on  a,  pour  l'équation  des  pa- 
raboles, 

(x  —  (px  )- —  2  Ry  =  o. 

Identifions  cette  équation  avec  l'équation  aux.  foyers 

{X  —  'x)-  -^  iy  —  3 )^  =  (  /n x  -+-  ny  -i-p  )- . 

En  éliminant,  entre  les  équations  d'identification,  les  quan- 
tités m.  /î,  p,  (f,  on  trouve  aisément  pour  le  lieu  des  foyers 

a2  -+-  H2 —  C —  =  o. 
2 

Ces  trois  questions  se  laissent  traiter  aussi  par  des  considé- 
rations géométriques  très  élémentaires. 


Question  1717. 

(  ISllB.  p.   n.j.  , 

NOTE 
Par  M.  <.',.  Gallucci. 

A  propos  delà  question  1717. 

Pour  éclaircir  une  phrase  obscure  de  l'énoncé  de  la  ques- 
tion 1717  on  peut  modifier  cet  énoncé  en  disant  : 

Le  lien  des  milieux  des  cordes  d'un  cercle  O  ayant  une 
projection  donnée  7.lsur  un  diamètre  fixe  D  est  une  cjuar- 
tique  (m);  discuter  cette  courbe.  Le  cercle  O  et  deux  points 
P,  Q  de  la  courbe  (m)  étant  donnés,  déterminer  la  posi- 
sition  du  diamètre  D,  la  projection  -il  et  les  autres  points 
de  la  courbe  (ni). 

On  arrive  à  la  solution  de  la  seconde  partie  de  la  question 
par  des  considérations  élémentaires  fort  simples;  la  construc- 
tion est  la  suivante  : 

On  conduit  les  cordes  KL,  i\iN  du  cercle  O  qui  ont  leurs 
milieux  en  P.  Q  ;  le  diamètre  du  cercle  O,  perpendiculaire  à 
la  di'oilc  qui  joint  les  milieux  de    KAi  et  L\,    donne  une  solu- 


(  483  ) 

lion;  le  diamèlrc.  perpendiculaire  ù  la  droilt'  qui  jniiil  les 
milieux  de  Kx\  et  LM  donne  une  autre  solution.  Et  ce  sont  là 
les  seules  solutions. 

-V  propos  de  la  première  partie  de  la  question,  on  peut  ar- 
river très  simplement  à  la  construction  de  la  tangente,  indé- 
pendamment des  théorèmes  de  MM.  d'Ocagne  et  Godefroy,  en 
parlant     de    l'équation    polaire    de    la    courbe    (/n)    qui    est 

/■^ 

p- H — : =/'2  (numéro  d'avrd,  p.  188). 

'^         sin«a>  ^  ' 

En  dérivant  par  rapport  à  co,  on  a 

t-COSUJ 


P  ? 


sin'tco 


ou  bien 


?'?  tanew  = 


sin^oj 


p'  étant  la  sous-normale  au   point    /n.  Si  d  est  le  point  où  D 
coupe  ab.  on  a 


nid  =  0  tanir  a) 


ml) 


d'où 


;'  nid 


Donc,  si  l'on  porte  sur  md  le  segment  me  =  p',  le  point  c  est 
le  conjugué  harmonique  de  d  par  rapport  à  a,  b.  De  là  on 
déduit  la  construction  de  la  normale  et,  |)ar  conséquent,  de  la 
tangente. 

Cette  construction  coïncide  avec  celle  qui  a  été  trouvée  par 
M.  Mannlieim. 

Si  l'on  part  de  l'équation  cartésienne  de  la  courbe,  on  ob- 
tient une  construction  un  peu  moins  simple,  et  c'est  celle  que 
j'avais  envoyée  à  la  Rédaction  et  qu'il  ne  vaut  pas  la  peine  de 
reproduire  ici. 


QllESTIOXS. 


1808.  Soit  M  un  point  quelconque  de  l'une  des  asymptotes 
du  110  hyperbole  donnée,  de  foyers  F  et  F'.  On  considère  la 
paiabole  tangente  à  Ml''  <'n  F  et  à  MF'  en  I  '.  Montrer  que  le 
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foyer  de  celle  parabole  esl  silué  sur  I  liyperbole  el  que  le  lieu 
du  sommel  de  la  parabole  se  compose  de  deux,  hyperboles. 

(E.-N.  Barisiex.) 

1809.  Les  solulions  communes  aux.  deux  équalions 

F(/;,ry,^)=o, 
Fi(/-,  .V,  t,p,  q,z)=  o, 

la  seconde  n'étanl  pas,  bien  entendu,  une  conséquence  de  la 
première,  sonl  de  la  forme 


\ 


m  el  n  étant  deux  constantes. 
1810.   Démontrer  que  la  fonction 


(A.  Pellet.) 


o{x)=x'*    V    e-"' 


croît  constamment  quand  x  varie  de  i  à  -!- x.  Cette  fonction 
satisfait  à  l'équation  o/  -  j  =  o{oc).  (J.   Fr.\nel.) 

1811.  Soient  a  el  0  deux  nombres  entiers  positifs  premiers 
entre  eux,  ii  un  nombre  entier  positif  quelconque.  Démontrer 
que  le  nombre  des  solulions  entières,  non  négatives,  de  l'équa- 
tion 

ax  -^  by  =  n 


est  égal  a 


'V^) 


+  E  (  /i  I  )  -  « 


I  ; 


a'  est  l'associé  du  nombre  b  suivant  le  module  a,  c'est-à-dire 
le  nombre  positif  <  a  satisfaisant  à  la  congruence 


{a) 


ba'  ES  I  ; 


semblablemenl,  i'  est  l'associé  de  a  suivant  le  module  b;  enfin 
K(rr)  désigne  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  la 
quantité  07.  (.1.   Frwel.) 
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Sujet. 

Soient  deux  formes  binaires 

/  = 

r/o.r"'-4- 

m 

7"^ 

r'" 

m  (  m  —\  ) 

■^      ■               A.X 

z  = 

:t.^.vP-\- 

a,  j:/'- 

'y 

-+-  'XiXi'-^yi-^. . 

aîT"'--y' 


dont  la  première  seule,  pour  plus  de  commodité , 
est  écrite  avec  les  coefficients  du  binôme,  et  dont 
la  seconde  a  un  degré  p  égal  ou  inférieur  à  m. 
Le  p'^'"^  composé,  c'est-à-dii-e  la  fonction  obtenue 
en  appliquant  à  f  V opération  symbolique 


(  d  d  \  di> 

o  —  ^ r-  )  =  ^0  -; 

'  \  ôy  ùx  I  ôyi' 


di' 


dyP~i  Ox 


est  un  invariant  simultané  qui  se  réduit  à  la  p'^'^'" 
polaire  du  système(x, ,  yf)pa/'  rapport  à  f  lorsque 
o  est  égal  à  la  puissance  p'^'"^  de  xy,  —  yx^ . 

Dans  le  cas  général,  lorsque  cet  invariant  est 
nul  identiquement,  nous  dirons,  avec  Rosanes, 
Reye,  Sturm,  Meyer,  etc.,  que  la  forme  o  est 
apolaire  par  rapport  à  f.  On  propose  de  démon- 
trer les  propriétés  suivantes  des  formes  apolaires 
par  rapport  à  une  ou  plusieurs  formes  binaires  : 

1**  La  condition  nécessaire  et  su Ifisanlc  pour 
qu'une  forme  donnée  f,  d'ordre  m,  se  ramène  à 
la  somme  de  p  puissances  m"^"'"(/>^/7ï),  sous  la 

Ann.  de  Malhcinat.,  3'  série,  l.WII.  (\i>veiii!irc  iK(,s.  )       3i 


forme 


\f 


(.  4«<i  ) 


A,(.rri — y.ri  )'" -^  Aola^j-^ 
--  \,,[xv,,—yxpy", 


y.r.,  )'"  — . 


esl  qu'il  existe  unr  fortne  g  apolaire  par  japport 
à  f  et  égale  au  produit 


<-i) 


?  =K^y\—  y-^\)^xy.:^—  yx^_^.  .  .{xy ,>  —  yXi,)\ 


lorsque  Von  connaît  une  forme  ç.  apolaire  par 
rapport  à  f  et  possédant  des  racines  multiples, 
sous  quelle  forme  canonique  analogue  à  (i) 
peut-on  mettre  fi 

2**  Quel  est  V ordre  minimum  des  formes  '^ 
apolaires  par  rapport  à  une  forme  donnée  /", 
d'ordre  m,  dont  les  coefficients  ne  sont  soumis  à 
aucune  restriction;  qu'en  conclut-on  relativement 
à  la  réduction  de  f  à  la  forme  (r)  ;  quelles 
relations  doivent  exister  entre  les  coefficients  de 
cette  forme  pour  que  V ordre  minimum  de  o  soit 
abaissé?  Exemples  relatifs  aux  formes  des 
deuxième,  troisième  et  quatrième  degrés; 

Dans  le  cas  de  p  ^  m,  si  o  est  apolaire  pcw 
rapport  à  /",  /  est  réciproquement  apolaire  par 
rapport  à  o;  quelles  sont  les  formes  apolaires 
par  rapport  à  elles-mêmes? 

Etant  donné  un  système  de  q  f  ormes  f,  cV  ordre 
m,  linéairement  indépendantes,  montrer  qu'il 
existe  un  système  de  m  —  q  -hi  formes  o  du  même 
ordre,  apolaires  par  rapport  aux  premières,  que 
ces  systèmes  sont  conjugués  et  que  les  détermi- 
nants fonctionnels  foj'niés  l'un  avec  les  dérivées 
d'ordre  q  —  i  des  formrs  f,  F  autre  avec  les  déri- 


I 
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iV'V'.ç  iVurdio  ni  —  q  dr.s  J'urinrs  o,  m'  dijjèrciit 
que  par  un  f acteur  constant.  Quelles  conclusions 
peut-on  tirri-  de  là  relati\'enient  à  une  réduction 
simultanée  des  formes  considérées  à  une  forme 
canonique,  d'abord  dans  le  cas  de  q  =  m,  ensuite 
dans  le  cas  de  q  <^  m  ? 

Généraliser  les  résultats  précédents  au  cas  où 
l'on  considèi'e  les  formes  o^  d'ordre  p  <^  m,  apo- 
taires  au  syslème  des  q  formes  f. 

Conditions. 

Le  concours  est  ouvert  exclasivci/tc/il.  aux  ahoiin/'s 
des  Nouvelles  ^4nnales  de  Malhéiiuitiijues. 

Le  meilleur  iMénioire  cmové  eu  réponse  au  sujet 
proposé  donnera  droit,  au  j)ro(il  de  l'auteur  : 

i"    A  un  crédit  de  loo''  d'Ouvrages  à  choisir-  dans  le 
catalogue  de  Î\L  Gauthier- Villars  ; 
2"  A  la  publication  du  iMénioire  ; 
.')"   A  un  tirage  à  part  gratuit  de  lOo  exemplaires. 

Les  manuscrits  devront  être  parvenus  à  la  rédaction 
AVANT  LE  i5  MAI  1899,  ltii''iiti  d'ahsoluc  rigucur. 

Les  auteurs  pourront,  à  leur  gré,  se  faire  iniinédiati— 
ment  connaitre,  ou  garder  provisoirement  l'anonyme. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  Mémoire  portera  un  si^uc,  une 
devise  ou  un  numéro  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
pagné d'ini  pli  cacheté  renfermant,  avec  la  niènu'  indica- 
tion, le  nom  et  l'adresse  de  l'auteur  et  la  justification 
de  sa  qualité  d'abonné.  Ia's  plis  cachetés  en  question  ne 
seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à  partir*  du  i  .">  mai 
et  après  le  jugement  pronorrcé. 

Aucirnc  limite   n'est   lixt'c  (|uant  à  r('tendrie  des  M(''- 
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moires;  mais,  à  mérite  égal,  les  plus  coneis  seraient  pré- 
férés par  les  juges  du  Concours.  Cliacun  comprendra  du    1 
reste  que  l'insertion  d'un  li'avaîl  trop  étendu  serait  ma- 
tériellement impossible. 

Le  jugement  du  Concours  sera  j)rononcé  avant  le 
i*"'  juillet  1899,  et  le  résultat  en  sera,  sans  retard, 
publié  dans  le  journal. 

La  Rédaction,  et  les  juges  du  Concoui's  qui  se  seront 
associés  à  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

1°  De  partager  les  récompenses  ci-dessus  mention- 
nées, au  cas  tout  à  fait  exceptionnel  où  deux  Mémoires 
y  auraient  droit  avec  un  égal  mérite; 

2°  De  ne  pas  attribuer  de  récompenses  si,  paiini  les 
Mémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipidés  seraient  re- 
portés sur  un  Concours  ultérieur,  et  l'annonce  en  sérail 
faite  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'auteur  du  IMémoire  récompensé  sera  immédiatement 
avisé  par  la  Rédaction  et  voudra  bien  faiie  immédiate- 
ment connaître  s'il  désire  que  la  publication  de  son  Tra- 
vail ait  lieu  sous  son  nom,  ou  sous  fortne  anonyme.  Son 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
bliei-  le  nom. 

Les  Rédacteurs. 


ERRATA. 


Tome  XVII,  1898.  —  Page  49>  ligne  7  en  remoiUanl,  supprimez 
Autre  solution  par  M.  Ducey. 

Page  /|2i,  ligne  4  en  remontant,  au  lieu  de  la  fonction  <},,  lisez 
la  fonction  W. 

Page  422,  ligne  l\,  au  lieu  de  1898,  lisez  1897. 

Page  425,  ligne  16,  clans  le  dénominateur  de  z,  au  lieu  de  d ,, 
lise:  d .. 


i 
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[Pic] 

SIK  l\  CAS  PARTIClLIEIl  DE  LA  TKAVSFOUMATION 
IIOllOGItAIMIIOlE; 

l'AJi   Al.   \.  ANTOMARl. 


Dt'finilion  de  la  transformation .  —  Considérons 
deux  droites  lixes,  \)  et  A,  Un  point  M,  étant  donné 
dans  l'espaee,  on  peut  mener  une  droite  et  une  seule 
passant  [)ar  ee  point  et  s'a[)piiyant  sur  les  droites  D  et  A. 


t'i; 


Imaginons  (ju  on  ait  mené  cette  droite  et  qu'au  point. M, 
on  fasse  correspondre  le  point  M^,  conjugué  liarnio- 
ni([ue  du  point  M(  par  rapport  aux  points  de  rencontre 
A  et  B  avec  D  et  A.  On  a  ainsi  une  correspondance  point 
par  point.  Cette  correspondance  est  une  correspondance 
liomograpliicjue.  En  ellét  : 

i"  A  tout  point  de  l'une  des  figures  il  correspond  un 
point  et  un  seul  de  l'autre.  On  peut  même  dire  qu'on  a 
une  correspondance  involutive;  car  à  tout  point  Al,  con- 
sidéré comme  appartenant  à  l'une  ou  à  l'autre  des  deux, 
figures,  il  corres[)Ond  toujours  le  même  point  Mo,  puis- 
(pi'il  existe  une  seule  droite  passant  pai-  JM,  et  rencon- 
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Irant  D  eL  A,  et  que,  sur  cette  droite,  il  n'existe  f|u\in 
point  Mo  conjugué  harmojnque  de  M,  par  rapport  aux 
deux  points  A  et  B; 

a*'  Si  le  point  jNIi  décrit  une  droite  D| ,  M,  jNL  engendre 
un  hjperboloïde  aune  nappe  dégénéré  ou  non  dégénéré 
et,  sur  cet  hjperboloïde,  le  point  Mo  décrit  une  droite  Do 
de  même  système  que  D,  A  et  D|;  donc  à  une  droite  il 
correspond  une  droite; 

3"  A  deux  dioites  qui  se  coupent,  il  correspond  évi- 
demment deux  droites  qui  se  coupent;  il  en  résulte 
qu'à  un  plan  il  corresjjond  un  plan.  Par  conséquent  la 
correspondance  est  bien  une  correspondance  liomogra- 
pliique. 

P/opriétés.  —  Les  droites  D  et  A,  directrices  de  la 
transformation,  se  correspondent  évidemment  à  elles- 
mêmes  ;  car  si  M,  coïncide  avec  A,  par  exemple,  Mo  coïn- 
cide aussi  avec  A. 

Toute  droite  qui  s'appuie;  sur  D  et  sur  A  coïncide 
avec  sa  transformée;  il  en  est,  par  suite,  de  même  de 
toute  surface  réglée  qui  admet  D  et  A  comme  directrices. 
En  particulier,  tout  plan  passant  par  D  ou  A  coïncide 
avec  le  plan  correspondant. 

Considérons  alors  une  ligne  plane  située  dans  un  plan 
passant  par  D,  par  exemple,  et  rencontrant  D  en  un 
point  O.  La  ligne  correspondante  sera  située  dans  le 
même  plan  et  sera  liomologiijue  à  la  première,  D  étant 
l'axe  d'Iiomologique  et  O  le  centre  d'homologie. 

Supposons  que  le  point  M|  décrive  une  surface  Si 
d'ordre  //i,  le  point  M2  dé-ciit  une  surlace  de  même 
ordre  So,  qui  rem  outre  D  et  A  aux  mêmes  points  que  S| . 
IJe  ])lus,  les  sections  faites  dans  ces  deux  surlaces,  par 
un  même  plan  passant  par  D  ou  A,  seront  des  sections 
liomologi(pies. 
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Lors(|iie  li;  point  M|  s'éloigne  à  linlini,  dans  une 
(lireclion  quelconque,  le  point  M._,  devient  le  milieu 
de  AB  parallèK;  à  cette  direction  et  s'ap[)uyant  sur  D 
et  A.  Il  en  résulte  (|ue,  au  plan  de  l'inlini,  il  correspond 
le  plan  c(piidistant  des  deux  droites.  Par  coiisccpu'Ut  si 
une  courbe  quelconqu(!  a  p  points  à  rintini,  la  transfor- 
mée rencontrera  en  p  points  le  plan  é(juidistant  des  deux 
droites,  et  récipro(|ueinent. 

Aous  avons  vu  que,  à  toute  figure  plane  située  dans 
un  plan  passant  par  D  ou  A,  il  correspond  une  figure 
située  dans  le  même  plan  et  homologique  à  la  première. 
Si  le  plan  de  la  courbe  est  mené  par  D,  par  exemple, 
parallèlement  à  A,  la  droite  D  est  un  diamètie  des 
deux  figures  par  rapport  à  la  diiection  A;  de  sorte  (|ue 
si  D  et  A  sont  rectangulairt;s,  les  deux  figures  sont  sy- 
métri(|ues  par  rapport  à  1).  On  a  une  propriété  ana- 
logue concernant  les  figures  situées  dans  le  plan  mené 
par  A  parallèlement  à  D. 

Soit  w  le  milieu  de  la  perpendiculaire  commune  à  D 
et  à  A.  Comme  au  point  (o  il  coirespond  le  point  à  l'in- 
lini sur  hi  perpendiculaire  commune,  à  toute  droite 
mené(î  par  to  il  correspondra  une  droite  perpendicu- 
laire au  plan  P  équidistant  des  deux  droites  D  et  A. 

F'ornuiles  de  Lransjorinalion .  —  Prenons  pour  ori- 
gine le  milieu  de  la  perpendiculaire  commune  aux  deux 
droites;  prenons,  en  outre,  cette  perpendiculaire  com- 
mune pour  axe  des  z^  et  les  bissectrices  des  projections 
des  deux  droites  sur  le  plan  équidistant  pour  axes  des  x 
et  des  y.  l^es  é([uations  des  deux  droites  L)  et  A  sont 
respectivement 

y  —  nt.r  =  0         i-l  ;   -f  m .r  =  0, 

z    -  h  =  0         l'I  z  -^  fi  =^  (). 
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Si  l'on  appelle  a*,,  ^  ,,  Zf  les  coordonnées  du  point  INI,, 
.Tj,  y-,;  z.j  celles  du  point  Mo.  et  ).  le  rapport  ~Arr  '  les 
coordonnées  du  point  A  sont 


X. 


yi  —  ^-.ri 


Comme  le  point  A  est  situé  sur  D,  on  a 

(l)  J'i—  X_r2 «î  O]  -i-  X  3^2  )  =  o, 


(2) 


X^,—  /'tr-r-  X)=  o. 


D'autre;  part,  si  les  quatre  points  M,,  Mo,  A,  B  forment 
une  division  harmonique,  les  coordonnées  du  point  M-, 
sont 

r  1  —  X  ,r,        _r,  —  X  j-2        :; ,  —  X  ::, 

i-x  '     ,-x  '  --rrir' 

de  sorte  que  si  l'on  exprime  que  ce  point  est  sur  A,  il 
vient 


(3) 
(4) 


Vi  —  X  j'2  -^  '«  (  -^1  —  X^-2  ;  =  u. 
Z.i—AZ,-h/l(\  —  X  )  =  o. 


En   éliminant   A   entre   les  équations  (i),  (2),  (3),  (4), 
on  obtient  facilement 


(5) 


II 


/ini.ri 


/i2 


Ces  formules,  qui  sont  réciproques  en  jT),  j  ,,  z,  etlr^, 
j'o,  ^2,  définissent  la  transformation,  qui  est  évidem- 
ment une  transformation  liomographique.  Elles  mettent 
bien  en  évidence  les  propriétés  de  la  transformation, 
(jue  nous  avons  étudiées  directement. 

Nous  allons  les  utiliser  pour  obtenir  d'autres  résul- 
tats. 

Considérons  d'abord  deux  positions  du  point  Mo  sy- 
métriques par  rapport  à  l'origine.  Si  dans  les  formules  (5) 
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on  fhaiigc  jTo,  j2,  z-,  respeclivemcnl  en  — X-^-,  — j)2i 
—  Z-2-)  les  valeurs  de  x,  et  de  j',  ne  changent  pas,  et  la 
valeur  de  ^,  change  de  signe;  donc  les  deux  positions 
de  M,  qui  coiriîspondent  aux  positions  considérées 
de  Ma  sont  symétriques  par  rapport  au  plan  des  xj'. 

Il  en  résulte  que  si  l'un  des  points  décrit  une  figure 
admettant  l'origine  comme  centre  de  symétrie,  la  ligure 
correspondante  admettra  le  plan  des  xy  comme  plan 
de  symétrie,  et  réciproquement. 

Autrement,  si  l'on  considère  deux  figures  symétriques 
par  rapport  à  l'origine,  les  deux  figures  correspondantes 
seront  symétriques  par  rapport  au  plan  des  xy,  et  réci- 
proquement. 

En  particulier,  à  une  droite  ou  à  un  plan  passant  par 
l'origine,  il  correspond  une  droite  ou  un  plan  perpen- 
diculaires au  plan  des  xy. 

Considérons,  d'après  cela,  un  hyperboloïde  à  deux 
nappes,  dont  l'écjuation  par  rapport  aux  axes  choisis  est 

'^  —  zl  —  ^  ■    — 

a-  h-  c- 

L'équation  de  la  surlace  transformée  est 
II- y-  h-/n-T-  h 


-t-  I  =  o, 
c-  z- 


et  1  on  j)eiit  l'écrire 

h'-ni-.r-        ft- y- 


a-  ni- 


Voyons  si  celle  équation  peut  représenter  une  sphère. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi  il  faut  évidemment  et  il  suffit 
(|ue  l'on  ait 
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De  ces  deux  é(|ua  lions,  on  lire  d'à  boni 

,        -;-    b 

m-  =  rh  — 
a 

el  ensuile 

Si  l'on  veul  que  ni  el  h  soient  réels,  il  faut  prendre 

h 
m-  =  — . 
a 

h^  =  ab. 

Donc,  étant  donné  un  liyperboloïde  à  deux  nappes,  il 
existe  toujours  deux  droites  réelles  et  deux  seulement 
perpendiculaires  à  Taxe  transverse,  et  telles  que  si  on 
les  prend  comme  directrices  de  la  transformation  déti- 
nie  plus  haut,  l'iiyperboloïde  se  transforme  en  une 
splière  concentrique. 

Le  carré  du  rayon  de  la  sphère  est,  d'ailleurs, 

n-  =  5  u  ou  H  =  —  j 

c-  c 

c'est-à-dire  la  quatrième  proportionnelle  entre  «,  Z?,  c. 

Généralisation  de  la  transformation.  —  Une  géné- 
ralisation évidente  de  la  transformation  consiste  à  faire 
correspondre  les  points  M|  et  Mo,  de  telle  sorte  que  le 
rapport  anharmonique 

Al^V  _  iM,B 

ail  une  valeur  donnée  K. 

Transfoiniation  générale.  —  11  est  aisé  de  voir  que 
la  transformation  hom()graphi(|ue  la  plus  générale  se 
ramène  à  trois  Iranslorinalions  de  celle  es])èce.  Suppo- 


(  1î)-^  ) 

|)()soMS,  eti  ellet,  ([uc  Fou  [)rciniL'  le  lélraèJrc  des  [n^iiiLs 
doubles  coiuine  tétraèdre  di;  référence,  et  soient  X  =  o, 
\  =  o,  Z  =  o,  T  =  o  les  équations  des  faces.  Si  A,   B, 


l'ij 


C,  D  sont  les  sommets  du  tétraèdre,  ou  peut  supposer 
(|ue  X  =  o,Y  =  o,  Z=:o,  T  =  o  sont  les  équations  des 
faces  opposées  respectivement  aux  sommets  A,  B,  C,  D. 
La  transformation  homographique  la  plus  générale  est 
alors  définie  par  les  formules 

Soit  un  point  M,  de  coordonnées  X( ,  y  i ,  Z| ,  tf.  Menons 
la  droite  JM,a,a2  qui  rencontre  les  deux  arêtes  opposées 
AB  et  CD  du  tétraèdre,  et  prenons  le  point 

î\L(.r2,j2,  Zi,  /a), 

tel  que  le  lapport  anliarinoni(|ue  (M,  a,  Mo  X;.)  ait  une 
valeur  donnée.  Entre  les  coordonnées  des  points  M| ,  Mo 
on  a  alors  les  relations 


tî 

Zi 

=  A-, 

f-i 

Zi 

=  A-i 

t-i 

V 

y-i 

h' 

^3 

h 

£i 

=  k.^, 

yz          /:i 

i?=/,^ 

X 

-  f 

y       t' 

z            -  1 

(  ^9^  ) 
Menons  maintenant  par  le  point  Mo  la  droite  qui  s'ap- 
puie sur  les  arêtes  opposées  AB,  DC,  et  prenons  le  point 
M3(^3,j)  3,  ^3,  /s),  tel  que  le  rapport  anharnionique  des 
quatre  nouveaux  points  ait  une  autre  valeur  donnée; 
on  a  alors 

(2) 

Recommençons  enlin  les  mêmes  constructions  avec  le 
point  M3  et  les  arêtes  opposées  AC,  BD,  de  manière  à 
obtenir  le  point  M(.r,  }  ,  z^  t);  on  aura  ainsi 

(3) 

Si  l'on  multiplie  membre  à  membr-e  les  é(|uations  cor- 
respondantes (i),  (2),  (3),  on  obtient  finalement 

(n       —  =  /ck.y  ~,  ^  =  kk   ~  -  —  =  k  k->  -  • 

La  comparaison,  avec  les  formules 

pX  =  aXi,         pY  =  ^Yi,         pZ  =  YZi,         pT  =  YTi, 

montre  immédiatement  que  les  équations  (4)  définissent 
entre  M,  et  M  la  transformation  liomographique  la  plus 
générale. 

On  peut  se  demander  maintenant  s'il  ne  serait  pas 
possible  d'obtenir  la  transformation  liomographique  la 
plus  générale  en  répétant  deux  fois  la  transformation 
définie  au  début.  ^  priori,  le  problème  parait  possible 
d'une  infinité  de  manières,  caria  transfoi-mation  liomo- 
graphique la  plus  générale  dépend  de  quinze  paramètres  ; 
or,  les  deux  transformations  successives  dont  elle  devrait 
résulter  sont  définies  quand  on  donne  les  deux  couples 
de  directrices,  qui  dépendent  de  seize  paramètres.  Mais 
nous  allons   voir  qu'on  ne  peut  obtenir,  de  cette  ma- 
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iiioïc,  la   liaii-sluriualion  lioiuograplii(|ue  la  plus  géné- 


Soient,  en  edet,  D,  D,  les  directrices  de  la  première 
Uansforiuation,  A,  A,  les  directrices  de  la  transforma- 
tion suivante.  On  sait  qu'il  existe,  en  général,  deux 
droites  P,  Q  rencontrant  les  quatre  droites  D,  D, ,  A,  A, . 
Appelons  A  et  A,  les  points  de  rencontre  de  P  avec  1) 

Fis.  3. 


1 1  I),;  appelons  de  même  B  et  B|  les  points  de  rencontre 
de  P  avec  A  et  A,.  Si  Ton  considère  les  points  a  et  |j, 
points  doubles  de  l'involulion  définie  par  les  deux 
couples  de  points  correspondants  (A,  A,)  et  (B,  B|),  le 
point  ^  correspond  au  point  a  dans  la  transformation 
dont  les  directrices  sont  D  et  D,  ;  par  suite,  dans  la  trans- 
Ibnnation  dont  les  directrices  sont  A  et  A(,  le  point  a 
correspond  au  [)oint  ^'j  ;  donc,  finalement,  le  point  a  se 
correspond  à  lui-même.  11  en  résulte  que  si  les  couples 
de  droites  D,  D, ,  A,  A,  existent,  ces  droites  s'appuient 
sur  deux  arêtes  opposées  du  tétraèdre  des  points  doubles 
de  la  transformation  liomographique  la  plus  générale. 


(  49^  ) 
Soit  (Jonc  afiyo  le  tétiaèdre  des   points  doubles  que 
nous  prendrons  pour  tétraèdre  de  référence  et  soient 


Y  —  a  X  =  o 

et 

Y  -i-  «  X  =  o 

Z  — 6T  =o 

et 

Z  ^6T  =  o 

les  équations  des  droites  D  et  D,  qui  divisent  hartnoui- 
quement  les  arêtes  opposées  a,3  et  vo  du  tétraèdre.  Si 
.^1,  7  ,,  ^1,  A|  et  .r._,.  -)  o,  Zo,  /j  sont  les  coordonnées  des 
points  Ml  et  M^,  on  doit  avoir 

yi  -^  À  j'2  —  «  (  -^-i  -^  À  x,  ]  -=■  o, 

5,  —  X;;,  —  6(ri  ^  ).  /,  )  =  o. 
Y\  —  Xj^2  -^  a(:ri  —  X.r.,  )  -=  o. 
^,  — X^2-^è(^i   —It-i)    =  o. 

On  en  déduit,  en  éliminant  )., 

^  .r2         .ri 


ah  --  j 


11  en  résulte  que  si  les  équations  des  droites  A  et  A,  sont 
respectivement 


Y  — a'X  =  o 

et 

Y-+-a'X 

Z-  h'T  =  o 

et 

Z-f-6' T 

les  coordonnées  (  r,  r,  :;,  t)  du  point  INI,  obtenu  au 
moyen  de  Mj  et  de  A,  A,,  comme  IM2  a  été  obtenu  au 
moyen  de  M,  D  et  D,,  sont  liées  à  .r2,/io,  z-y,  tn  par  les 
relations 


(2) 


.270  Ù'     y  K->  ,  ,  ,  ^ 

t=,        a'    z  /■->  z 


b'-^L. 


En  comparant  avec  les  formules  (i)  on  (;n  déduit 


ba'  .T 

177i  1 


Zi 


ab_  y 
a' h'    t 


bi    z 
?/2   7 


(  I  •  1  '  1  1  a  O 

lormules   cjui   ne  dépendent  qu(;  des  rapports  —   et   y-, 
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Lllcs  lie  dt'IliiissijuL  donc  pas  la  irausibrniaLioii  lioiiio- 
grapliique  la  plus  géiiérali-. 


[MMb] 
KÉIHCriO\   A   l\   FORME   CWOMOIE  DES  FOUMLLES  Ql'l 
l)0\\E\T,  E\   FO\CriO\   RATIOWELLE  DE  DEI\   PARA- 
MEIRES,  LES  COORROWÉES  I)  LV  l»OIM  DE  LA  SIRFACE 

»E  STEIXER; 

Par  m.  E.  IAGOUR, 

.Ahiilrc  de  Conférences  à  lUniveisité  de  Nancy. 


1.   Considérons    la  surface   (S)  délinic  par   les    foi- 


niules 


\  =  r^,( .7-,  j\  z  ).  \  —  02(.r,y,z)         7.  = 'ç,:i(x,  y,  z), 

T  —  'f v(.r.  y.  z  I. 

OÙ  cp,,  cp2,  33,  04  désignent  des  polynômes  entiers  tt 
homogènes  du  second  degré  en  x^j,  z^  entre  lesquels 
il  n'existe  pas  de  relation  linéaire  identique,  et  regar- 
dons x,  ^,  z  comme  les  coordonnées  trilinéaircs  d'un 
point  m  piis  dans  un  plan  auxiliaire  (II). 

La  surface  (S)  est  représentée  sur  le  plan  (II),  et  les 
sections  planes  de  cette  surface  ont  ])our  images  les 
coniques  du  système  linéaire 


(C) 


En  écartant  les  cas  où,  dans  la  situation  relative  des 
coniques 

Ol   =0,  Oo  =  O,  0.(  =0,  Q^  =  O, 

se  présenteraient  des  particularités  qui  seront  précisées 
dans  la  suite,  nous  allons  dénionlrer  (ju'on  peut  clioisir 


(  5oo  ) 
le  triangle  de  rél'érence  dans  le  plan  ( TI),  et  le  télraèdre 
auquel  est,  rapportée  la  surface  (S),  de  taçon  que  les  for- 
mules définissant  cette  surface  puissent  se  ramener  à  la 
forme 

\  =  2yz,         Y  —  7.ZX,         Z  = -ixf,         T  =  x'^^y--\- Z-. 

'2.  Les  coniques  (C)  du  système  linéaire  sont  les 
coniques  harinoniquenient  circonscrites  aux  coniques 
d'un  faisceau,  tangentiel 

qu'il  est  facile  de  déterminer  en  exprimant  qu'une  co- 
nique donnée  par  son  équation  tangentielle  est  harino- 
niquenient inscrite  à  chacune  des  coniques 

Cil  =  O,  '-^2=0)  ^3  ^=  O,  ©1  =  0. 

Les  coniques  (F)  du  faisceau  tangentiel  sont  les  co- 
niques inscrites  dans  un  quadrilatère  abcd-^  trois  d'entre 
elles  se  décomposent  en  deux  points,  savoir  :  a  et  c,  ^ 
et  c?,  e  et  y,  et  l'on  peut  avoir  les  droites  joignant  les 
deux  points  d'un  même  couple  en  résolvant  une  équa- 
tion du  troisième  degré. 

3.  //  existe  dans  le  système  linéaire  des  coniques  (C  ), 
images  des  sections  planes  de  (S),  quatre  coniques 
réduites  chacune  à  une  droite  double. 

En  eiiet,  une  conique  (C)  est  harmoniquement  cir- 
conscrite à  la  conique  formée  des  deux  points  h  et  d  et, 
par  suite,  (C)  divise  harmoniquement  les  deux  segments 
ac  et  bd-^  si  la  conique  (C)  se  réduit  à  une  droite  double, 
cette  droite  double  ne  peut  être  que  l'un  des  côtés  du 
quadrilatère  abcd  compté  deux  fois,  et  réciproquement 
un  des  côtés  du  quadrilatère  compté  deux  fois  forme  une 
conique  harinoni(|uement  circonscrite  à  l'ensemble  des 


(    :"5o.    ) 
deux  points  a  cl  c  d'um;  pari,  <-'l  à  rcnsomble  des  deux 
points  h  et  <7  d'autre  part. 

Ceci  nous  conduit  à  prendre  comme  triangle  de  réfé- 
rence dans  le  plan  (0)  le  uiangie  formé  par  les  diago- 
nales du  quadrilatère  abcd^  de  sorte  que  les  côtés  du 
(juadrilatère  ont  pour  équations 


x—y  —  z  =  o, 

—  3^-y  —  ^  =  o, 

x—y-h  z  =  o, 

x-^y-^z=zo. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  sur  les  droites  doubles 
du  système  linéaire 

l]oi(x,y,  z)-h\oi{x,y,  z) 

-+-\\<f3{x,y,z)-hU'.^i{x,y,z)=  o, 

on  pourra  déterminer  des  constantes  telles  que  l'on  ait 
identiquement 

U'çi-f-  V'oo-l-  Wo3-h  H'o4=  {x  —y  —  zy, 
U"cp,-^  V"92-f-  ^V"o3-+-  W<Di=i{—x^y  —  z)-i, 
U"'(?,-    V'"'^,^    W"<p3^-    U"'oi=(—x—y-hzy-, 


U('V)cj),  -J_  V''^*C5.2-+-  W''^><p3-f-  HI'^IÇ; 


(x-hy-hzy-, 


et  si  l'on  fait  le  changement  de  coordonnées  défini  par 
les  formules 


X,  =  U'i'X  +  Vd'Y 
Y,  =  U(2'X-4-V(2'Y 
Z,=  IJ(3'X^  Vi3>Y 
T,  =  U(i)X^  V'i'Y 


on  aura 


W'i'Z-hHd'T, 

VV(2)Z^-H(2'T, 

W(*'Z-+-H(4)T, 

-Si 


\/Xi-      x—y 
^\\  =  --x-^-y~z, 

/Z,  =^  —  x—y-^z, 
y/T,  =      .r-^-J■-^G. 

4.    On  déduit  de  l;i,  pour  récjuation  de  la  surface  (S) 
Aiin.  de  Malhemat.,  i' suric,  l.  \\  M.  (N'ovoiiibro  i8()8.)        32 
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dans  le  nouveau  svstème  de  coordonnées, 

v/Xi  +  \/\x  -H  v/Zi  -T-  v/Ti  =  o. 

C'est  une  des  formes  simples  de  l'équation  de  la  surface 

de  Steiner. 

Pour  obtenir  les  expressions   des  coordonnées  d'un 

point  de  la  surface    annoncées   au  commencement,   il 

suffit  de  faire  le  changement  de  coordonnées  défini  par 

les  formules 

4X'=      x,-Y,-Z,+  T,, 

4Y'  =  -X,+ Y,— Z,-hTi, 

4Z'  =  — Xi  — Yi4-Zi4-Ti, 

4T'=      x,  +  Y,-i-Z,-f-T,. 

En  remplaçant  X(,  Y,,  Z,,  T,  par  leurs  valeurs  en 
fonction  de  x^  y,  z,  on  trouve 

\^  =  {x  -  y  —  z-Y—  {X  -\-  y  —  z  r- 

—  {—  X  —  y  '\-  zY  -^  (x  -^-  y  -^  zy, 


\T=^{x—y  —  zy-^{  —  x-\-y  —  zy- 

+(— ^  — r  +  -  )- +  (■2- +^  + -)% 
ou  enfin 

X'=2jK-s,         T=izx,         Z'=ixy,         T'=  a?2-t-j2-!-^2_ 

Remarque.  —  La  démonstration  précédente  a  été 
faite  eu  supposant  que  les  tangentes  communes  aux  co- 
niques du  faisceau  tangentiel 

forment  un  quadrilatère  proprement  dit,  c'est-à-dire  que 
l'équation  en  Xqui  détermine  les  coniques  décomposées 
en  deux  points  a  ses  racines  distinctes. 

Les  formules  finales  doivent  être  modifiées,  par 
exemple  si  deux  côtés  opposés  de  ce  quadiilatère  sont 
confondus. 
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Le  degré  de  la  surface  (S)  s'abaisse  quand  les  co- 
niques 

Çl  =  n,  (p2  =  I),  O,=   o,  (5.,  =   f» 

ont  un  ou  deux  points  communs.  Dans  ce  cas,  l'une  au 
moins  des  coniques  (F)  se  compose  d'un  point  compté 
deux  fois.  L'équation  eu  À  du  faisceau  taugentiel  n'a  pas 
ses  racines  distinctes. 

Pour  une  discussion  des  cas  singuliers  que  nous 
avons  écartés,  on  pouria  se  reporter  à  un  Mémoire  de 
Clebsch  sur  la  surface  de  Steiner  {Journal  de  Ci  elle, 
t.  67,  p.  1-22),  où  se  trouve  indiquée  la  réduction 
exposée  ici,  et  auquel  nous  avojis  voulu  surtout  renvoyer 
le  lecteur. 


[M^3f]  [B9a] 

SLU  L't\E  DES  FOKMES  CAXOMQIES  DE  L'ÉQI'ATIOX 
DES  SIKFACES  CIBIOIES; 

Pau   m.  du  mont. 


Lors(|u'on  dit  d'une  forme  réduite  d'une  équation 
aigébrifjue  représentant  une  courbe  (ou  une  surface) 
qu'elle  est  générale,  on  peut  l'entendre  dans  deux 
sens.  Ou  bien  elle  est  absolument  générale,  c'est-à-dire 
est  susceptible  de  représenler  tous  les  cas,  sans  excep- 
tion ;  ou  bien  elle  est  relativement  générale,  e'est-à-dire 
peut  représenler  les  cas  généraux  où  la  courbe  (ou  la 
surface)  ne  présente  pas  de  singularités  ou  du  moins 
certaines  singularités.  Il  ne  sullit  pas,  comme  ou  l'a 
souvent  remarqué,  qu'une  forme  possède  le  nombre  de 
paramètres  convenable  pour  qu'elle  puisse  être  même 
relatif  cmeni  générale.  Ainsi  1  (Minalion  du  second  de- 
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gré  (ax -\- b)"^ -{- c-=  o  n'est  pas  mémo  relativement 
générale,  bien  que  contenant  deux  paramètres.  Deux 
exemples  d'équations  non  générales,  quoique  renfer- 
mant le  nombre  voulu  de  paramètres,  sont  donnés  dans 
S khMOHi,  Algèbre  supérieure,  trad.  Chemin,  page  216. 
Aussi,  bien  que  l'équation 

«a^^-f-  by^-h  c^3_}_  clu^-h  ev^  =  o, 

donnée  par  Sjlvester  pour  les  surfaces  du  troisième 
ordre,  contienne  dix-neuf  paramètres,  comme  l'équation 
générale  du  troisième  ordre  à  trois  variables,  a-t-on 
considéré  comme  nécessaire  de  démontrer  sa  généralité. 
Cette  généralité  a  été  prouvée  par  divers  auteurs;  elle 
résulte  aussi  d'un  raisonnement  par  lequel  j'ai  prouvé 
qu'une  surface  cubique  générale  est  déterminée  sans 
ambiguïté  par  sa  hessiennc  (JYoui^elles  Annales  ;  i8y6). 

La  généralité  de  cette  forme  n'est,  du  reste,  que  rela- 
twe  et  certaines  surfaces  ne  peuvent  être  représentées 
par  l'équation  considérée.  Au  lieu  de  la  considérer 
comme  une  forme  à  dix-neuf  paramètres,  on  peut  sup- 
poser que  les  plans  x,  j  ,  z,  u  sont  les  faces  d'un  té- 
traèdre de  référence;  l'équation  ne  contient  plus  alors 
que  sept  paramètres  :  les  rapports  des  nombres  rt,  Z>,  c, 
d^  e  à  l'un  d'entre  eux  et  les  trois  nombres  détermi- 
nant le  plan  v^  o. 

D'une  manière  générale,  l'équation  des  surfaces  cu- 
biques est  réductible  à  une  forme  à  sejîjt  paramètres, 
car  les  formules  générales 

pj,=  aix^-^  biXî-^-  CiX^-^  x,^         (j  =  I,  2,  3,  4) 

pour  le  cliangement  de  tétraèdre  de  référence  contien- 
nent 3  X  4  =  12  paramètres  dont  on  peut  disposer  pour 
faire  disparaître  douze  coeOicienls  daiis  l'équation  géné- 
rale 

-A/y/,r,-.ry.r/,=  o. 
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l^arini  les  formes  à  sept  paramètres,  considérons  la 
suivante, 

.  .  \  ax-y -~  by^z -{- cz-t -\- dt-x 

(i)  <  -^ 

(       -i-  ifxyz  -+-  2 syz  t  -^  -ihztx  -{-  i ktxy  =  o. 

Elle  représente,  comme  on  le  voit  de  suite,  une  surface 
à  la  fois  inscrite  et  circonscrite  au  tétraèdre  de  réfé- 
rence. Est-elle  générale? 

Considérons  d'abord  les  cubiques  planes  pour  les- 
quelles la  forme  analogue  est 

ax-y  -4-  by-z  -^  cz-x  -^  ïinxyz  =  o. 

Analytiquement,  on  voit  que  les  formules  de  transfor- 
mations relatives  au  changement  de  triangle  de 
référence  contenant  six  paramètres,  la  réduction  à  cette 
forme  à  trois  paramètres  semble  possible.  Géométrique- 
ment, on  voit  que  l'on  ne  pourra  pas  prendre  pour  l'un 
des  sommets  du  triangle  inscrit  et  circonscrit  un  point 
quelconque  de 'la  courbe,  c'est-à-dire  que  le  problème, 
s'il  a  des  solutions,  n'en  a  qu'un  nombre  limité.  Et»  fait, 
on  constate  que  l'équation  n'est  que  relativement  géné- 
rale, car,  si  l'on  suppose  que  la  courbe  a  un  point  double, 
il  faut  que  ce  point  double  soit  isolé. 

Si  l'on  passe  maiji tenant  aux  surfaces  cubiques,  on 
voit  que,  analytiquement,  il  y  a  analogie  avec  les 
courbes,  puisque  le  nombre  de  paramètres  dont  on  dis- 
pose est  précisétnent  celui  qui  est  nécessaire  pour  ré- 
duire l'équation  à  n'avoir  que  sept  paramètres.  Mais, 
géométriquement,  l'analogie  cesse;,  car  ici  le  problème 
de  la  réduction  devient  indéterminé. 

En  ellet,  soient  A,  un  point  de  la  surface  S,  Pie  plan 
tangent  en'A(,  C  le  cône  tangent  à  S  et  de  sommet  A,, 
(y)  la  courbe  de  contact  de  C  avec  la  surface,  (T)  la 
cubitjue  |)lau('  (S,  P).    Prenons   un   point    Vj   sur  (y), 
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soient  C,  le  cène  langent  à  S  et  de  sommet  Ao  et  A3  un 
point  de  la  courbe  (y,)  de  contact  de  Ci  et  S;  soient 
enfin  Co  le  cône  langent  à  S  et  de  sommet  A3  et  (vo)  sa 
courbe  de  contact.  Si  A.,  est  l'un  des  points  d'intersec- 
tion de  (yo)  et  (F),  le  tétraèdre  AiAoAsA/,,  qui  est 
inscrit,  est  tel  que  Je  plan  tangent  en  Ao  passe  en  A(, 
que  le  plan  tangent  en  A3  passe  en  Ao,  le  plan  tangent 
en  A4  passe  en  A3  et  que  le  plan  tangent  en  A,  passe 
en  A4 . 

Ainsi,  une  multiple  infinité  de  tétraèdres  sont  à  la 
fois  inscrits  et  circonscrits  et  l'on  peut  prendre  le  pre- 
mier sommet  quelconque. 

Il  resterait  à  voir  dans  quelles  conditions  le  sommet  A4 
est  réel,  c'est-à-dire  dans  quel  cas  le  tétraèdre  peut  être 
pris  pour  tétraèdre  de  référence  et,  d'autre  part,  quelles 
sont  les  surfaces  non  comprises  dans  cette  forme  d'équa- 
tion. 

On  voit,  de  suite  :  1°  que  l'iiypollièsc 

donne  des  surfaces  à  quatre  points  doubles;  2"  (pie 

donne  des  surfaces  passant,  comme  (i),  par  les  arêtes 
a:  =  2  =  o  etj)'=^  =  o  du  tétraèdre,  mais  telle  de  ])lus, 
que  chaque  face  du  tétraèdre  coupe  suivant  une  conique 
tangente  à  deux  arêtes  du  tétraèdre,  dont  l'une  est  la 
droite  de  la  surface  qui  est  arête  du  tétraèdre.  Ces  sur- 
faces n'ont,  d'ailleurs,  aucun  |)oint  double,  tant  que 
abcd^o^  mais  si  l'on  a  de  jjlus  f/  :^  o,  le  point 

X  =  y  =  z  =  o 

est  point  double,  le  cône  tangent  étant  réduit  au  plan 
s-=  o  et  si  l'on  a  h  =^  d  =^  o,  les  suifaces  représentées 


(  J«7  ) 
sont  réglées  avec  x  =  z  =  o  pour  dlrecliice  double  et 
y  z=  t  =  o  pour  directrice  simple. 

Ou  remarque  eucore  les  cas  pai  ticuliers  suivauls  : 

d  =  ■;'  =  h  ~  k  =  o, 

un  point  double  x  =jk  =  -  =  o,  cùue  langent  32=0- 

d=f=h  =  k  =  o, 

un  point  double  x  =  j=^z  =  o,  cône  tangent  composé 
des  plans  ::  =  o,  c z  -\~  •>.  hj  =i  o -^ 

d=f=  g  =  h  =  o, 

deux  points  doubles  x  =^j  =^  z  =  0  et  x  =  ::  =  o, 
ax  -\-  2k  =  o,  le  cône  tangent  au  premier  est 

cc2_j_  -xkxy  =  o; 
c  =  d=f=g  =  o, 

deux  points  doubles,  x=^y=^z^=o^  a:=  >'  =  Z  =  o,  le 
cône  tangent  au  premier  est  x[h z  +  /rj/-]  =  o,  le  cône 
tangent  au  second  est  le  cône  proprement  dit 

by--i-  ihtx  =  o. 

On  a  donc  un  binode  et  un  cnicnode. 
Le  premier  de  ces  côsies  se  réduit  aux  plans  xz  =  o, 
si  l'on  a  de  plus  A"  =  o 5 

b  =  d  =  g  =  /i  =  /c  =  o, 

surfaces  réglées  possédant  une  directrice  simple 
y  =  t  =  o 

(la  directrice  double  est  x  =  z  =  o ). 

Il  y  aurait  lieu,  pour  les  cas  particuliers  comme  pour 
le  cas  général,  de  rechercher  (juelles  sont  les  conditions 
lestriclives,  s'il  v  en  a. 
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[M^7a] 

ÉVALUATION  GÉOMÉTRIQIE  DE  L'OKDRE  DE  LA  SURFACE 
RÉGLÉE   DÉFmiE   PAR   TROKS    DIRECTRICES  D'ORDRES 

m,  n,  p- 

'  Par  m.  E.  BALLY. 


On  admet  qu'une  courbe  d'ordre  </  et  une  surface 
d'ordre  /'  ont  yr  points  communs. 

Soient  trois  courbes  C,„,  C^,  C^,  d'ordres  î7i,  n,  p. 

Si  les  trois  directrices  sontrectilignes,  7n=7i  =  p=  i, 
et  la  surface  est  une  quadrique  d'ordre  2  =  imnp. 

Supposons  démontré  que  si  l'une  au  moins  C„j  des 
directrices  est  rectiligne,  la  surface  réglée  correspon- 
dante S\^n,p  est  d'ordre  inp  =  imnp. 

Soit  S/n^n^p  la  surface  relative  à  trois  courbes  quel- 
conques. Je  suppose  que  les  points  de  cette  surface  par 
lesquels  passent  plusieurs  droites  rencontrant  C,„,  C«, 
dp  sont  des  points  singuliers  ou  forment  des  lignes 
singulières. 

Les  courbes  C/„,  G,,.  G^  sont  de  telles  lignes  singu- 
lières. Par  un  point  de  G,„  passent  np  droites  rencon- 
trant C,i  et  Cp,  communes  aux  deux  cônes  d'ordres  Ji 
et /7  qui  projettent  C,^  et  C^.  Les  plans  de  ces  droites 
combinées  deux  à  deux  enveloppent  une  ou  plusieurs 
surfaces  développables,  et  une  droite  arbitraire  de  l'un 
de  ces  plans  est  tangente  à  l'une  de  ces  développables. 

Pour  avoir  l'ordre  de  S,i,^,i^p,  je  vais  chercher  le 
nombre  de  ses  points  communs  avec  une  droite  C) 
satisfaisant  aux  deux  conditions  : 

1°  De  n'être  tangente  à  aucune  de  ces  développables  5 

2"  De  ne  passer  par  aucun  des  points  singuliers  pré- 
cédents. 
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Pour  cela,  je  c;onsidère  la  surface  auxiliaire  S,,„,y, 
définie  par  C,,  C„,  C,,  et  d'ordre  inp^  par  hypothèse. 
Elle  est  coupée  par  C„j  en  ■îmnp  points  par  chacun  des- 
quels passe  une  droite,  et,  en  vertu  de  la  première  con- 
dition, une  seule  rencontrant  Ci ,  C„,  C^.  De  plus,  deux 
droites  relatives  à  deux  points  ditïerenls  ne  peuvent  se 
couper  sur  C|,  en  vertu  de  la  deuxième  condition.  On 
trouve  donc,  sur  C,,  exactement  ÀUinp  points,  et  la 
surface  est  d'ordre  ininp. 

On  peut  observer  comme  vérification  que  si  les  trois 
courbes  se  réduisent  à  des  systèmes  de  m,  n,  p  droites, 
les  génératrices  de  la  surface  forment  ninp  demi-qua- 
driques.  Je  dois  cette  remarque  à  M.  L.  Gérard. 

Si  par  tout  point  de  la  surface  (ou  de  l'une  de  ses 
parties  quand  celle-ci  se  décompose)  passent  a  droites 
rencontrant  les  trois  courbes  données,  cette  surface  (ou 
la  partie  en  question)  doitètie  comptée  a  fois. 

Par  exemple,  soient  trois  sections  planes  d'une  qua- 
drique.  Les  droites  qui  rencontrent  ces  trois  courbes 
sont  :  I**  les  génératrices  de  six  cônes  du  second  ordre, 
dont  chacun  a  son  sommet  en  un  point  commun  à  deux 
courbes  et  [)rojette  l'autre;  2"  les  génératrices  des  deux 
systèmes  de  la  quadrique.  En  comptant  celle-ci  deux 
fois,  on  trouve  bien  iG  pour  l'ordre  du  lieu  complet. 


[Hll] 

L I\rE(iII\TIO\  n\\  LITÉUATIOX  ET  LE  CVLCIL 
DES  FO\CTIO\S  ITEUATIYES; 

I'ar   m.   FERBER. 


Plusieurs  géomètres  s'occu[)ent  de   1  itération,  c'est- 
à-dire  de   l'opération  /  !/[J".  .  ./(x)]j  :^/"(jf),   où   la 
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fonclion  f  est  répétée  n  fois.  MM.  Kœiiigs,    Bouilcl  et 
Léineray  ont  notaiumeut  démoulré  plusieurs  propriétés 
de  cette  opération. 

La  plus  importante  est  que  les  racines  àaji^x)  —  x 
sont  données  par  /"(X(,  )  lorsque  n  croit  indélini- 
meiit  ('  ). 

La  remarque  suivante,  non  moins  importante,  montre 
(jue  l'itération  résout  aussi  l'intégration  aux  dillérences 
quelconques. 

En  eiïet,  si  nous  faisons 

on  aura  successivement 

X\  =  Xo->r  I'^Xq,  Xi=  Xi-{-  -Z'^Xi,  ..., 

X„  =  Xri-i  -i-  "^  'f  3?,j_i , 

et  l'on  voit  ainsi  que  Xn  est  d'un  côté  /"(xo)-,   et  de 
l'autre  la  solution  de  l'équation  —  =:'^x,  où  chaque 

accroissement  de  la  variable  t  est  supposé  égal  à  t. 

Pour  passer  à  l'intégration  aux  dillérences  infiniment 
petites,  il  suffit  de  faire  tendre  t  vers  o  et  Ji  vers  co  en 
conservant  à  /zt  la  valeur  constante  t  (-). 

En  généralisant  la  définition  de  l'itération  par  la  sup- 
position que  les  fonctions  successives  ne  sont  pas  né- 


(')  Avec  un  choix  judicieux  de  x„. 

(-)  C'est  le  procédé  constamment  employé  par  les  précurseurs  des 
inventeurs  du  Calcul  intégral  et  qui  a  soulevé  au  commencement  du 
xviii'  siècle  des  discussions  passionnées,  principalement  théolo- 
giques. Elles  ne  se  sont  d'ailleurs  calmées  qu'après  que  Lagrange 
eut  par  la  dérivée  supprimé  les  infinis  dans  le  couranv  du  calcul. 
Comme  conclusion,  si  l'on  n'avait  pas  cédé  à  ces  controverses,  l'Ana- 
lyse s'occuperait  aujourd'hui  non  pas  du  calcul  des  fonctions  par 
l'élude  des  dérivées,  mais  du  calcul  des  fonctions  par  l'étude  de 
l'itéralion. 
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ccssaircMiiciit  les  mêmes  et  qu'elles  [x'uveiit  avoir  plu- 
sieurs vaiiabU's,  ou  iulegreiail  de  uiènie  des  ronclions 
plus  eompli(]uées  telles  (jue 

A^J7 

:^='f(-),    •••• 

L'itératiou  résolvant  les  deux  problèmes  fondamen- 
taux de  l'Algèbre  supérieure,  ou  comprend  l'intérêt 
(|u'il  y  aurait  à  avoir  une  formule  générale  donnant 
/«(x„). 

M.  Bourlel,  dans  les  C.  /?.,  p.  583;  1898,  a  donné 
une  formule  simple  qui  montre  bien  la  manière  dont  a 
entre  dans  le  résultat,  mais  qui,  tirée  d'une  identité,  ne 
permet  pas  le  calcul  numérique. 

Voici  un  artifice  très  puissant  grâce  auquel  on  peut 
trouver  une  formule  lorsque^  se  laisse  développer  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  la  variable. 

c       •        1  •  /(<^A>)  <       <     I 

boit  le  quotient  ~ -. — j  ou  a  la  constante  a  en  corres- 

^  i  —  a^,x 

pond  une  autre  de  même  indice  accentuée.  On  convient 
de  laire  dans  le  quotient  effectué  aa' ^=  i  aussi  souvent 
(|ue  possible,  puis  a  =  o,  a'=:  o.  II  est  clair  que  le  ré- 
sultat seray(.r);  mais  cette  nouvelle  façon  d'écrire  dé- 
gage X  dey  et  permet  d'opérer  sur  cette  variable.  C'est 
ainsi  qu'on  aura  évidemment 

''^'^     '        i-a\Jx^  '■'•'  \  —  a\jcu    \  —  a'.Jx^ 

et  généralement 

/rt,  I  I 


/«U-o: 


1  —  '<'i  /«2  •  —  «2  /«3      1  —  «Jj- 1  y'xo 
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et,  pour  le  cas  de  deux  variables, 

^^^_ n^^_M 

I 


X 


X 


I 

(1  -  «'„-i)(A,7)(i — 6;,_i  cp^,  jK) 


Pour  inettre  ces  formules  sous  forme  entière,  on  em- 
ploiera les  fonctions  alepli  de  Wronski  et  l'on  arrivera 
ainsi  à  la  formule  parue  dans  le  tome  IV  de  VJntermé- 
(iiaire,  p.  i^5. 

Il  ne  faut  pas  s'ellrayer  de  la  multiplicité  des  termes 
qui  vont  s'introduire  ainsi;  d'ailleurs  plusieurs  de 
ces  termes  deviennent  nuls  par  convention  ou  par  la 
nature  des  fonctions.  Enfin,  s'il  reste  un  grand  nombre 
de  termes,  c'est  que  la  question  les  comporte  et  toute 
autre  méthode  les  introduirait  qui  n'aurait  ni  l'avantage 
de  la  généralité,  ni  celui  de  la  symétrie. 


CEIITIFICVTS  D'ETUDES  SUPERIEURES 
DES  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION    DE    JUILLET   1898.    —    COMPOSITIONS. 


Lille. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

i"   Ou  nppelle-i-oii  solution   singulière  d' une  équa- 
tion dijjérentielle  du  premier  ordre? 
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>."  Etn/it  donnée  l'cf/tintion  di ff'aientielle 

comment  peut-on  reconnaître,  sur  celte  équation,  si 
elle  admet  une  solution  singulière  et  déterminer  cette 
solution? 

'6°  Comment  peut-on  déduire  de  l'intégrale  géné- 
rale la  solution  singulière  ? 

4"  Dans  le  cas  oii  V équation  (i)  n'admet  f>as  de  so- 
lution singulière,  que  représente  V équation  obtenue 
en  éliminant  y'  entre  V équation  (i)  et  L'une  ou  l'autre 
des  deux  équations 

df  clf         ,  df 

dy  dx  dy 

I  "   Faire  voir  que  la  courbe 

(i)  {x^-^y^y-  =  x^{^x''-y^) 

est  unicursale.    Exprimer  les  coordonnées  de  chacun 
de  ses  points  en  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre. 
2°  On  coupera  la  courbe  par  le  faisceau  de  courbes 
du  quatrième  ordre  qui  ont  pour  équation 

(x^  -hy^)(fy  —  'j.x)  =  x( .\x-  —  y'^) 

et    l'on   expliquera  pourquoi  ce   faisceau  de  courbes 
conduit  à  la  solution. 
3"   Calculer  l 'intégrale 

f  X  dy  -y  dx 
J  S  ' 

X  et  j-  étant  liées  par  Véquation{i). 


]Mk(:amqle  rationnelle. 

KCitiTK.  —    (fn  triangt 
gène  AOB,    rcc/f/nglc  en  O,  est    mobile  dans  son  plan 


(Composition    kciutk.  —    ffn  triangle  isoscèle  homo- 
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xOj'    autour  de  so7i  sommet  O.   En  même  temps  uu 
point  matériel  M,  de  masse  m,  est  assujetti  à  se  mou- 


voir sur  V hypoténuse  AB.  On  demande  de  déterminer 
le  mouvement  du  système  formé  du  tiiangle  AOB  et 
du  point  M  en  négligeant  les  flottements,  et  en  sup- 
posant, que  le  point  INl  est  attiré  par  le  point  O  de 
l' axe  Jixc  proportionnellement  à  sa  distance  à  ce 
point. 

Le  côté  AB  peut  être  au  besoin  prolongé  de  part  et 
d'autre  des  points  A  et  B,  sans  que  cela  modifie  le  mo- 
ment d'inertie  C  du  triangle  AOB  par  rapport  à  la 
droite  OZ. 

yi  l'instant  initial,  le  triangle  AOB  étant  immobile, 
071  place  le  point  matériel  JM  nu  milieu  de  l'iij  poté- 
nuse  AB^  et  on  lui  donne  une  vitesse  v^  dirigée  vers  le 
point  B. 

Epreuve  pratique.  —  i°  Conditions  pour  qu  une 
droite  soit  principale  d'inertie  pour  l'un  de  ses  points. 

2"  EH  et  d'un  système  de  percussion  sur  un  solide 
mobile  autour  d'un  axe  fixe.  Conditions  pour  que, 
dans  le  cas  d'une  percussion  iiniijue,  cet  axe  ne  subisse 
aucune  réaction. 

3°  Centre  de  percussion  d'une  surface  matérielle 
plane  par  rapport  à  une  droite  de  son  plan. 
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Fa  4"   Cenlre  de  percussion  (Hun   carre  homogène, 
par  rapport  à  une  parallèle  à  une  des  diaiçoncdes. 

iMlicAMQLE   Al'I'MQLÉE. 

Question  de  coltis.  —  Exposer  diaprés  IJirn  la 
théorie  physique  de  la  machine  à  vapeur  : 

i"  On  développera  en  détail  le  cas  des  machines 
monocylindriq ues  à  condensation,  sans  em'cloppe  ni 
surchaujje  ; 

2"  On  résumera  brièvement  les  conclusions  relatives 
à  l'emploi  des  etweloppes^et  de  la  surchaujje. 

PnOBLÈME.  —  Une  corde  ABCD,  portant  à  ses  extré- 
mités deux  poids   égaux   P,   passe  sur    deux  poulies 

B 


ide/iti(/ues  O  et  O',  placées  dans  un  même  plan  vertical, 
de  manière  que  la  partie  BC  de  la  corde  soit  sensible- 
ment horizontale. 

On  demande  quel  poids  additionnel  x  on  doit  placer 
en  D,  après  avoir  donné  à  l'ensemble  un  léger  mouve- 
ment pour  que,  sous  l'action  de  ce  poids,  le  mouve- 
menl  se  continue  avec  une  vitesse  constante. 

On  négligera  le  poids  de  la  corde,  mais  on  tiendra 
compte  du  frottement  des  pivots  dans  les  chapes  sup- 
posées Jixes,  de  la  laideur  de  la  corde  et  du  poids  des 
poulies.  On  lappelle  lajormule 

\/y--\-x-  =  0,96  X -i-o,.i  Y, 

approchée  avec  une  erreur  relative  inférieure  à  ^, 
quand  Y  est  inférieur  à  X. 
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Astronomie. 

KipREuvE  THÉORIQUE.  —  i"  Problème  de  Kepler.  — 
Déterminer,  en  partant  des  lois  de  Kepler,  les  va- 
leurs, pour  une  époque  donnée,  de  V anomalie  excen- 
tricpie,  du  rayon  i^ecteur  et  de  l' anomalie  tiraie  du 
Soleil;  déi'eloppements  en  séries  suivant  les  puissances 
de  V excentricité,  expression  de  Véquation  du  centre. 

2°  Établir  les  formules  de  la  parallaxe  en  longi- 
tude et  en  latitude.  On  désignera  par  yo^  lo-,  ^>o  l^^ 
coordonnées  éclipliques  du  lieu  d'observation,  par  /, 
\,  P  la  loTigitude,  la  latitude  et  la  parallaxe  horizon- 
tale de  V astre  observé. 

Epreuve  pratique.  —  En  une  station  A,  la  hauteur 
du  centre  du  Soleil  a  été  trouvée  égale,  toutes  correc- 
tions faites,  à  4i°o8'i  i",6,  à  3''î>'"3i%9,  temps  moyen 
de  Paris.  Calculer  la  longitude  de  A,  sachant  que  sa 
latitude  est  de  44' 1 1'8",  3,  et  que  la.  déclinaison  du  So- 
leil est  1 6"  54' 56",  4- 

IJ observation  a  été  faite  après  le  passage  du  Soleil 
au  méridien.  Le  temps  vrai  à  midi  moyen  de  Paris 
était  ce  jour-là  i  i''o4'"'4*5  i4i  6t  le  lendemain  à  midi 
moyen  i  i  ''  54'"  20%  56. 

Si  la  hauteur  du  Soleil  est  erronée  de  10",  quelle 
sera  l'erreur  correspondante  de  la  longitude? 

Grenoble. 

CALCUL   DIFFÉREXTIKI.   ET    INTÉGRAL. 

Composition  écrite.  —  I.  Sur  des  cylindres  circu- 
laires de  même  axe  Oc-,  on  considère  des  hélices  dont 
les  tangentes  font  un  même  angle  avec  L'axe  commun 
des   cylindres.    On    demande   de  déterminer  le  plan 


(  ^^'7  ) 
laiii^ciil ,  /es  lig/if'.s  rie  coiuhura  al  les  lignes  asy niplo- 
liijues  d'une  surface  (/ui  se/ ait.  e//ge/idrée  par  de  telles 
hélices  assujetties  à  la  condilion  de  passer  p(ir  une 
droite  qui  coupe  o/tlio^o/ia/r/ne/it  Ittae  coniiitiin  des 
cylindres. 

SOLITION    llKSr.MKE. 

L<'S  r(|uatioiis  de  la  suiface  étant 
(I)  J"  =  t'COSf/.         y=^vs\nii,         z  =  Avu, 

on  a,  [)our  le  plan  langent, 

(  ■?.)       A{ucosu  —  sin  n)X  -+-  /.(«sin  u  -\-  cosm)  Y  —  Z  =  o, 

c(jnalion   in(k'|)('nclanle  de  r  :   la   surface   est   dévelop- 
pablf.  C'est  le  cône 


Les  1 


ignés  (le  combine  s(jiil  données  nar 
clit{k-  m-  (ti(  -(-  <■/('  +  k-u-  dv )  =  o, 


d'où 

(  3  )  u  =  c 

et 

I.e  [)ieniier  système  est  loiiiié  «les  généralrices  recli- 
lignes  de  la    surlace;    l<;  second  est    lornié  des    tra|er 
loires  orthogonales  des   [)iécédentes,  obtenues  en   cou- 
pant   le    (ôiie    par    des    splières    ayant    leur    cenlr»;    au 
sonirnel  du  côncî.  L'éipiation  (  "j  )  n\'St  autre  (jue 

X- -i- y- -i-  z-  —  Cj . 

I'(»ur  les  lignes  asviii|)toli(pies,  on    trouve 

du-  =  o, 

ce  (pii  donne  les  tl(;u\  systèmes  t:onlondus  avec  les  géné- 
A»»    ,/,■    ]/, I / /irnutl. .:>'  ■^rrii-,    t.WII.   (Nnvcmlire   iS,,,s.)     3o 


(  5'8  ) 
ralliées  reetiligiies,  eomnie  cela  lésulle  évidciii  nieiil  de 
la  nature  de  la  surlaee  cousidéiée. 

IL   Intégrer  ré(/untio/i 

et  troiu'e/-  une  surface  intégrale  (jui  passe  par  le  cercle 
x2-^yi=  R2,         z  =  a. 

SOLUTION. 

Les  caractéristiques  sont  données  par 

^  _  ^  ^'  —  y-   _  o  . 

'z-i    "  z         ~  '   ' 

elles  renconti'eront  le  cercle  si  l'on  a 

4  «2x2+  «2^2=  Ri; 

d'où,  pour  la  surface  demandée, 

Epreuve  pratique.  —  Calcul  de  l'aire  de  la  por- 
tion de  la  sphère  x-  -f-.»  -  -h  z-  =  "icz  comprise  à.  l'in- 
térieur    du    cône     a'-x- — b-y'-^=.z'-.     On    supposera. 

SOLUTION. 

La  moitié  de  la  courbe  d'intersection  de  la  sphère  et 
du  cône  se  projette,  sui-  xOy,  suivant  une  courhe  telle 
que  OABA'O,  dont  l'équalion  est 

•>.  cv/a2cos2  0  —  6"-sin2  6 

~    I  +  «2(>os2  0  62si,|2fJ 

Elle  louche  le  cercle  décrit  de  O  comme  centre  avec 
le  rayon  C  de   la  sphère   en  deux  points    A,  A',   et,   en 


(    ^>9  ) 
(•lia(|iu'  poiiil  (le  A  lîA'd  se  piojcilciil  dcuv  éIrmciUs  de 


aire  cous 


idércM 


P(»nr  (i-  >•  I ,  l>'-  <i  I ,  on  a 
8c2 


Se' arc  ta  ni 


arc  tang  ji. 


—  hi 


cl  pour  «-  r>  I  ,  /'-  >  I , 

,    ,                 a  8c-  ,       6i/a'-f-i -^-ai/^'— I 

A  =  h>c-arctanfï  ^ —  lor 


/a* -+-6= 


Ces  lorimilcs    convieiiucnt  d'ailleurs  (juand  ou  .sup- 
pose a-  <^  i . 

REM.VKQt'E.     — •    En    projeianl    les    éléments   sur    le 
plan  yOz^  il  n'y  a  pas  de  duplication  à   considérer. 


Astkonomm:. 

Co\n>osiïio.\  ÉCRITE.  —  Aberration .  —  yiherval'ion 
(inniœlla,  diurne.  —  Influence  de  l'nbei ration  an- 
nuelU^  sur  les  coordonnées  d'une  étoile.  —  Influence 
de  V aherrnlion  diurne  sur  Viieure  du  jxissuge  d' une 
étoile  au  nié/idien. 

I'>i'i!F.LVE  iMiATiOLE.  —  Cnlculei'  j)our  un  lieu  de  lati- 
tude /.  la  durée  du  joui'  vrai  et  celle  du  créjiuscule, 
la  déclinaison  (O  du  Soleil  étant  donnée.  Le  crépus- 
cule (esse  ijuand  le  Soleil  est  à   i  8"  au-dessous  de  l  lio- 


(  5.^0  ) 
Calculer,  en  ou/re.  les   variations  des  deux  durées 
considérées  quand  la  déclinaison  (0  du  Soleil  varie 

de  zh  i". 

Dojinées  nmnéricjues 

À  =  4>"  n'  '2", 
(-D  =  —  6"-27'4''i7J- 

SOLUTION'. 

a  angle  lioraiie  clii  toudier  du  Soleil  ; 
a'  angle  horaire  (.lu  Soleil  quand  cesse  le  ciépusrule. 
On  a 

cosot  =  —  tanyOt)  langÀ,  cosa'  =  cosa  —  u^ 

sin  18"  ,  tançX  d® 

d'j.  = 


cosCÛcosX  sinxcos-CÔ 

,  ,        sin  a    ,  du  ,  ^    ,  ^ 

«a  =  ~. ,  dn.  -\ '. —  .  du  =  ?/  tan^Ly  «cO. 

sina  SMi  a 

Ou  liouve 

a=    83.27.53,21  ss  5''33"' Ji%  34- 
s('=  109.    6.45,89, 
a'  —  a  =    v. j .  38 .  52 , G8  ^s  i '' 42"'  3')',  59., 
d'j.  =  d'x  =  zir  I  °  I  '  3",  96  ;s  lir  4'" 6^  2O 

j)OUl'  <fiO  =^  ±  l". 

La  variation  de  duiée  du  crépuscule  est  nulle  :  la 
déclinaison  donnée  correspond,  en  effet,  au  minimum 
de  la  durée  du  crépuscule  pour  le  lieu  considéié. 

Mkcamqve. 

Epreuve  écrite.  —  Un  point  matériel  dont  la  niasse 
est  prise  pour  unité  se  meut  sans  j loitenient  su/'  une 
surface  de  révolution  dont  l  axe  est  vertical  et  dont 
le  méridien  a  pour  équation,  dans  le  plan  as, 


(    321     ) 

On  (Icsif^iw  par  r  o.t  0  les  coordotmées  polaires  de  la 
projcclion  du  point  sur  le  plan  .ry.  Le  point  est  pesant 
et  de  plus  sollicité  par  une  force  située  à  chaipie  in- 
stant dans  le  plan  du  parallèle  qui  le  contient  et  dont 
les  composantes  par  rapport  au  rayon  de  ce  parallide 
prolo/i^é  et  la  tangente  mesurée  dans  le  sens  oii  0  croit 
sont  représentées  par  les  Jormnles 

,,  7.  \x  —  2  /c  cos 2  0  ?,  Â  si n  -^  0 

K— ! ,  H= 

,.3  ,.:t 

(/•  rayon  du  parallèle). 

On  demande  le  mouvement  du  point .  Ramener  le  pro- 
blème à  des  (juad ratures  dans  le  cas  général  et  exa- 
miner le  cas  particulier  suivant  :  La  vitesse  initicde  i'o 
est  horizontale 

f{x)='-,  Oo=o,  ro=a,  4^5=-^ ~- — -^ 

x^  a- 

(g  intensité  de  la  pesanteur,  Z>,  [jl  et  k  sont  positifs  et 
l'axe  Oz  est  dirigé  en  sens  inverse  de  la  pesanteur). 

Dans  le  cas  particulier,  le  />oint  reste  sur  le  paral- 
lèle a;  on  étudiera  les  diversas  circonstances  (jne  peut 
présenter  son  mouvement  su/-  ce  parallèle. 

EviiKUVE  i'UATi(^)tJE.  - —  La  pouUe  d  une  machine 
d^Atwood  est  formée  d'une  courotine  cj  lindrique  de 
1  o*^'"  de  ra-}  on  extérieur  et  de  y"",  2  de  ra)  on  intérieur 
et  d'une  épaisseur  de  ()"""  reliée  à  un  moyeu  monté 
sur  l'axe  par  quatre  liges  prismatiques  à  base  carrée 
de  6"""  de  côté.  On  la  regarde  comme  formée  seule- 
ment de  la  couronne  et  des  quatre  tiges  que,  pour  sim- 
plifier, o/i  considérera  comme  des  droites  hotnogènes 
de  même  masse.  Le  tout  est  en  cuivre  dont  le  poids 
spécifique  est  8,85.  T^es  deux  poids  égaux  sont  de 
l'.oo*^'^  et  le  poids  additionnel  de  lo^'. 


(  a22  ) 

On  (lemanda  V  accélérai  ion  du  nionvcinenl  : 
1°   En  Lennnf.  compie  de  la  massa  /le  la  poulie  ; 
2"   E/i  négligeant  celte  niasse. 

On.    néglige    les   vésislances   passives,    le   poids    du 
cordon  et  la  gorge  de  la  poulie. 


CONCOURS  D'ADMISSIOX  A  l/ÉCOLE  POLVIECII^IOIE  m  IX9S. 
(;0]lPOSn!().\  M  MATIIKMATIOIES. 

SOLITIOX    PAR    M.    PllILBIÎllT    DU    PLESSIS. 


On  considère  une  sphère  (S)  de  rayon  R,  qui  a 
pour  centre  l'origine  d'un  système  de  coordonnées 
rectangulaires  Oxyz:  et  un  paraholoïde  (P)  ifui  a 
pour  plan  directeur  xO-}.,  et  pour  directrices  :  i"  Vaxe 
O  z  -,  1"  la  droite  A  B  dé  finie  par  les  points  A  et  B  dont 
les  coordonnées  x,  y,  z  sont  respective  nient  (R,  O,  R) 
et  (r/,  ^,  c). 

I.  Foinier  les  équations  de  la  sphère  et  du  païa- 
holoïde. 

II.  On  prend  un  point  IM  sur  O2,  et  les  plans  po- 
laires  []ij]  et  [11]  de  ce  point  par  rapport  aux  surfaces 
(S)  et  (P).  Trouver  le  lieu  de  l'intersection  de  ces 
deux  plans  quand  M  décrit  O  z  :  déterminer  la  partie 
du  lieu  qui  est  sur  le  paraholoïde  (P). 

III.  En  supposant  AB  à  43"  sur  O  z  et  tangente  à 
la  sphère  (S)  au  point  B,  dans  le  trièdre  Oxyz.,  cal- 
culer les  coordonnées  a,  b,  c  du  point  B  en  fonction 
rfe  R  :  déterminer  les  génératrices  du  paraholoïde  (P') 
qui  sont  tangentes  à  la  sphère  (S)  :  calculer  le  nombre 
de  centièmes  de  la  cote  c  du  point  B.  qua/td  R  est 
r<,>al  à  i . 


{  '*>-'••>  ) 


SOM  TION   ANM.VTiyri:. 

I.    L\'<juali()ii  de  la  S[)liôrt'  S  est 

Un  |)()iiiL  (le  la  tiroile  Ali  a  |)()ni'  (  oordoiiiiécs 


W  -+-  X  a 


10 


H_-hXc 

7TT' 


1  -H  A  "  I  -f-  X 

Ldic  (Iroili;    lioii/onlale  passant   par  ce  point  et  len- 
contrant  O  :;  a  pom-  équations 

y  _       'kb  _  Il  -1-  X  c 

—    —    "Pi  s —  »  5    —  ;; —  • 

r         K  -I-  A  <7  I  -f-  A 

L'élimination  du   A   entre  ees  deux   é(|uations  donne 
celle  (In  |iaraboloï(h;  I*. 

(P)         z\bx-{-y{\\  —  a\\  —  \\[bx^y{c  —  a)]  =  o. 

II.    Soit  (o,  o,  //)  le  point  IM.  Ses  plans  j)olaires  }L  et  II 
j)ar  rapj)Oit  à  S  et  P  ont  pour  écpiations 

(H)         li[bx  +  y{\\  —  a)]  —  \\  [bx^y{c  —  a)]  ^  o. 

Le  lieu  de  l'intersection  de   ces  deux  plans,   obtenu 
par  élimination  de  A,  est  donc 


(  Q  ) 


\\\bx  -^  y{W  —  «)]  —  c  \bx  -T-y{c  —  «)]  =  o. 


C'est  un  [)araholoi(le  li vj)erboli(pie  Q,  [)assant  aussi 
[)arOi:;  et  avant  aussi  le  plan  0.r)'  coninn;  [)lan  direc- 
leur.  Le  reste  de  l'interseelion  eomprendia  donc  deux 
génératrices  parallèles  à  ce  plan. 

Or,  on  remarque  imun-diatement  ([ue  l'on  passe  de 
ré(|uati(jn  (P)  à  ré()uation  (Q)  par  le   simple  changiv 

ment  de  z   en    —  •  Les  i^énératrices  liori/.ontales   coin- 


(  '^^4  ) 

mimes  seionl  donc  ciîlles  pour  Icscjui'llcs 

^2=R2         ou         ^=d=R, 

c'est-à-dire  celles  (|ui  se  trouvent  dans  les  plans  tan- 
gents à  la  sphère  i-n  ses  points  de  rencontre  avec  O^. 
Cette  double  substitution  faite  dans  l'une  des  équa- 
tions (P)  ou  (Q)  donne  les  équations  de  ces  deux  géné- 
ratrices 

'  et  ■'  , 

i  y  ~  '^  /(2rt  —  K  —  c)y  —  lox  =  o. 

m.  Si  la  droite  A 13  est  taniiente  eu  B  à  la  snlière,  les 
coordonnées  a,  b,  c  de  ce  point  \^  satisfont  à  l'équation 
de  S  et  à  celle  du  plan  polaire  de  A  |)ar  rapport  à  S,  ce 
qui  donne; 

(i)  a'^ -^  b'- -^  c-2  =  \\-K 

(•2)  a-^c  =  l\. 

En  outre,  l'angle  de  Ali  et  de  Oz  étant  égal  à  4^"' 
dont  le  cosinus  est  -p  j  on  a 

c— R  I 

—  > 


±/(a  — R)2-^è2^_,c_  R)2  ^-2 

ou,  en  tenant  compte  de  (i)  et  (2), 
(3)  £ziJ!  =  E^. 

De  là,  en  remarquant  que,  si  le  point  H  est  réel,  on  a 

c<R, 

c==R^^. 

L'écpiation  (2)  donne  alors 

R 


(  525  ) 
t'i   I V'(|iiali()ii  (i),  en  rcMnar(|uaul,   (|iif,  li-  point   1»  ôlaiit 
à  1  intérieur  de  Oxyz,  son  y  est  |M)silil' 

6  =  R  y/v^^.  —  I . 

Remplaçant  tout  de  suite,  dans  l'expression  de  r, 
y'.>  par  sa  valeur  i ,  4  '  i'-,  on  a,  pour  1{  -r:  i , 

o ,  4 1  i  i 

C  = =   O.ÏC). 

Les  généialiiees  de  V  larii^enlcs  à  S  sont  (elles  dont 
la  distance  à  O  est  éi^ale  à  ]{ .  l'our  les  j^enérati  i<c.->  j)a- 
lallèles  à  xOy\  (jue  nous  apj)elierons  du  />rc//ticr  sy.\- 
Icnie,  leurs  e(jualions  ('lanl  de  la  forme 

y  =  IJ-^, 
li'ur  distance  /•/  à  l'origine  est  donnée  par 

d  =  l. 
Celles  qui  sont  tangentes  à  S  sont  donc  telles  cpie 

X  =  ±  R. 

On  retrouve  ainsi  les  deux  génératrices  communes  à  V 
et  à  Q. 

L'écjuation  (P)  donne  immédiatement,  poui"  une  gé- 
nératrice du  second  système,  les  équations 

bx  -hy{c  —  a)  =  Iz, 

qu'on  peut  écrire 

_  ^Jl 

! 6    ^  r  ^     ^  -  R 

a  —  R  b         {c  —  ï\)b 

X 

l.a  distance  de  cotte  génératrice  à  l'origine  ot  donc 


(  526  ) 

(lonntH'  par 

X2R2-4- R2(c  — «)•-+ 62R2 

Ecrivaiil  que  celle  dislaiice  d  est  égale  à  Tl,  eliassaiil  le 
(léiioiniiiateui'  et  réduisant,  on  a 

Ài  +  À2  [(  c  —  «)-—(«—  R  )-]  -  (  c  —  R  y  b^-  =  o, 
on 

Â'*-t-  À2[c2—  R2-4-  aafR  —  c)]  — (c  ~  R  j^^»"^  =  o, 

ou  encore,  en   tenant  compte  de  (i)  et  (2), 

X*  -+-  1-  (  a-  —  b-)  —  a-b-  =z  o, 
c'est-à-diic 

{1-—  62)(À2+rt,2)  =  O. 

Cette  équation  n'a  pour  racines  réelles  que 

À  =±6, 

qui  donnenl  la  droile  Al),  ce  qui  était  évidenl  a  priori, 
et  sa  symélri(|ue  par  rapport  rà  Oz. 

SOLITION    GÉO.MÉrrtlQrE. 

JI.  Le  plan  1^  et  le  plan  II  pivotent,  l'un  autour  dt' 
la  droile  à  l'infini  du  plan  xOj',  l'autre  autour  de  O^, 
attendu  cpie  le  point  ]M  étant  sur  le  paraboloïde  P,  sou 
plan  polaire  n'est  autre  que  le  plan  tangent  en  IM  à  ce 
paraboloïde,  qui  contient  la  généralii(e  Oz.  En  outre, 
ces  plans,  qui  sont  polaires  d'un  même  point  par  rap- 
{)ort  à  deux  (juadriques,  se  correspondent  homographi- 
(|uement.  Le  lieu  de  leur-  intersection  est  donc,  d'après 
un  théorème  bien  connu  de  Cliasles,  une'  quadrique 
réglée.  Et  comme,  par  construction,  les  génératrii'es  de 
cette  quadri(jue  rencontrent  O z  (contenu  dans  le  plan  II) 
et  la  di'oite  à  l'inlini  de  xO y  (conle)iue  dans  le  plan  -), 
ce  ne  peut  être  (ju'un  paraboloïde  livperbolicjue. 


(  5^7  ) 

l.c  plan  IF  conlioiil,  nuire  Os,  la  sccoiido  i^énératrii*' 
(lu  paiaboloïdc  passant  en  M,  c'cst-à-dir»;  la  droilc  me- 
née par  M  paiallèlenient  :\a:Oj  et  reiiconlrant  AI)  en  u\\ 
cerlain  point  H.  L'intersection  du  plan  II  et  du  plan  ï 
est  doncla  paiallèle  iXKà  MM  menée  {)ai-  le  point  >  où 
ce  plan  S  coupe  O^  (*). 

Pour  ((ue  celle  génératrice  NR  de  ()  soil  sur  V,  il 
faut  (pj'elle  renconire  AB,  ce  cjni  ne  peut  èlie  <pi'au- 
tant  qu'elle  se  confond  avec  MH,  c'est-à-dire  (jue  le 
point  i\'  se  confond  avec  le  point  AI.  Cctt(;  circonstance 
ne  se  produil  (|ue  lorscjue  le  point  M  coïncide  avec  u\) 
des  deux  points  de  rencontre  de  Os  avec  la   splicre  S. 

111.  Considérons  une  projection  de  la  iiguri;  sui'  le 
plan  sO.r. 

FiiT.     l. 


La  droite  AI)  est  à  1  inlerseclion  de  deux  cônes  étjui- 
lalères  de  sommet  A,  l'un  ACl)  circ^onsc  ril  à  la  sj)lièri', 
l'autre  AOK  à  axe  vertical. 

La  sphère  de  centre  A  et  de  rayon  Iv  cou[)e  ces  cônes 
siii\ant  les  cercles  projetés  suivant  les  droites  Cl)  et  Kl' ., 
dont  la  renco  itre  donne  la  proje(;tion  du  pf)!nl  lî,  al- 
Icndii  que  le  cercle  CI)  est  sur  la  sphère  S. 


(')  Les  points  M  et  N  étant  ronjugiics  par  rappDrt  à  la  sphcio.  et 
la  normale  en  M  au  ((aral)oloïcie  P,  perpcndiculairo  en  .M  au  plan  II 
étant  orlliogonalc  à  la  droite  NK,  (|ui  est  [larallèle  à  Mil,  fetle  nor- 
male et  ÎNK  sont  deux  droite»  conjuf;uées  par  ia[>poil  à  la  splicrc.  Il 
résulte  de  là  que  le  |)arabo!oïdc  O  est  polaire  ré<i[)ro(|ue,  pur  rap- 
port à  la  sphère  S,  du  paralxdoïde  des  nniimilesau  paruboloïdc  1*  le 
l'iii:;  df  la  sénéralrice  Oc. 
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On  a,  dès  lors, 


,,  =  HB  =  EG  =  El  cos  45"  =  ~, 

v/-2 

c  =  OII  =  OE  00545"=  (OA  — E.\)cos45"  = 
et,  dans  le  cercle  projeté  suivant  (A), 


R(/^-.) 


a  =  /BD  .  CB  =  v/EÂ .  0 E  =  /EA  (  O A—  EA)  =  R  \/^-2  —  i . 

Les  génératrices  du  premier  système  rencontrant  Oz 
et  étant  perpendiculaires  à  ce  diamètre  de  la  sphère  S 
ne  peuvent  être  tangentes  à  cette  splière  que  lorsqu'elles 
passent  par  les  points  où  ce  diamètre  perce  cette  splièie. 

Dans  le  second  système,  on  a  comme  génératrice 
tangente  à  S  la  droite  AB  par  définition.  La  symétrique 
de  AB  par  rapport  à  Oz,  diamètre  de  S,  est  également 

Fig.   2. 


tangente  à  cette  S[)lièie,  et,  comme  elle  renconlre  les 
perpendiculaires  à  Oz,  menées  par  les  divers  points  de 
AB,  c'est-à-dire  les  génératrices  du  premier  système 
de  P,  elle  est  aussi  une  génératrice  du  second  système 
de  ce  paraboloïde. 

Pour  voir  s'il  peut  exister  d'autres  géuéralrices  de  ce 
système  tangentes  à  la  splière,  faisons  une  projection 
sur  le  second  plan  (lir<'<lcur  du  paraboloïde,  c'est-à-dire 


(  ^'-^î)  ) 

sni-  le  plan  inciu'  par  Oz  parallôicinciil  à  Alî,  vl  appe- 
lons Y  la  projection  eoniniiine  di's  pelils  cercles  de  la 
splière  conLiiuis  dans  les  plans  de  front  de  vMÎ  et  A'IV. 
I.a  droite  projetée  au  point  I  étant  une  génératrice  du 
prenùi-r  svslèine,  toutes  les  génératrices  du  second  pas- 
seront en  piojection  par  ce  point  I. 

Si  la  pi<i|erLion  d  uiu;  (h;  (-es  gén«'ratrices  est  inté- 
rieure à  l'angle  HIIV,  celle  généralriee  rencontre  la  géné- 
ratrice \]\y  en  un  point  situé  entre  H  et  13',  c'est-à-dire 
à  rintérieiM"  de  la  splièie. 

Si  la  projection  est  extérieure  à  l'angle  BIIV,  comniiî 
IG,  [)ar  exeniplt!,  la  génératrice  correspondante  ren- 
contre Blî'  à  l'extérieur  de  la  splière,  en  dehors  des  plans 
de  iront  de  AB  et  A'B'^  donc,  le  rayon  du  pelil  cercle  de 
la  splière  contenu  dans  le  plan  de  front  de  cette  géné- 
ralriee est  inféricui-  à  celui  de  v-  par  suite,  la  géné- 
ratrice IG,  extérieure  au  cercle  y,  ne  peut  èlre  tangente 
à  ce  petit  cercle. 

Jl  résulte  de  là  que  les  S(;ulcs  génératrices  du  second 
système  tangentes  à  S  sont  AB  et  A'B'. 


covcoiiis  irAiniissioN  a  i/Ecoii:  ck\trale  des  arts 

ET  MAMFACTLUES  E\I898  (DEIXIÈME  SESSION). 


Géométrie  analytique. 

Les  axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires,  on  ilonne  les 
points  A(ar  =  a, j' =  g),  B{x  =  o,y  =  b)  et  l'on  considéra 
une  conique  S  tangente  aux  axes  et  admettant  AB  pour  direc- 
trices : 

i"  Trouver  l'équalion  du  lieu  II  du  loyer  de  S  (|iii  corres- 
pond à  la  directrice  AB. 

7."  Trouver  le  lieu  E  dans  rii\pollièse  a  —0: 

Interprétations  des  diverses  parties  de  ce  lieu; 

Démonstration  ^féométriiiuc. 
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'.y  l>iins  riiv|t<)llièse  n}^/>,  recoiinail  le  (iiic  le  lien  E  st; 
(l<''C<niij)ose  l'n  iiiio  droih*  et  une  courbe  C,  cl  l'oriner  l'équa- 
tion (le  celle  courbe; 

Tracer  la  courbe  C  :  langenles  aux  |)oints  A,  R,  O;  asym- 
|)lole. 

4°  Les  cordes  de  la  courbe  C,  vues  du  poinl  O  sous  un 
ani^le  droit,  passent  par  un  point  (i\e  :  le  |)i'ouver  et  donner 
l'équation  générale  de  ces  cordes. 

5°  Tracé  de  la  courbe  G  dans  rhjpotlièse  a  ='j.b  (h  étant 
arbitraire  ). 

Épure. 

Intei'section  de  deux  cônes  de  révolution.  —  Les  sommets 
des  deux  cônes  sont  situés  en   S  et  a  sur   la  iii;ne  de  tei're,  à 


égale  dislance  du  milieu  de  celte  ligne  (  distance  Sa  =  '2/|0'""'). 
Le  plan  (SOa,  SO'a)  des  axes  qui  se  rencontrent  en  00'  est 
le  plan  bissecteur  du  |)reniier  dièdre. 

L'axe  (SO,  SO')  fait  avec  XY  dans  l'espace  un  angle  de  5o" 
et  l'axe  (aO,  uO')  un  angle  de  '\o". 

Le  cône  S  est  circonscrit   à  une  sphère  de  ceulre  OO'  el  de 
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>()"""  (le   rii>()ii.   il    le   cône  J  à    uin'  anlie  «plièrc  conrcnt iii|ii(; 
il  hi  |»rccé(lenle  et  de  jo"""  de  rayon. 

()ii  (l('(iiaii(l(;  (le  (l('-L(;rMniiicr  les  (Iimi\  [n-ojeclloiis  (\r.  l'inler- 
seclion  de  ces  deux  C('nies,  en  ayant  soin  de  ineltre  en  »!'vidence 
les  conslruclions  nécessaires  à  l'obtention  d'un  point  de  la 
courbe  et  de  la  tanj;ente. 

Il  sera  tenu  compte  de  la  reclierclie  des  points  et  tangentes 
remarquables. 

Dans  le  passage  à  l'encre  on  figurera  seulement  en  traits 
noirs  le  solide  commun  aux  deux  surfaces.  Les  portions  enle- 
vées aux  deux  cônes  seront  figurées  en  traits  bleus. 

Cadre  de  9.7  sur  45.  La  ligne  de  terre  |)arallèlc  aux  petits 
côtés  du  cadre  et  à  '.'.îo"""  du  côté  inléricur. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 
Titre  intérieur  :  Cônes  de  révolution. 
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NÉCROLOGIE. 


M.  Ciiviu.rs  BRfSSE. 

]Nous  avons  appris  lro[)  lard  la  trisle  nouvelle  du 
décès  de  M.  Cli.  Inisse  pour  pouvoir  rannoncer  dans  le 
dernier  numéro  des  Nouvelles  Annales,  qui  était  déjà 
sous  presse. 

M.  lîrisse  vient  de  suecondjer  oux  atteintes  d'uiie 
longue  et  cruelle  maladie  qui,  depuis  deux  ans,  avait  eu 
raison  de  son  énergie  et  !<■  tenait  éloigné  de  tout  travail. 
Ancien  élève  de  l'iùole  Polytechnique,  où  il  fut  admis 
en  i863,  il  était  entré  de  bonne  heure  dans  l'Enseigne- 
ment, et  il  y  remplit  de  multiples  et  importantes  fonc- 
tions jusqu'à  l'heure  de  sa  retraite;  c'est  là  qu'il  eut 
occasion  de  montrer  son  incomparable  puissance  de 
travail,  servie  par  une  intelligence  lemarquable. 

P^ntré  en  1872  aux  Nouvelles  Annales,  où  il  succé- 
dait à  Bourget,  INI.  Ihisse  fut  rédacteur  de  ce  journal,  à 
côté  de  Gerono  d'abord,  puis  ensuite  de  M.  Rouclié, 
jusqu'à  la  fin  de  1895.  Nos  lecteurs  ont  pu  apprécier  la 
valeur  du  mathématicien  que  nous  venons  de  perdre,  et 
(jue  beaucoup  d'entre  eux  ont  également  connu  comme 
professeur.  Ils  se  joindront  à  nous  pour  honorer  sa  mé- 
moire et  pour  exprimer  à  sa  famille  la  grande  j)arl  que 
nous  prenons  à  ce  deuil  si  cruel. 

Lf.s  Ki';n\CTEiiKS. 


Ann.  de  Matlœ'mat.,  ■'<'  série,  1.  W'II.  (l>(-.'onil)re  rR(,S.)      3^ 
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DEUXIEME  C0\C01RS  DES  «  i\OlJVELLES  AWALES 
POUR  1898. 


Note  de  l\  Rédaction. 

Aucune  réponse  à  la  (|ueslîon  posée  n'est  parvenue  à 
la  Rédaction.  Exceptionnellement,  et  à  cause  de  l'intérêt 
du  sujet,  il  a  été  décidé  que  le  Concours  resterait  ouvert 
pisqu'au  1 5  mars  1899,  terme  d'absolue  rigueur.  Aucun 
Mémoire  ne  serait  admis  après  cette  date. 


[A3g] 

SIU  LE  CALCIL  DES  UACIXES  DES  ÉQUATIOXS 
l'AR  APPR0\niAT10\S  SUCCESSIVES; 

Pau  m.  E.-M.  LÉ.MERAY. 


On  sait  depuis  longtemps  que  la  substitution  uni- 
lornie  [x^fx)  répétée  indélininient  peut  converger  vers 
une  racine  a  de  l'équation  x  =zjx,  pourvu  cjue  x  soit 
pris  dans  un  domaine  convenable  au  voisinage  du  point- 
racine  a  et  que  fx  soit  lioloniorplie  en  ce  point.  Cette 
méthode  employée  dans  certains  cas  par  Euler,  Legendre, 
Galois  est  sans  doute  beaucoup  plus  ancienne;  c'est  une 
des  méthodes  les  plus  simples  d'approximations  succes- 
sives. Ce  qu'il  est  beaucoup  plus  ditlicile  de  déterminer 
c'est  le  domaine  dans  lequel  on  peut  prendre  la  valeur 
initiale;  la  question  n'est  pas  encore  complètement 
résolue.  Ouoiqu  il  en  soit  ce  domaine  existe  et  l'on  sait 
que  : 
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i"  Si   le   inodiilo  de   (-7-7)    L-st  plus  pelil  fjue  i   la 

subsliiulion  dii'ccle  [x,Jx)  converge  vers  a; 

2"  Si  ce  module  csl  j)lus  grand  que  i,  la  subsliiulion 
inverse  (x,f~^x)  converge  vers  7.5 

3"  Si  le  module  de  (-7—)  L'st  égal  à  1  il  si  l'argu- 
ment de  celle  dérivée  est ^  (K  cl  n  nreuiiers  entre 

eux),  il  y  a  n  secteurs  de  convergence  par  la  substitu- 
tion directe,  et  n  secteurs  de  convergence  par  la  substi- 
tution inverse;  c(;s  secteurs  alternent  entre  eux  (');  l'on 
convienl,  quand  on  eUcclue  la  substitution  inverse,  de 
lie  preudie  parmi  les  diverses  déterminations  (\c/~*x 
•  |ue  celle  (|ui  est  contenue  dans  le  domaine  de  a. 

Galois  a  donné  pour  résoudre  les  équations  algé- 
briques une  méthode  d'approximations  successives  par 
les  substitutions  uniformes  (-),  dans  laquelle  ou  n'a 
jamais  à  faire  que  des  opérations  rationnelles  ;  en  ce 
(lui  concerne  les  équations  quidconques,  on  peut,  dans 
le  même  ordre  d'idées,  se  propi»ser  de  calculer  les  racines  : 

—  en  n^ effectuaiil  que  des  opérations  directes,  en  appe- 
lant ainsi  celles  ([ui  entrent  dans  la  construction  du 
premier  membre  de  l'équation  proposée;  on  n'aura 
jamais    ainsi   à  faire  la  substitution  inverse   (a:,/~*.r) 

—  en  rendant  la  convergence  plus  rapide.  La  méthode 
suivanle  permet  d'y  parvenir;  pour  plus  de  simplicité 
je  me  borne  au  cas  où  la  racine  a  est  réelle;  dans  ce 
cas,  si  l'on  a 


^<(^). 


<i, 


(')  C.  fl.,  I*)  iiovciiibic  iSi^G  cl  3o  juin  1S.J7.  A\  ^1.,  jiiillcl  iS;);, 
février  iSyK, 

(M  Galois,  <t£u\res  i>uitlicinati(jncs. 
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la  subslilulion  directe  conv(;rge  vers  a,  par  des  valeurs 
croîssanlcs,  si  l'on  prend  x  -<  a,  par  des  valeurs  décrois- 
santes si  l'on  piend  x  >>  a. 
Si  l'on  a 

la  subslilulion  directe  converge  vers  a  par  des  valeurs 
allernalivement  plus  giandes  cl  pins  petites. 

Dans  les  deux  cas  la  convergence  est  liés  lente  si  la 
dérivée  en  a  est  voisine  de  i  ou  de  —  i^  pins  rapid(î  si 
cette  dérivée  est  voisine  de  o. 

Soit  à  résoudre  ré({uation 

V{x)  =  o; 
posons 

V{x)-\-x  =fx, 
on  est  ramené  à 

(')  fx  =  x. 

Pour  obtenir  une  convergence  assez  rapide  par  une 
substitution  directe  (juellc  (pie  soit  (  -7—)   'il  suffit  de 

leuîplacer  la  fonction  fx  par  une  autre  'f  (j^)  telle  que 
récpiatiou    o[x)  =^  X    adnielte    la    même   racine   a    et 

(uie  1      4 —  )    soit  aussi  voisine  de  o  que;  possible. 


dx 

Soient  a,  et  7.0  deux  valeurs  approcliées  de  la  racine  a 
de  (1);    l'une  par  excès,  l'autre  par  défaut,  et  [i,,  [j^  1^'s 

valeurs  d(;  (  ^  ,]      et  de  ( '-•V^'- )    ;  soit  k   la  moyenne 

\   «;«•  /a,  \   <'-^  /a., 

"-'   '    ^^;  celle  moyenne  est  une  valeur  approchée  de 

dfx' 


dx 


(>ela  posé  considérons  l'écpialion 

o{x)  =  X  -{-  }i{x /■« ), 

où  //  est  indélerminé. 


(  --^7  ) 
Pour  .<•  -   a,  on  a 

0{   ■/.)  =   7, 

])uis(|iu;  .V      fx  tlevicnl  nul  j  elle  adiiiol  tbjiic  la  luèiiic 
racine  a. 
On  a 


,  _  I  -4-  /a 

clx 


et. 

Si  l'on  connaissait  K,  ou  délcrniinerait  A  de  manière  que 
celte  expression  fût  nulle;  elle  sera  assez  voisine  de  o, 
si  l'on  ("ait 

et  la  substitution  directe  x,  '^.r,  c'est-à-dire 

X,     x-\--, (x  —  fx), 

converge  vers  a.. 
Soit  ù  résoudre 

w-.r=.x. 

Cette  équation  admet  les  deux  racines  réelles  a  et  4  j  on  a 

m.<"  (m>- 

Soient  1,7  et  2, -a  deux  valeurs  approchées  de  la  pre- 
mière; en  parlant  de  1,7,  la  subslitution  x,/x  nous 
donne 

fx=V{i,y)  =  \/'2'   =i,8o'2j..    , 
f^-x—sj-x  =1,8078..., 

..,  /-l,8G-8  , 

f^X=  \/-i  =  I.g  10|  .  .  .  , 

y,                    /-    1,'Jlll'i                     ., 
f<X—\J\  =l.(JJ<)0 


(  538  ) 

Appli(juoiis  mainlciiaul  la  mélliode  pcriuellanL  d'obte- 
nir une  convergence  plus  rapide.  On  a 

Pi  =  s/i.  ''  — ^  =  0,6240.  .  .,  [^2=  y/2  ''  —  =  0;7  4'28.  .  ., 

a:  =   —  =  0,6817, 

2  j        /  ' 

d'où 

.;    =    3,161. 

On  aura  à  faire  la  substiLuliou 

a?,     X -h  ^  ,iÇ>i  x{/x  —  ce). 
En  partant  de  la  môme  valeur  ji;  =  i,  j,  on  a 

o  (37)=  1,7  +  3  ,161(1,8025  —  1,7)=  2,024, 
(f^-(x)  =  2,024  +  3,i6i(\/2''  ''*—  2,024)  =  1 ,9927. 

Ainsi,  tandis  que  (x^fx)  nous  donne  après  quati-e 
substitutions  i  ,939  avec  une  erreur  [)lus  grande  que  o,o4, 
(x,  ox)  nous  donne  après  deux  substitutions  seule- 
ment 1,992^  avec  une  erreur  plus  petite  que  0,01;  il 
est  vrai  qu'alois  les  substitutions  sont  un  peu  plus 
longues  à  calculer  ('). 

Cette  méthode  est  moins  convei'gente  que  celle  de 
Newton  comme  le  font  ressortir  les  deux  ligures  sui- 
vantes; la  fig.  I  représente  la  mélliode  ci-dessus 
exposée,  \a.Jlg.  1  représente  celle  de  Newton  a|.pliquée 
au  cas  qui  nous  occupe.  Dans  le  premier  cas,  nous  me- 
nons par  les  points  successivement  obtenus  Mj ,  Mo,  . .., 
des  parallèles  à  OX,  ayant  par  suite  un  seul  point  com- 
mun avec  la  courbe  j'  ^=  fx  ;  dans  le  second  nous  menons 

(')  Cette  augmenlalion  de  calculs  est  indépendante  du  coefficient 
angulaire,  tandis  que  la  lenteur  de  la  runvergencc  de  {x-.fx)  en 
dépend. 


(  53ç)  ) 
(les  langcnLc'S   à  celle  eoiiil»',   avaiil  deux  poiiils   coiu- 
miiiis  avec  elle.  Plus  geiiéialeiuent,  comme  l'a  remar(|né 
M.  Laisant  (-),  ou  jouirait  faiie  passer  par  ces  poiuls  des 


l'iî 


Fit 


courbes  ayaut  avec  fj:  uu  coulact  d'ordre  plus  élevé,  et 
la  conveigence  serait  d'autant  plus  rapide;  mais  alors  les 
calculs  sont  plus  compliqués  pour  chaque  substitution  ;  et 
il  est  bien  dillicile  de  dire  a  priori  quelle  que  soit  la 
nature  de  l'équation,  laquelle  de  ces  méthodes  permet- 
trait d'arriver  à  une  valeur  approchée  avec  un  minimum 
de  calculs  à  elFectuer  au  total.  Nous  n'avons  pas  eu  d'ail- 
leurs l'intention  de  proposer  uiu;  nouvelle  méthode 
d'approxiuialion,  mais  seulement  de  montrer  qu'il  en 
existe  d'assez  convergentes  n'exigeant  que  des  opéra- 
tions directes. 


[D3] 
SUK  U^E  EXTE.\SIO\  D'I^IE  FOIMIULE  DE  M  LÉAITÉ: 

Pau  m.  KARAGIANNIDÈS. 


Considérons  une  aire  S  (]ue  nous  pouvons  supposer, 
pour  (ixer  les  idées,  simplement  co/inexc,  dont  le  con- 


(')  A.  F  A.  S..  I!.ir.lpan\,   l^S. 


(  ^4o  ) 

tour  soil  conliiiu  et  ne  puisse  être  cou[)é  par  une  droite 
eu  plus  de  deux  points.  Si  ce  contour  était  d'une  nature 
plus  complexe,  on  pourrait  décomposer  la  région  S  eu 
plusieurs  autres  dont  chacune  satisfasse  à  ces  conditions. 
Cela  posé,  nous  pouvons  former  une  suite  de  poly- 
nômes P,„,,/(^,  y)  de  degré  Jti.  en  x  et  ii  enj'  possédant 
les  trois  propriétés  suivantes  :  on  a,  (piels  que  soient  les 
entiers  positifs  ou  nuls  p  el  q  : 

1°  i'o,o  =  I  ; 

dP„„       ,,  dP, 


dx 


l'-U'/> 


dy 


=  P 


/A'y-i 


3° 


/  /    ^^P.qdx  dy  =  o,  (/)2-+-  qi  >  o); 

•  -    -^^  s 


l'intégrale  double  étant  étendue  à  l'aire  S;  cette  der- 
nière condition  signifie  que  la  valeur  moyenne  de  P/j,y 
dans  S  est  nulle.  La  valeur  moynnne  de  Po,o  ^s,l  évi- 
demment I . 

En  effet,  de  la  seconde  condition  il  résulte  aisément 

Pp// =    /     P/'-i,7(^>  JK)f^-r  +    /     Pp,rj-i{a^o,y)dy-]-C, 

"-  J'o  •    .Tu 

pour  p  =  o^  i ,  2,  . .  .,  ce-,  ly  =  o,  1,2,  . .  .,  ce  ;  G  est 
une  constante  qu'on  déterminera  par  la  troisième  con- 
dition. 

Ainsi,  en  ayant  égard  à  la  [)rcmière  condition,  on  dé- 
terminera complètement  les  polynômes  P  en  opéi-ant 
successivement. 

Appelons  maint(^nanty(jc,  j  )  un  polynôme  de  degré  m 
en  X  et  tx  en  j  .  Désignons  par  |  nioy.  4>(x,y)|  la  valeur 
moyenne  d'une  fonction  o(,i,j)  )  dans  l'aire  S.  On  aura 


/(•2^,  JK)=|ï«oy./(>,j)')l-+-  f\, 


moy 


Po,i    moy 


-...-\-V 


dx'"-  à  y" 


car,  en  écrivant  le  polynôme   inconnu  f{jc:.,y)  sous  la 


(  51.  ) 

foinu; 

j^^i y )^=  "0,0 Po,o -i-  ^1,0 r*  1,0 -^  rtu.i  '^0,1  -+-•••  +  «/«,«P//(,/i> 

où  l\),o,  l^t,o,  l\),i,  •''■>  P/H,«  sont  les  [)olviioiiies  que 
nous  venons  de  délinir,  «0,0,  <^i,oi  '^o,!  ■>••••>  fim,it  dt^s  con- 
stanU's,  on  dclerjuineia  c(;s  conslanles  en  prenanl  sue- 
eessivenient  les   valeurs  moyennes   des   deux  niendjies 

àcf^Xjj),  ~,  -y-y  '••)  dans  l'aire  S  et  en  ayant  égard 

aux  eonditions  auxcjuelles  salisfont  les  polynômes  P. 
C  est  le  développement  (i)  (pii  eonstitue  la  tjénéralisa- 
tion  de  la  belle  et  intéressante  formule  de  M.  I.éaulé 
pour  «/2e  .ve«/e  variable  {Cottiples  rendus,  i4  juin  1880; 
Journal  de  Liouville,  juin  i88i;  Cours  d'Analyse  iv 
l'Eeole  Centrale,  parlM.  Appell,  p.  2i()). 

On  peut,  dans  ei;rlains  eas,  appliquer  la  formule  (i) 
au  développement  d'une  lonetion  y(a:,  j)  autre  qu'un 
polynôme,  (piand  on  eonnait  les  valeurs  ujoyennes  de 
eetle  fonetion  et  de  ses  dérivées  dans  l'aire  S.  Le  seeond 
mendjie  delà  formule  (i)  esl  alors  une  série.  Mais  li; 
développement  n'est  légitime  que  pour  des  fonctions 
spéeialesy"(j:,  j  )  (ju'il  serait  intéressant  de  caractériser, 
comme  l'a  fait  Hal[)lien  pour  les  fonctions  d'une  variable 
auxcjuelles  s'applique  le  développement  de  M.  Léaulé. 


[M^5cy] 

SLK  LES  COAIOLES  Qll  SO\T  LES  PHOJECTIOXS 
iniVE  CLItlOlJE  GAICIIE; 

l'AR   M.  Cu.   BIOGIIE. 


1.    Si  Ton  projt:tte  une  ciibicpie  gauche  sur  un  [»lan, 
en   [)ienant    pour  cenlres   de   piOjeeliun    tl<s  j)oinLs  de 


(  54^  ) 
celte  cubique,  on  obtient  des  coiii(|ues  cjui  forment  un 
système  dépendant  d'un  seul  paramètre.  Ces  coniques 
sont  circonscrites  au  triangle  formé  par  les  points  d'in- 
tersection de  la  cubique  et  du  plan.  On  voit  immédia- 
tement : 

i"  Qu'il  y  a  deux  coniques  du  système  passant  par 
\m  point",  ce  sont  les  traces  des  cônes  ayant  pour  som- 
mets les  extrémités  de  la  corde  de  la  cubique  qui  passe 
par  ce  point-, 

2"  Qu'il  y  a  quatre  coniqu(;s  tangentes  à  une  droite 
du  plan  ;  car,  par  une  droite,  on  peut  mener  quatre  plans 
tangents  à  une  cubique  gauche,  et  les  points  où  ces 
plans  coupent  la  courbe  sont  les  sommets  des  cônes 
dont  les  traces  sont  tangentes  à  la  droite  considérée. 

En  cliercliant  une  définition  de  ce  système  de  co- 
niques, qui  ne  fasse  pas  intervenir  d'éléments  hors  du 
plan,  j'ai  été  conduit  à  considérer  des  éléments  que  je 
vais  définir. 

2.  Etant  donné  un  triangle  ABC,  si  l'on  mène  à  une 
conique  S,  ciiconscrite  à  ce  triangle,  les  tangentes  ayant 
pour  points  de  contact  A,  B,  C,  les  points  A',  B',  G'  où 
ces  tangentes  coiipent  les  côtés  du  triangle  sont  sur  une 
droite  A  qu'on  peut  appeler  la  droite  de  Pascal  corres- 
pondant à  la  conique. 

Réciproquement,  à  toute  droite  A  correspond  une 
conique  circonscrite  à  ABC,  dont  A  est  la  droite  de 
Pascal.  Si  la  droite  A  a  pour  équation 

aX+pY-i-YZ=o, 

te  triangle  ABC  étant  pris  pour  tsiangle  de  léférence,  la 
conique  S  a  pour  équation 

YZ       ZX       XY 

^  P  Y 


(  513  ) 

'A.  Do  imMue,  si  l'on  joinl  les  soinincls  Ju  iriaugle  ABC 
nux  points  où  une  conitjuc  S,  inscrilc  dans  le  Iriangh?, 
louclic  les  côtés  opposés,  les  droites  ainsi  obtenues  con- 
courent en  un  point  P  qu'on  peut  appeler  le  poinl.  de 
Brianchon  correspondant  à  la  coni(|ue. 

Réciproquement,  à  tout  point  V  correspond  une  co- 
nique inscrite  à  AHC,  dont  P  est  le  point  de  Brianclion. 
Si  P  a  ponr  coordonnées  a,  [ii,  v,  la  conique  8  a  pour 
équation  ponctuelle 


Y2 

7J          YZ 

z\ 

XY 

p-^" 

"r^-'Ji- 

va 

"«3 

et  pour  éfjuation  tangi'iitielle 


7 


IV  II 


tiv 
T 


■i.   Soit  maintenant  un  faisceau  de  conicjues  circon- 
scrites à  ABC  : 

(A  +  XA')YZH-(n  +  ÂB')ZX-f-(G  +  XG')XY  =o; 


pour  qu  une  droil(î 


uX  -+-  vY  -i-  wZ  —  o 


soit  droite  de  Pascal  d'une  conique  du  faisceau,  il  faut 
que  l'on  ait  pour  une  valeur  de  À 

«(A-t-XA')  =  t^(B-i-Xir)  =  (p(G-t-XG'). 

Si  Pou  désigne  par  a  la  valeur  commune  de  ces  expres- 
sions, et  si  l'on  élimine  A  et  [jl  entre  les  trois  équations 
ainsi  obtenues,  on  a  l'équation  tangentidle  de  l'enve- 
loppe des  droites  de  Pascal  correspondant  aux  coni(|ues 

du  faisceau 

A  u     A'  //      I 

B^'      B\'      1 

G  tr     G' a'      I 
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(^.(;LLe  enveloppe  est  une  eoiiique  inscrite  dans  le 
triangle  et  le  point  de  Biianclion  correspondant  a  ses 
coordonnées  déterminées  par  les  équations 

(  BC—  CB')j;  =  (C.\'—  \C')y  =  (AB'—  BA')c. 

On  obtient  précisément  les  mêmes  valeurs  de  x,  j',  z 
en  clicrcliant  la  solution  commune  aux  écjuations 

A  YZ  +  B  ZX  +  G  XY  =  o, 
A'YZ  Hr-  B'ZX  -+-  G'XY  =  o, 

pour  laquelle  aucune  des  coordonnées  n'est  nulle. 

Donc,  les  droites  de  Pascal  des  cofn'çues  qui  sont  cir- 
conscrites à  ABC  et  qui  passent  par  un  point  D  e/n^e~ 
loppent  une  conique  inscrite  dans  ABC  et  aj  ant  pour 
point  de  Brianchon  le  point  D. 

o.  On  peut  déduire  de  là  une  construction  simple 
du  (juatrième  point  d'inteisection  de  deux  coni([ues  cir- 
conscrites à  un  triangle  ABC,  ces  coniques  étant  définies 
par  leurs  droites  de  Pascal  A,  A'.  Il  suffit  de  déterminer 
le  point  D  de  Brianchon  C()rres[>ondant  à  la  conique 
qui  est  inscrite  dans  le  triangle  et  touche  A  et  A'. 

Il  est  facile  d'obtenir  les  propriétés  corrélatives  des 
précédentes. 

6.  Considérons  maintenant  les  coniques,  projections 
d'une  cubique  gauche.  Les  tangentes  en  B  et  C  à  une 
conique  du  système  se  coriespondent  homographique- 
luent-,  car  le  sommet  d'un  cône  contenant  la  cubique 
correspond  homographiquement  à  chacune  de  ces  tan- 
gentes. Donc  les  traces  B'  et  C  des  tangentes  sur  les 
côtés  opposés  déterminent  sur  ceux-ci  des  divisions  ho- 
niographi(jues.  D'autre  part,  le  point  A.  est  son  propre 
homologue;  par  suite  B'C,  qui  n'est  autre  que  la  droite 
(le  Pascal,   [)ass('  par  un  [)oint  lixc  <-). 


(  ^V^  ) 

Ou  [)cuL  reinarcjiicr  (|ul'  si  le  ceiiUe  dt;  projeclloii  se: 
rapproche  de  B,  par  exemple,  la  trace  I^IV  du  plan  tan- 
gent à  ce  cùwr  a  pour  position  limilc  la  trace  du  plan 
osculatcnr,  et  lorstpie  le  centre  de  piojection  est  en  H, 
la  droite  CC  se  confond  avec  CH.  Donc  la  droite  de 
Pascal  a  même  position  limite  (pie  lîB'  et  le  point  lo  est 
sur  les  traces  des  plans  osculateurs  en  Ar)C  à  la  cu- 
bique. 11  résulte  de  là  (jue  : 

Les  projections  d'une  cuhique  gauche  sont  des  co- 
niques circonscrites  à  un  triangle  telles  que  les  drui/es 
de  Pascal  correspondantes  passent  par  un  point  fixe. 

7.  Si  l'on  se  donne  un  système  de  coniques  possédant 
les  propriétés  précédentes,  il  y  a  une  infinité  de  cu- 
biques admettant  ces  coniques  comme  projections;  pour 
préciser  le  degré  d'indétermination,  je  vais  montrer  (jue 
par  deux  points  il  passe  deux  de  ces  cubiques. 

Deux  coniques  S,,  S^,  projections  d'une  cubique,  se 
coupent  aux  points  A,  15,  C,  traces  de  la  cubique  sur  le 
plan,  et  en  un  point  D,  trace  de  la  ligne  des  sonnnets 
des  cônes  projetants.  J'ai  montié  que  ce  point  D  était  le 
point  de  Hrianclion  d'une  eoni(]ue  S  inscrite  dans  AIÎC 
et  adm(;ttant  pour  tangentes  les  droites  de  Pascal  de  ï!, 
et  S.. 

Par  suili:,  si  l'on  suppose  doJinés  le  triangle  k\\i\  et 
le  point  (0,  on  j)eut  prendre  arbitrairement  deux 
points  O,,  Oj;  la  trace;  D  de  0|  O;.  sur  le  plan  ABC 
détermine  une  (■oni(pie  S  avant  D  pour  point  de  Brian- 
clion.  Les  deux  tangentes  menées  de  w  à  S  peuvent  être 
prises  comme  droites  de  Pascal  de  deux  coniques  ï,,  S!^. 
Les  cubi(jues,  intersections  des  cônes  Oi  ïi ,  O^  ï^  ou  des 
cônes  0,i]o,  Oo^i,  ont  pour  projections  le  système  des 
coniques  qui  sont  circonsciites  à  ABC  el  dont  les  droites 
de  l'aseal  passent  j)ar  (o. 


(  ^40  ) 

8.  Si  doux  soMiincts  du  triangle:  ABC  ctaienl  imagi- 
naires, on  pourrait  cependant  construire  facilement  la 
di'oite  de  Pascal  correspondant  à  une  conique.  Suppo- 
sons (|ue  A  soit  le  point  réel  ;  ]e  point  A'  où  la  tangente 
en  A  coupe  BC  est  un  point  de  la  droite  de  Pascal;  de 
plus,  si  P  est  le  pôle  de  BC  par  rapport  à  la  conique,  le 
côté  BC  et  la  dioite  de  Pascal  divisent  liarnionique- 
nient  AP,  car  ces  trois  droites  sont  les  diagonales  du 
quadrilatère  complet  formé  par  AB,  AC,  BB',  CC. 

9.  D'ailleurs,  on  peut  donner  une  autie  propriété 
caractéiistique  du  système  des  coniques  considérées.  En 
se  repoilanl  à  la  démonstration  faite  pour  établir  que 
la  droite  de  Pascal  passe  par  un  point  lixe,  on  voit  que 
le  lieu  du  pôle  de  BC  par  rapport  aux  coniques  du  sys- 
tème est  une  conitpie  passant  par  ABC  et  admettant  co 
pour  pôle  de  BC.  Donc,  on  peut  dire  que  : 

Les  projections  cV une  cubique  gauche  sont  des  co- 
niques circonscrites  à  un  triangle  cl  telles  que  le  lieu 
du  pôle  d'un  côté  par  rapport  à  ces  coniques  soit  une 
conique  circonscrite  au  triangle. 

10.  Cette  propriété  donne  dt!S  conditions  sous  forme 
très  simple  dans  certains  cas;  par  exemple,  si  l'on  con- 
sidère un  système  de  cercles  passant  par  un  point  A,  la 
condition  nécessaire  et  sufiîsanle  pour  que  ces  cercles 
soient  les  projections  d'une  cubique  gauche  est  que 
leurs  centres  soient  sur  un  cercle  passant  par  A.  Le 
centre  de  ce  dernier  cer('le  (^st  le  [)oinl  d'inteisection  des 
j)lans  osculalcuis  en  A,  B,  C  à  toute  cubique  aduicttant 
comme  projections  les  cercles  du  système. 
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[Q4a] 

KEIIAKOLK  SIR  L'AIM'LICATIOV  DE  LA  KMilQLE 
A  LA  TIIÉOKIE  DES   ltÉ(ilO\S; 

Par  m.  DUMONT. 


On  sait  fjue  la  théorie  du  syllogisme  doiinéi!  par 
F'.nlor  {Voir  Jawet,  Cours  de  Pliilosophie)  repose  sur  la 
possibilité,  trois  propriétés  A,  B,  C  étant  données,  qu'un 
objet  peut  posséder  ou  ne  pas  posséder,  de  représenter 
par  des  cercles  tracés  dans  un  même  plan  tous  les  cas 
possibles. 

Mais  si,  généralisant  et  considérant  un  nombre  quel- 
conque de  propriétés,  on  clierthe  une  représentatifni 
complète  des  cas,  on  voit  que  le  cercle  ne  suffit  plus.  En 
elFet,  d  après  une  formule  donnée  par  Steiner,  le  nombic 
maximum   de  régions    déterminées  dans  un    plan    par 

n  cercles  est 

1  -\-  n{n  —  I  ) , 

parmi  lesquelles  une  est  infinie.  Or,  le  uonibre  des  cas 
possibles,  étant  données  n  j)ro[)riétés  A,  B,  ...  indé- 
pentlantcs  les  unes  des  autres  est  évidemment  '.>.";  d(î 
sorte  (jue,  dès  que  //  atteint  4,  b;  nombre  maximum  des 
régions  est  inférieur  au  nombre  des  cas.  Pour  Ji  =  /\,  la 
diderence  est  2;  pour  n  ^=  5,  elle  est  10. 

Si  l'on  considère  l'espace  à  trois  dimensions  et,  dans 
cet  espace,  des  spbères,  on  aura  une  représentation 
coMq)lèt(;  pour  le  cas  de  //  =  4  !  1*-'  nombre  maximum  des 
régions  est,  en  elfet,  dans  ce  cas,  d'après  Steiner 

n{n  —  i)(n  —  2  ) 
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Pour  II  =  '\^  il  est  donc  i  G.  Mais,  dès  que  n  dépasse  4, 
la  rcpréseiilalion  est  incomplcLe.  Pour  «=i=5  par  exemple, 
le  nombre  maximum  des  régions  esl3<j,  tandis  que  celui 
des  cas  est  32. 

Si,  au  lieu  de  la  circonférence  ou  de  la  splièie,  on 
emploie  la  droite  ou  le  plan,  la  représentation  complète 
cesse  plus  tôt.  Ainsi,  3  droites  dans  le  plan  ne  donnent 
que  y  régions,  et  l\  plans  dans  l'espace  que   id  régions. 

Mais,  d'après  la  ("ormule  donnée  par  M.  Calien  (voir 
Noiividles  udnnales,  décembre  1897),  la  représentation 
(si  toulcfois  cette  expression  peut  s'employer  ici)  est 
toujours  possible  dans  les  espaces  supérieurs.  Le  nombre 
des  régions  déterminées  dans  \\\\  espace  à  /;  dimensions 
par  11  variétés  à  /?  —  i  dimensions  est,  en  ellct, 

n{n  —  i) . . . ( /i  --/?-+-  0 


T .1.  .  .p 

n{n  —  i^ . . .{ Il  —  p  -4-  u) 


\P 


et  ce  nombre  est  égal  à  2"  si  n  est  "^p. 

Ainsi,  dans  le  cas  de  n  propriétés,  il  suffira  d'avoir 
recours  à  l'espace  à  11  dimensions. 

Il  est  probable  que  les  variétés  analogues  à  la  circon- 
férence et  fi  la  sphère  permettraient  de  se  contentei" 
d'un  espace  à  /i  —  1  dimensions. 


COURESPONDWCE. 


p. -H.  SchOUte.  —  Sur  un  théorème  de  M.  G.  Gallucci. 

M.  G.  Gallucci  a  (léinoiitré  (A'.  A.,  p.  74;  i^O»^).  trunc  ma- 
nière élégante,  le  théorème  suivant  : 

Deux  langentes  quelconques  d'une  conique  à  centre  et 
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les  perpendicidaires  abaissées  des  foyers  sur  ces  tangentes 
touchent  une  autre  conique. 

Voici  une  démonslralion  |)lus  simple  de  ce  llicorèmc  : 
Du  point  d'intersection  des  deux  tangentes  comme  centre, 
décrivons  une  circonférence  de  cercle  coupant  sous  des  angles 
droits  le  cercle,  lieu  des  projections  des  foyers  sur  toutes  les 
tangentes.  Alors  les  projections  des  foyers  sur  une  quelconque 
des  deux  tangentes  sont  évidemment  des  points  conjugués  par 
rapport  au  premier  cercle.  Donc  les  deux  triangles  à  un  som- 
met situé  à  l'infini,  formés  par  une  quelconque  des  deux  tan- 
gentes et  les  perpendiculaires  abaissées  des  deux  foyers,  sont 
des  triangles  polaires  de  ce  cercle.  Donc  les  six  côtés  des  deux 
triangles  enveloppent  une  autre  conique  et  les  six  sommets  de 
ces  deux  triangles  se  trouvent  sur  une  troisième  conique,  etc. 
N.  B.  —  On  remarque  aisément  que  la  série  doublement 
infinie  des  coniques,  dont  les  six  côtés  des  couples  de  triangles 
sont  les  tangentes,  ne  contient  que  des  coniques  concentriques 
à  la  conique  donnée  et  admet  pour  cercle  orthoptique  commun 
le  cercle,  lieu  des  projections  des  foyers  de  la  conique  donnée 
sur  ses  tangentes. 


CERTIFICATS  D'ETIDES  SIIPERIEIRES 
DES  FACILTÉS  DES  SCIEXCES. 


SESSION    DE  JUILLET  1898.  -  COMPOSITIOiNS. 


Caen. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 
I.   Étant  donné  le  système  diffèientiel  orthonome 


d^u  l  du\ 

=  X  -h  y  -h  u,         -— 7  =  'i  ix.  r,  ".  -—  )  > 


du 

'ôr  ~  '"      -^     '    "'  f()--   ~  '  \~'-'  '  "'  Oy  J 


trouver  toutes  les  Jorines  de  la  fraction  cp  (jui  rendent 
ce  système  passif,  et,  dans  ce  cas,  indiquer  le  nombre 
Ann.  de  Matliéinnt.,  ."5' série,  l.  WII.  (  Dérciiihrc  i8(,S.)     35 
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et  la  forme  des  éléments  arbitraires  dont  dépend  l'in- 
tégrale générale. 

En  difFérentiant  deux  fois  la  première  équation  pai- 
rapport  àj  ,  une  fois  la  seconde  par  rapport  à  x  et  éga- 
lant les  résultats,  on  a 

do        ,  ^  d'i         /         du\     d'^ 

dx  -^  '  du        \         dy  J      du 

Celte  équation,  qui  doit  être  satisfaite  en  regardant 
X,  y,  u,  ~  comme  des  variables  indépendantes  a  pour 

intégrale 

du\  ^  /       \ -h  .T -+- r -^  u\ 

'*^r(^' — ^ — )■ 

Quand  le  système  est  passif,  son  intégrale  générale 
dépend  de  deux  constantes  arbitraires. 

II.  Etant  donné  un  système  d'axes  rectangulaires 
QiWZi , déterminer  taules  les  surfaces  réglées  S,  dont 
les  génératrices  rencontrent  OZ  et  telles  que  leurs  deux 
systèmes  de  lignes  de  courbure  se  projettent  sur  OXY 
suivant  deux  systèmes  de  lignes  orthogonales. 

Il  faut  que  les  lignes  de  courbure  d'un  système  aient 
leurs  tangentes  parallèles  à  OXY  et,  par  suite,  soient 
contenues  dans  des  plans  parallèles  à  OXY  sur  chacun 
desquels  le  plan  tangent  S  fait  un  angle  constant  avec 
OZ.  Or,  si  les  génératrices  de  S  coupent  OZ  en  des 
points  différents,  le  plan  tangent  en  ces  points  contient 
OZ  et  S  est  cylindri(jue  :  on  n'échappe  à  cette  conclu- 
sion que  si  toutes  les  génératrices  coupent  OZ  au  même 
point  :  S  est  un  cône  et  l'on  voit  aisément  qu'il  est  de 
révolution. 
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Eppkuve  pn  vtique.  —  Etant  donnée  l'équation 

0-  u         ,  ,  au        du 

ox  Oy  Ox        oy 

déterminer  l'intégrale  telle  (fue,  si  on  la  développe 
suivant  la  série  de  Maclaurin,  les  ternies  qui  ne  con- 
tiennent pas  à  la  fois  x  et  y  aient  pour  somme 
cosx -h  sin^'.  On  remarquera  que  l'équation  peut 
s'écrire 


Ox 


[du        ,  1         du        ,  . 


Intégrant,   ou  détermine  les  fonctions  arbitraires  en 
faisant  x  ou  y  nuls,  et  l'on  trouve 


:e(i-^'j 


cosa^  —  e-^  (~- '■ ) 

L  \x^—  7.X-i-  -2        X  —  \  / ] 

[X  cosy -h  (t. — x)  s\ny  i      "1 

x'^ — ix-i-a.  X  —  ij 


Mécanique. 

l.  Un' point  M,  de  masse  i,  glisse  sans  frottement 
sur  la  surface  représentée,  en  coordonnées  rectangu- 
laires, par  les  équations 

x=^uco%v^        ^  =  «  sin  (',         z=^Y{v); 

il  est  attiré  vers  OZ  par  une  force  lo-a,  lo  et  a  dési- 
gnant des  constantes.  Former  les  équations  générales 
du  mouvement.  Déterminer  la  fonction  F  de  telle 
sorte  que,  pour  un  cas  particulier  de  ce  mouvement 
on  puisse  avoir  u=  atot;  indiquer,  dans  ce  cas,  la 
forme  de  la  su/face  et  de  la  trajectoire. 

Une  des  équations  de  Lagrange  et  l'intégrale  des 
forces  vives  donnent 


l 
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Si  l'on  a  II  =  aiôt,  la  première  donne  v'-  =  —  el  W 
tire  aisément  de  l'intégrale  des  forces  vives 

^[/,3_(A-2_^--2)l]. 


F'(.)=^.V/^ 
4 


4v/3 


La  surface  est  un  conoïde  dont  on  voit  la  forme  en 
cherchant  sa  trace  sur  un  cylindre  de  révolution  autour 
deOZ. 

II.  Soit  S  un  cube  homogène  dont  chaque  arête  est 
égale  à  ia.  On  demande  de  former  l'équation  de  l'el- 
lipsoïde d'inertie  relatif  à  l'un  des  sommets  O,  en  pre- 
nant pour  axes  coordonnés  les  trois  arêtes  qui  abou- 
tissent à  ce  sonunet  :  axes  principaux  et  moments 
principaux  en  ce  point. 

Le  cube,  d'abord  en  repos,  peut  tourner  librement 
autour  du  point  O,  qui  est  fixe  :  il  reçoit  une  percussion 

5 
parallèle  à  OX  e/i  un  point  de  coordonnées  O,  a,  -  a. 

Déterminer  le  mouvement  de  S  après  le  choc  et  dans 
la  suite  des  temps  en  supposant  qu  aucune  force  exté- 
rieure n'agisse  sur  lui. 

Equation  de  l'ellipsoïde  d'inertie 

o 

Prenons  les  moments  des  quantités  de  mouvement 
par  rapport  à  OX,  OY,  OZ. 


M  «2 

M  «2 

M  «2 

3      P 


Po 


q^ 


qo  —  ''o)  =  o, 


laP, 


■Po  —Ço 


-a  p. 


8      P 


/'û  =  77 


II   Ma 


^0  =  77 


II   Ma 
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S  prend  ensuite  un  niouvenienl  de  Poinsot  correspon- 
dant au  cas  où  deux  des  moments  principaux  sont  égaux. 

Epreuve  pratique.  —  Sur  une  circonférence  de  2" 
de  rayon,  située  dans  un  plan  'vertical,  se  meut  un 
point  pesant  jNI  de  telle  sorte  que  le  carré  de  sa  vitesse 
au  point  le  plus  bas  soit  double  du  carré  de  la  vitesse 
au  point  le  plus  haut.  Calculer,  à  o%oi  près,  te  temps 
que  met  M  à  parcourir  la  circonférence.  On  néglige 
les  résistances  passives  et  Von  prend  g  égala  9™,  809. 


1%  li 


Toulouse. 


Calcul  différentiel  et  intégral. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Étant  donnée  une  courbe  C, 
on  demande  de  déterminer  ses  développées,  c'est- 
à-dire  les  courbes  dont  les  tangentes  sont  normales  à 
la  courbe  C  \  cas  où.  cette  dernière  est  plane. 

11.  Calculer  la  valeur  de  l'intégrale 


L 


COS^iF 

dx. 


'_^     (i-ha;2)3 

m.  Démontrer  que  V hyperbole  H,  définie  en  coor- 
données cartésiennes  par  les  équations 

est  une  courbe  caractéristique  de  V  équation  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre 

z-^  px-^  qy  —  \—pqx-y'^  =  a, 
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dx 


OÙ  p  et  (j  désignent,  suU'ant  l' usage,    les  dérwées  ~ 


et  -T^  >  par  rapport  aux  variables  indépendantes  x  et  y, 

de  la  fonction  z.  Etablir  que  les  surfaces  intégrales 
de  cette  équation  qui  passent  par  H  sont  inscrites  le 
long  de  cette  hyperbole  dans  un  même  cylindre  dont 
on  demande  l'équation. 

Epreuve  pratique.  — •  O/i  considère  la  courbe  re- 
présentée en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équa- 
tion 

x^  -4-j}'3  =  axy. 

Cette  courbe  présente  une  boucle  et  une  branche 
injinie. 

Calculer  l'aire  de  la  boucle. 

Calculer  V aire  comprise  entre  la  branche  injinie  et 
son  asymptote. 

Considérant  la  boucle  comme  la  section  droite  d  'un 

cylindre,  calculer  le  l'olume  de  la  portion  de  cylindre 

comprise  entre  le  plan  des  xy  et  le  paraboloïde  qui  a 

pour  équation 

az  =  xy 

en  coordonnées  rectangulaires . 

MÉCANIQUE    RATIONNELLE. 

Epreuve  écrite.  —  I.  En  supposant  connues  les 
équations  générales  du  mouvement  des  systèmes  sous 
la  forme  que  leur  a  données  Lagrange,  savoir 

dt\dq„J        dq,n 

on  demande  d'indiquer  sommairement  la  marche  à 
suivre  pour  arriver  à  la  forme  hamiltonienne  ou  ca- 
nonique, dans  le  cas  oii  celte  forme  peut  être  obtenue. 
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Montrer  que  la  solution  de  tout  problème  de  Dy- 
namique dépend,    dans  ce    cas,   de  la   connaissance 
d'une  intégrale  complète  d'une  équation  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre. 

If.  Montrer  qu  une  parabole  du  second  degré  est  une 
courbe  brachistochrone  pour  une  force  constante,  ré- 
pulsive, émanant  du  foyer. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  le  moment,  d'inertie 
d'un  cylindre  homogène  circulaire  droit,  relative- 
ment à  une  droite  perpendiculcdre  à  Vaxe.  On  donne 
le  rayon  de  base  du  cylindre  R,  la  hauteur  H,  la  den- 
sité 0. 

La  droite  est  située  à  une  distance  a  de  l' axe  et  à 
une  distance  b  de  Vune  des  bases. 

MÉCANIQUE   APPLIQUÉE. 

Epreuve  écrite.  —  I.  iMéthodes  générales  de  trans- 
mission des  rotations  uniformes  entre  deux  axes 
quelconques  par  le  contact  de  deux  surfaces. 

Construction  générale  des  engrenages  à  roulement. 
Engrenages  de  TVhite. 

II.  Un  plan  mobile  Q  glisse  sur  un  plan  fixe  P  de 
façon  que  deux  droites  du  plan  Q  restent  constam- 
ment tangentes  à  deux  cercles  du  plan  P. 

1°   Trouver  les  deux  roulettes; 

2°  Montrer  que  toute  droite  du  plan  Q  enveloppe 
un  cercle  du  plan  P; 

3"  Montrer  que  le  mouvement  du  plan  Ç)peut,  d'une 
infinité  de  façons,  s'obtenir  en  faisant  mouvoir  un 
angle  droit  de  manière  que  chacun  de  ses  côtes  passe 
par  un  point  /ixe. 
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Astronomie  ou  Mécanique  céleste. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Exposer  les  principes  de  la 
méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires 
pour  l'étude  du  mouvement  de  translation  des  pla- 
nètes. 

II.  Précession  des  équinoxes  i^on  fera  abstraction 
de  la  natation).  J^aleurs  de  la  précession  annuelle  en 
ascension  droite  et  en  déclinaison.  Détermination  des 
coordonnées  moyennes  d'une  étoile  à  une  date  t,  en 
supposant  connues  les  coordonnées  moyennes  de  la 
même  étoile  à  une  autre  date  t^. 

Epreuve  pratique.  —  L'anomalie  vraie  dime  pla- 
nète à  un  certain  instant  est 

3i5°  i'23",o2, 

le  logarithme  du  rayon  vecteur  mené  du  Soleil  à  la 
planète 

0,3259877, 

l'inclinaison  de  l'orbite 

i3°6'44")  10, 

la  distance  du  périhélie  au  nœud 

•241°  10' 20",  57, 

la  longitude  du  nœud 

i7i°7'48",73. 

On  demande  la  longitude  et  la  latitude  de  la  pla~ 
nète  par  rapport  à  l'écliptique  et  la  projection  du 
rayon  vecteur  sur  l'écliptique. 
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Montpellier. 
Calcul  différentikl  et  intégral. 

Epreuve  écrite.  —  Une  courbe  est  représentée,  par 
rapport  à  trois  axes  rectangulaires,  par  les  équations 

^  =  P  sinoLt  -f-  a  sin  j3/, 

4ap     .    a  ^-3 
sin  —    —  /. 


i"  Démontrer  que  c'est  une  hélice; 

2"  Former  et  simplifier  V équation  du  plan  normal. 
Déterminer  le  centre  et  le  rayon  de  la  sphère  oscula- 
trice.  Démontrer  que  ce  centre  décrit  également  une 
hélice  ; 

3"  Calculer  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion. 
Déterminer  le  centre  de  la  circonférence  osculatrice. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  l'aire  comprise  à 
l'intérieur  de  la  courbe  fermée 

(372-1- j2)2=  rt;r2-H  by^; 

examiner  les  dii^ers  cas  qui  se  présentent  lorsque  a  et  b 
prennent  des  valeurs  quelconques  positives  ou  néga- 
tives. 

Mécanique  rationnelle. 

Epreuve  écrite.  —  Deux  points  matériels  pesants, 
de  masses  m  et  m',  sont  reliés  par  un  fil  élastique  de 
masse  négligeable.  Lorsque  le  fil  Ji  est  pas  tendu,  sa 
longueur  est  a  ;  s^ il  est  tendu  de  manière  à  prendre  la 
longueur  1(1^  a).,  on  admet  que  sa  tension  est  égale 
à  \-{l — rt),  )>-  étant  une  constante.  On  jdace  le  fil 
verticalement  et  on   le  tend  de  manière  à  lui  donner 
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la  Longueur  2a;  puis,  l'un  des  points  étant  maintenu 

fixe,   on  imprime  à   Vautre   une   vitesse  horizontale 

7       ,        ^  .    /m  -1-  m'  ,  ,, 

esale  a  toAt/  ■ ,—  }    to  étant  une  consfaîite,  et  ton 

^  y       m  ni 

abandonne  le  système  aux  forces  qui  le  sollicitent.  On 

demande    d'étudier    le     mouvement    que     prend     le 

système. 

Nota.  —  S'il  arrive,  dans  le  cours  du  mouvement, 
que  le  fil  reprenne  sa  longueur  naturelle  «,  il  sera  inu- 
tile de  poursuivre  Tclude  du  mouvement. 

Epreuve  pratique. — Ox,  Oj'^,  O z  sont  des  axes  rec- 
tangulaires. Un  conoïde  est  engendré  par  une  droite 
qui  reste  parallèle  au  plan  des  xy^  rencontre  l'axe 
des  z  et  s  appuie  sur  le  cercle 

X  =  rt,         JK"-i-  -3-=  a-. 

Déterminer  le  centre  de  gravité  du  ^wlume  homo- 
gène limité  par  la  surface  du  conoïde  et  les  deux  plans 
X  =  a,  X  =  Q.a. 

Nota.  —  On  démontrera  les  formules  fondamentales 
qui  serviront  au  calcul  numérique. 

Certificat  d'Algèbre  supérieure. 

Epreuve  écrite.  —  On  adjoint  à  un  corps  de 
jiomhres  donné  Q,  une  ou  plusieurs  quantités  algé- 
briques a,  j^,  Y,  ...  racines  d'équations  dont  les  coeffi- 
cients appartiennent  à  0.  Etablir  les  principales  pro- 
priétés du  nouveau  corps  il {^y..,  t^i"'?  ...)  ainsi  obtenu. 
Corps  conjugués,  corps  normaux.  Eléments  primitif  s . 
Corps  primitifs  ou  iniprimilifs. 

Epreuve  pratique.  —  appliquer  la  théorie  de 
Galois  à  l'équation  du  qualrième  degré. 
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Astronomie. 

Epreuve  écrite.  —  i°  Quelles  sont  les  corrections 
fondamentales  à  faire  subir  aux  observations  astrono- 
miques, étoiles,  astres  mobiles,  pour  comparer  celles-ci 
aux  cpliémérides  ? 

2°  Indiquer  sommairement  Vejjet  de  chacune  des 
causes  considérées  ; 

3"*  Etudier  spécialement  l'une  d'elles  et  donner  les 
formules  qui  s'y  rapportent. 

Epreuve  pratique.  —  Connaissant  les  coordonnées 
équatoriales  des  étoiles 

a  Lion  ^  =  10''  a^ai',©,         CD  = -i- l'i^Si'  9",o; 
a  Bouvier  M  —  i4"  io"3o',o,         (0  =  h-  i9''46' i(>",o, 

trouver  le  temps  sidéral  a  et  la  distance  zénithale  z, 
au  passage  au  méridien  de  Montpellier  du  milieu,  M, 
de  la  distance  angulaire  2  0  des  deux  étoiles 

Latitude  de  Montpellier  X  =  46''i3'i6". 

Lyon. 

Analyse. 

1.  On  considère  les  courbes  C  qui  satisfont  à  la 
relation  di Jfércnlielle 

X  dy  — y  cl.v  =  ads,         a  =  paramètre  const. 

1"  Démontrer  que  les  normales  principales  de  C 
rencontrent  Vaxe  des  c; 

2°  Former  l'équation  E  aux  dérivées  partielles  des 
surfaces  qui  admettent  les  courbes  C  /)ou/'  lignes  de 
plus  grande  pente,  par  rapport  au  plan  des  xy  ; 
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3"  Intégrer  E; 
4°  Etudier  les  caractéristiques  de  E. 

II.   Soit  l'intégrale 

dy 


f 


^y-i 


1°  Trouver  les  points  critiques  ; 

2°  Etablir  les  formules  fournissant  les  diverses 
'valeurs  de  V intégrale  ; 

3°  Exprimer  y  en  x  au  moyen  de  la  fonction  ellip- 
tique JD  de  TVeier strass  convenablement  choisie. 

SOLUTIONS. 

I.  1°  Si  l'on  prend  l'arc  s  pour  variable  indépen- 
dante, les  trois  dérivées  secondes  x"^y\  c"  sont  propor- 
tionnelles aux  cosinus  directeurs  de  la  normale  princi- 
pale. Or,  différentions  la  relation 

xdy — ydx  =  ads         ou         xy' — yx' =  a; 

il  viendra 

xy"  —  yx"  =^  o.  0.  Q.  F.  D. 

2°  Sur  une  surface,  l'équation  difFérentielle  des  lignes 
de  plus  grande  pente  est 

dx        dy  dz  dz 

p  q  ax  oy 

Il  vient  ainsi  pour  E 

3pq—yp  =  a\/{p-'-\-q-^){i'^p-^-^cj-i). 
car 

ds"^  =  dx-  -i-  dy-  -^{p dx  -\-  qdyY'-, 

3°  Dans  l'équation 

f{x,y,z,p,q)  =  o, 

les  relations  différentielles  qui  fournissent  les  caracté- 
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rislirjuos  sont 

dx  _  Hy  _         dz         _      —  dp  —  dq 

p-àf  df 

1    —  -r->  A  —  — -)  ••■• 

Op  ÔX 

Ici 

Z  =  o,         X  =  7,        Y  =  — /), 

d'où 

/>  dp  -T-  </  f/^  =  o. 

Des  deux  rclalions 

(    qx — />J^  =  rtX/l  -r-  À-    / 


X  =  const., 


on  lire 


p  _  —  ay\J\  -\-  X-  -^  X  \/ x"' -^  y^  —  a2(i  +  X^ 
X  x--i-y'^  ' 


gr    _    rt^v/n-  X2  -|-yy/a72-|-_;>^2—  a^  (  |  -|-  X^  ) 
X     ~"  Ï2  +  j2  ' 

dz  _  p  dx  -\-  q  dy 

T  "         X 

_  {xdy  —  ydx)a\f\  -t-  X2  +  (a?c?a^  +_;/dy)v/a:2-i-^2_  «2(1  _^  X') 

~  arî  +  j/Z  " 

Prenons  les  coordonnées  semi-polaires  :; 

r  =  v/j"-+^^  et         0  =  arctang-- 

On  aura 

^^-^^  =  aOv/r+ Xï  -(-  2  /  —  v//-2— a*(n-  X2^. 

Une  quadrature  élémentaire  fournit  une  intégrale 
complète  aux  deux  paramètres  X  et  b. 

4"  Le  long  d'une  caractéristique  p--+-  7^^  const.,  la 
normale  à  la  surface  fait  nn  angle  constant  avec  l'axe 
des  G,  etc. 
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La  discussion  géométrique  complète  est  intéressante. 
Je  la  signale  au  lecteur. 

On  verra  notamment  que  sur  les  surfaces  cherchées 
la  plus  courte  distance  de  la  normale  et  de  l'axe  des  z 
est  inversement  proportionnelle  au  cosinus  de  l'angle 
formé  par  la  normale  et  l'axe  des  z. 

II.   On  peut  écrire 

dy 


On  a  l'intégrale  classique  de  Weierstrass  aux  deux 
modules  §"2=  o,  ^i=  4«  On  retombe  sur  une  question 
de  cours. 

Rennes. 

Analyse. 

Epreuve  théorique.  —  1°  x,  r,  z  étant  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  M  d'une  courbe  C, 
trouver  les  expressions  des  coordonnées  X,  Y,  Z  du 
point  correspondant  de  V arête  de  rehroussenient  de  la 
surface  rectifiante  de  cette  courbe.   Quelle  doit  être., 

en  fonction  de  l' arc  S,  l'expression  du  rapport  ^  du 

rayon  de  courbure  au  rayon  de  torsion  de  la  courbe  C 
pour  que  sa  surface  rectifiante  soit  un  cylindre  ou 
bien  un  cône. 

On  montrera  que,  dans  le  premier  cas,  la  courbe  G 
est  une  hélice  et  que,  dans  le  second.,  toutes  les  tan- 
gentes sont  également  éloignées  d'un  point  fixe . 

'2°  Établir  la  série  de  Lagrange  pour  le  dévelop- 
pement selon  les  puissances  de  a.  d'une  fonction  don- 
née de  lune  des  racines  de  V  équation 

u  =^  X  -^a  (f{u). 
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EiMiF.uvn:  pratique.  —  Intégrer  L'équation  differcn- 


tielh 


e 


dx^  dx-  dx         -^  ' 


Astronomie. 

Epreuve  théorique.  —  Exposer  la  théorie  des  sys- 
tèmes optiques;  exp/if/iier  le  progrès  de  la  précision 
des  visées  réalisé  par  l'emploi  des  luticllps. 

Discussion  du  bénéfice  d'une  lunette  astronomique 
au  point  de  vue  de  la  clarté,  sous  divers  grossisse- 
I  neuf  s. 

Epreuve  pratique.  —  Connaissant  les  éléments  du 
mouvement  elliptique  d' une  comète  périodique  et  son 
anomalie  excentriijue,  calculer  le  rayon  vecteur,  la 
longitude  et  le  temps  écoulé  depuis  le  dernier  passage 
au  périhélie. 

Dijon. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Définir  une  intégrale  com- 
plète de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

du        .  [  du\ 

et  expliquer  comment  sa  connaissance  peut  conduire  à 
celle  de  toutes  les  intégrales  de  la  même  équation. 

II.  Trouver  la  fonction  d'une  seule  variable,  /  (x)^ 
non  identiquement  nulle,  qui  jouit  de  la  propriété 
exprimée  par  l  identité 

Prouver  a  priori  (jii'elle  ne  peut  être  olotrope  en 
a:  =  o. 
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MÉCANIQUE. 

I.  Démonljer  les  équations  de  Lngrange. 

II.  Un  tube  rectiligne  infliiiinent  mince  de  lon- 
gueur L  peut  tourner  autour  d'un  axe  iwrtical pas- 
sant par  une  de  ses  extrémités  et  auquel  il  est  per- 
pendiculaire. La  masse  est  M.  Une  bille  pesante,  de 
masse  m,  est  placée  dans  le  tube  à  une  distance  a  de 
l'axe.  On  donne  au  système  une  vitesse  de  rotation  x 
autour  de  l'axe  et  l'on  demande  le' mouvement  qui  se 
jyroduira. 

Déterminer,  en  particulier,  au  bout  de  combien  de 
tem.ps  la  bille  quittera  le  tube. 

Epreuve  pratique.  —  Un  système  d'axes  Ox,  Oy 
est  'venu  occuper  une  nouvelle  position  O'x',  O'j'.  Les 
coordonnées  de  O'  par  rapport  à  Ojc,  Oy  sont  a:^  3, 
è  =  2;  l'angle  de  O' x'  avec  Ox  est  de  120".  On  sait 
que  l'on  peut  amener  les  axes  Ox.,  Oy  à  coïncider 
respectivement  avec  O' x' .^  O'y'  par  une  rotation  autour 
d'un  certain  point  du  plan.  On  demande  de  calculer 
les  coordonnées  de  ce  point  par  rapport  aux  axes  Ox, 
Oy  et  0'x\  O'y'. 

Astronomie. 
Etude  du  mouvement  des  planètes  autour  du  Soleil. 

Epreuve  pratique.  —  En  un   lieu  dont  la  latitude 
est  39°5'54",   on  a  observé  dans  le   premier  vertical 
une   étoile  dont   la  déclinaison  est  39°5'2o".  On  de- 
mande de  calculer  son   angle  horaire  et  sa  distance 
éni  thaïe. 
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Poitiers. 

AsTIlONdMlIv. 

(loMi'osiJ  ION  —  Tiiclics  (lu  Soh'il.  —  Jlutulion  du 
Soleil.  —  Ilc'\'ithitioii  (ii>iKii('iil<'. 

Ki'HF.i'VE  l'KVTioi  K.  —  Les  cuoi  données  géoceiilriqucs 
(le  la  plnncle  Mars  sont  :  lonf^itude  i  23°53'55",  'x  \  la- 
titude -\-  \"  \-'  \  -",  ,")S  ;  la  longitude  du.  Soleil  an  mr/ne 
instant  a  pour  râleur  'ao.H"  ^6' 2S",  \.  Sachant  (jne  la 
longitude  du  nœud  ascendant  de  la  jdani-te  est. 
'Î8''4^>'28",4i  calculer  r incliiKiison  de   V orbite. 

MixAMQi  K    II  \ti()\m;i,ij:. 

CoMPosiTioiv.  —  /'étudier  le  niouK'enient  d' un  point 
matériel,  non  pesant ,  assujetti  à  demeurer  sur  la  sui- 
face  d' tut  liyperholoïde  à  une  nappe  de  révolution;  il 
est  sollicité,  perpendiculairement  au  cercle  de  gorge, 
par  une  allraction   inversement    proportionnelle    au 

cube  de   sa    dislance  au  plan    — ^  >   et  il  part    d  une 

hauteur  h   avec  une   vitesse  tangente  au  parallide  et 

1     •  /.'^ 
e<ra.le  a  —~-  • 
^  /i 

Limites    du    déjjlaceiiie/il     dans    le    sens    des    z.    — 
T'enips  d'une  périotle.  —  Réaction  de  la  surjace. 

EpHEUvn  iMiATiQUK.  —  Calculer  le  moment  d'inertie 
d'un  anneau  engendré  par  un  hexagone  régulier  tour- 
nant autour  d' un  axe  perpendiculaire  à  un  diamètre 
joignant  deux  sommets  opposés .  On  donne  ta  distance 
a  du  centre  C  à  l'axe  et  le  côté  11  de  l  hexagone.  On 
calculera  simplement  le  moment  d'inertie  relatif  à 
Ami.  de    Mdllii-nint.,   ','  >éric.  I.   WIl.    (  I  )c.-ciiibi'e  i8(,S.)      iîO 
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laxo.  (le  révolution 

a  =  r".  jo,         R  =  o'",  3o  ; 

la  densité  est  supposée  égale  à  i . 

Analyse. 

Composition.  —  Trouver  les  courbes  planes  rap- 
portées à  des  axes  rectajigulaires  et  telles  que  la  dis- 
tance  de  V origine  à  la  tangente  {en  un  point  quel- 
conque^ étant  multipliée  par  la  somme  des  nonnales 
terminées  aux  axes,  on  obtienne  un  produit  con- 
stant a-. 

Trouver  les  surfaces  rapportées  à  trois  plans  rec- 
tangulaires et  telles  que  la  distance  de  l'origine  au 
plan  tangent  étant  multipliée  par  la  somme  des  trois 
normales  terndnées  aux  plans  coordonnés,  on  ob- 
tienne un  produit  constant  a-. 

Chercher  s' il  existe  une  ou  plusieurs  surfaces  telles 
que,  pour  x  i=  o,  z  ^^  sjh-  — y-.  Examiner  le  cas  où 

b-^=%- 

Epreuve    pratique.  —  Intégrer  le  système 
-  d-x       .  d-y 

d^  oc  cl^  V 


Nancy. 
Certificat  d'Analyse  supérieure 

Epreuve   écrite.  —  On  donne  T équation 

y^ —  3jK  -i-  2<p(a')  =  o, 


(  •>^7  ) 
'f{ji-)  drsi^iuinl  un  polynôme  eiitici-  sans  racine  ntul- 
liple  : 

i"  Quels  sont,  à  distance  Jinie,  les  points  singuliers 
de  la  fonction  algébrique  y }  Trouver  lu  forme  des 
développements  (/ni  représentent  ses  branches  envi- 
sagées dans  le  domaine  de  chacun  de  ces  points  ; 

•2"  Former  l' équation  dijférentielle  linéaire  et 
homogène  (E)  d'ordre  minimum  à  laquelle  ces 
branches  satisfont; 

3"  Quels  sont,  à  dislance  finie ^  les  points  singuliers 
de  l'équation  (E):'  Ecrire  V équation  déterminante 
relative  à  chacun  d'euxj  vérifier  que,  parmi  ces 
points,  ceux  y.  qui  sont  points  ordinaires  pour  la  fonc- 
tion algébrique  y  sont  toujours  à  apparence  singulière 
pour  V équation  (E)  ; 

4"  Quelle  est  la  forme  analytique  des  intégrales 
fondamentales  dans  le  domaine  d'un  point  singulier 
distinct  des  points  o.}  lietrouver,  en  partant  de  cette 
forme,  les  développements  des  racines  demandés  dans 
la  première  partie  ; 


5"  Soit  r intégrale 


f 


ydx 


(x—  a)2v/'-?(-'^' 


oii  y.  désigne  un  des  points  ci  apparence  singulière  pré- 
cédemment considérés, y  étant  une  branche  de  la  fonc- 
tion algéhrupœ  définie  par  i éipiution  pi  imitive  ;  dire 
de  (pielle  nature  est  le  point  y.  relativement  a  cette 
intégrale. 

SOLUTION. 

Les  points  sini^tilicrs  de  )'  soiiL  les  racines  Je 
■:,  { .r  )■-  —  I  --  o  ; 
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si  x^)  est,  par  exemple,  uiKr  racine  de 

o(x) I  =  o, 

l'équation  donnée  a,  pour  x=Xo^  une  racine  simple 
égale  à  —  2  et  une  racine  double  égale  à  15  les  déve- 
loppements eu  série  des  branches  dans  le  domaine  de.r^ 
sont  de  la  forme 

9  24J 


/       2  '        1 

5o'(xo)^— ■i-7w''(X(,) 


{x  —  xoy 


IG2  I 


L'équaliou  ditltrentielle  (E)  est 

elle  a  comme  points  singuliers  :  i  "  les  zéros  a  de  '^'  qui 
sont  à  apparence  singulière,  avec  o  et  2  comme  racines 
de  léqualiou  déterminante,  si  a  est  zéro  simple,  ou 
bien  o  et  ;? -j- i  si  a  est  zéro  d'ordre  p;  2''  les  zéros 
de  o- — 1  qui  sont   des  points   singuliers   algébriques, 

avec  o  et  -  comme  racines  de  l'équation  déterminante, 
dans  le  domaine  d'un   zéro   simple,  ou  bien  o  et  —  dans 

le  domaine  d'un  zéro  d'ordre  p. 

Dans  le  domaine  d'un  point  a,  y  est  développable  en 
série  de  la  forme 

jK  =  Ao  -!-  Ap  (  :r  —  a  )P  -!-... , 

où  p  est  entier  égal  ou  supérieur  à  2;  ou  en  conclut 
que  a  est  un  pôle  simple  pour  l'intégrale  de  l'énoncé. 


(  ■>^^9  ) 

CkrtIFICAT   de   GkOMKTHIR   SL'l'KRIEURE. 

I.  lùanl  (Joniics  trois  axes  rectnni^ulaiies  Ox^Oy, 
Oz  et  la  s  plier  c  fixe  S  rléjinie  par  l'équation 

x'^-^ y- -T-  z- —  I  --  o. 

i"  Le  lieu  (lu  centre  d'une  sphère  variable  i]  assu- 
jettie à  couj)er  orlhogonalenient  la  splu)reSet  à  passer 
par  un  point  donné  p  est  un  plan  V  ; 

2"  Le  lieu  du  point  p  pour  lequel  le  plan  P  corres- 
pondant est  tangent  à  la  quadrique  Q  définie  par 
V  équation 

est  une  surface  du  quatrième  ordre  V  ; 

3"  La  normale  en  un  point  p  de  la  surface  Y  va 
passer  par  le  point  oit  le  plan  P  qui  lui  correspond 
touche  la  quadrique  Q; 

4°  Si  l'on  suppose  que  Ç^est  une  quadrique  variable 
assujettie  à  passer  par  V intersection  de  la  s/fhère  S  et 
de  la  quadrique  fixe 

ax^-\-  by'^-^  cz-  —  i  =  o, 

//  y  a  trois  positions  de  la  surface  V  qui  passent  pat- 
un  point  donné  p^  de  les/face.  Démontrer  que  ces  trois 
surfaces  Y  se  coupent  deux  à  deux  ci  angle  droit  au 
point  pff  ; 

5"  Déduire  géométriquement  de  là  les  lignes  de 
courbure  des  surfaces  Y . 

II.  Une  surface  hélicoïde  est  définie  par  les  équa- 
tions 

X  —  cns//  rosi', 

y  =  oo?  u  sin  f, 
j  =  sin  «  -i-  r. 


(  -^T"  ) 
Calculer  la  difjércntielle  (fun  arc  de  courbe  tracée 
sur  cette  sur/ace;  déterminer  les  trajectoires  orthogo- 
nales des  hélices  u  =  consl.  et  déterminer  de  nouvelles 
coordonnées  t/,  et  \.'^  fonctions  de  u  et  v  de  façon  que 
les  courbes  u,  =  coiisl.  et  Vt  =  coiist.  soient  composées 
des  hélices  et  des  trajectoires  précédentes^  et  consliluent 
un  réseau  isotherme  sur  la  surface. 

SOLUTION. 

I.  Si.r,  7  ,  z  sont  les  coordonnées  du  point  p.  Yéxyxa.- 
tion  du  plan  P  est 

2a?X  -I-  iy\  —  -izl.  — (x''--\- y-^  z^^\')  —  o, 

et  celle  de  la  surface  F  est 

c'est  une  cyclide^  on  vérifie  immédiatement  la  propriété 
de  la  normale  en  un  point  p. 

Lorsque  la  qiiadricjue  Q  fait  partie  du  faisceau 

(  «  -f-  À  )  .r  2  -V  (  6  -i-  À  )7  2  -4-  (  c  -h  X  )  j  2  —  (  I  -h  À  )  =  o , 

la  cyclide   a  pour  équation 

-^  '\a^k        b  -i-  h        c-\-  kj         ' 

par  un  point  de  l'espace  en  passent  trois,  deux  à  deux 
ortliogonales,  et  leurs  intersections  respectives  sont 
lignes  de  couibure  pour  chacune  d'ellqs. 

II.  On  a 

ds-  =  du-  -f-  •>  ces  u  du  dv  -i-  (i  -i-  ces-  u  )dv-  ; 

en  ('crivanl 

,  ,                     ,     ,  /  ,             cosf/        ,  \  -  du- 

ds-  =  {i  -^  ces-  u  )    «f -_ —  du 


(  5:>  ) 


II 


,  ,  COS  II  , 

f(v,  =  lU-  -^  -—  flu, 

1  -i-  COS*  « 


1     ,       J-i  -T-  sin  a 
f,  =  t»  H los  — ^ 

•2  y/a        yi  —  sinw 


K's  combes  v,  ^  coiist.  sont  li's  irajetloires  orihoguiiales 
dos  hélices;  il  sullit  ensuite  d'écrire 

ds-=  (l  -r-  COs-  U  )       dv\  -{-   — r » 

[         '  (l  -T-  COS*«)2  J 


cl 


d'où 


dut  = 


I  -+-  COS-» 


•X  tan  KM 

—  arc  tan; 


^r-  ' 


pour  obleuir 


,  ,       i  -r-  2  tan" 2  M,  /T 

</a--^  =  2 — LL_  (  du  \  -+-  dv  \  )  ; 

1  H-  1  lang2«,y/-2 

de  soile  que  les  courbes  «,  =const.  et  t^,  =  cousl.  coii- 
slitiieut  ua  réseau  isoiheriiie  sur  la  surface. 


CeUTIFITAT    de    iMÉr.AMQLE  RATIONNELLE. 

Epreuve  éciute.  —  Étudier  le  viouvement  perma- 
nent d'unjluide  incompressible  homogène  se  nfouvant 
à  V infini  parallèlement  à  une  direction  donnée,  avec 
une  vitesse  de  translation  constante  donnée  lorsquon 
suppose  f/u\ine  sphère  rigide  homogène  fixe  donnée  est 
plongée  dans  le  fluide. 
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TiiAiTF.  n  ALGKiiKE  supf.rikure;  par  Henri  \lel)ei\ 
professeur  de  Malliéinalif[ues  ;t  l'Universilé  de  Slias- 
bourg.  Traduit  de  l'alleruaud  sur  la  deuxièiue  édition 
par  J .  Griiess,  ancien  élève  de  l'Ecole  Normale  supé- 
lieure,  Professeur  de  Walliématiques  au  L,jv('g  Cliarle- 
jna"ue.  —  Princii^es.  Raciwes  des  éou  vtio,\s.(jrajsdetjus 

ALGÉBRIQUES.     ThÉORIE     DE      GalOIS.      U  U     bcaU     VoluUie 

grand  in-8  de  xii--C)\  pages;   (898.  l'z  fr. 

EKTRAIT    DE    LA    PRÉFACE. 

Le  développement  pris  par  l'Algèbre  clans  ces  dernières 
années  semble  justifier  une  c\|)OsiLion  d'ensemble  des  diverses 
théories  de  cette  Science  et  de  leurs  multiples  applications, 
même  après  le  livre  de  Serret,  si  excellent  pour  l'époque  où 
il  a  été  publié. 

J'ai  réfléchi  depuis  des  années  au  sujet  de  cette  entreprise, 
dont  la  grandeur  et  l'étendue  ont  exigé  bien  des  travaux  pré- 
paratoires. Ce  n'est  qu'après  avoir  parcouru  plusieurs  fois 
tout  le  domaine  de  l'Algèbre  dans  mes  Leçons  d'Université,  et 
après  avoir  traité  certaines  parties  d'une  façon  plus  détaillée, 
que  je  me  suis  décidé'  à  la  rédaction  (\c  l'OuNrage  dont  ^oici 
le  premier  Volume. 

Mon  intention  a  été  d'écrire  un  livre  d'enseignement  qui 
n'exige  du  lecteur  que  peu  de  connaissances  préliminaires, 
tout  en  le  faisant  pénétrer  dans  l'Algèbre  moderne,  en  le  con- 
duisant jusqu'aux  parties  élevées  et  difficiles  où  l'on  commence 
vraiment  à  éprouver  un  vif  intérêt  pour  le  sujet.  Les  connais- 
sances nécessaires,  aussi  bien  celles  d'ordre  élémentaire  que 
celles  d'ordre  supérieur,  devaient  résulter  du  développement 
même  des  théories,  afin  que  l'exposition  fût  aussi  indépendante 
que  possible  d'autres  Traités. 

Deux  théories  ont  acquis  une  importance  toute  particulière 
pour  le  progrès  île  r;\lgèbr(^  moderne  :  d'une   |)art,  la  théorie 


(  ">:•>  ) 

(If's  groupes,  qui  tend  de  plus  en  plus  à  dominer  les  sujets  les 
plus  divers,  et  contribue  à  répandre  partout  l'ardre  et  la  hi- 
micre;  en  second  lieu,  la  théorie  des  nombres.  Quoique  l'AI- 
}?ébrc  s'étende  bien  au  delà  de  la  théorie  des  nombres,  qu'elle 
touche  à  bien  d'autres  domaines,  par  exemple  à  la  théorie  des 
fonctions,  et  même  à  la  Géométrie  par  ses  applications,  c'est 
pourtant  la  théorie  des  nombres  qui  fournit  le  meilleur  exemple 
pour  toutes  les  considérations  algébriques;  les  problèmes  de 
cette  théorie  qui  excitent  aujourdinii  un  intérêt  particulier 
sont  avant  tout  de  nature  algébrique,  La  route  à  suivre  <lan« 
mon  travail  m'était  donc  tout  indiquée. 

Cette  énorme  matière  est  répartie  en  dtMi\  Vobniie«.  I^e 
premier  Volume  contient  la  partie  élémentaire  de  rAlgèi)re, 
qu'on  peut  désigner  par  l'expression  usuelle  de  Calcul  littéral, 
les  règles  pour  la  détermination  du  nombre  et  de  la  valeur  des 
racines  d'une  équation,  enfin  l'exposé  de  la  théorie  de  Galois. 

Le  second  Volume,  qui,  je  l'espère,  suivra  le  premier  à 
courte  distance,  contiendra  la  théorie  générale  des  groupes 
(mis,  la  théoiMe  des  groupes  de  substitutions  linéaires  et  leur 
application  à  différents  problèmes  particuliers;  il  se  terminera 
par  la  théorie  des  nombres  algébriques  ;  j'ai  tenté  d'y  réunir 
les  diflcrents  points  de  vue  sous  lesquels  on  a  considéré  cette 
théorie  jusqu'à  pri'siMit. 


FiF,(;Oi\S     SUR     L\     THKOr.IIC     UEH     FiJNCTIONS,     eXpOSH    (.ll'S 

('•l(''MU'iits  d(;  la  théorie  des  c'iiseiiil)l<'s,  avec  des  applica- 
tions à  la  théorie  des  loiicticiis;  par  A'mi/c  Borel, 
Mailre  de  Coiirén;iices  à  l'KeoIe  Noi  luale  suj)éiieuie. 
Un  vdIiiiiic  grand  iii-8;   iS()8.    5  (r.  5o  c. 

i:xTit\rr  m;  i.\  i'hkkace. 

Le  titre  que  j'ai  cru  devoir  adopter  est  assez  vague  pour 
ipi'il  ne  me  semble  pas  inutile  de  donner  quelques  explications 
sur  l'objet  de  ces  Leçons  (';.  Les  dimensions  de  ce  petit 
Livre  me  dispensent,  je  l'espère,  de  dire  que  ce  n'est  point  un 


(  '  )  A  quelques  modifications  près,  ces  Leçons  sont  la  reproduction 
fir  conférences  faites  à  l'IOcole  Normale  au  prinlcuqis  de  18^7. 
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Ti'ailé  complet  sur  une  branche  des  iMallicmaliques  dont 
retendue  s'acoroît  chaque  jour.  Ce  n'est  pas  non  plus  un 
exposé  nouveau  des  principes  de  la  théorie;  ces  principes, 
rendus  classiques  en  France  par  la  publication  du  célèbre 
Cours  autographié  de  M.  Herniite,  ont  été  exposés  depuis 
dans  plusieurs  Ouvrages  (  '  ),  qu'il  n'y  a  pas  lieu  de  remplacer. 

Mais  la  lecture  des  Mémoires  originaux  devient  chaque  jour 
plus  difficile  pour  celui  qui  connaît  seulement  de  la  Théorie 
des  fonctions  les  parties  regardées  actuellement  comme  clas- 
siques; il  m'a  dès  lors  semblé  qu'on  pouvait  chercher  à  faire 
œuvre  utile  en  tentant  d'exposer,  d'une  manière  élémentaire, 
certaines  recherches  qui,  bien  que  relativement  récentes, 
prennent  chaque  jour  une  importance  plus  considérable.  De 
ce  nombre  est  la  théorie  des  ensembles  :  c'est  à  elle  qu'est 
consacré  cet  Ouvrage.  J'ai  tenu  cependant  à  lui  donner  le 
titre  de  Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions,  car,  en  parlant 
des  ensembles,  j'ai  cherché  à  ne  jamais  perdre  de  vue  les 
applications. 

Ce  n'est  pas  que  je  méconnaisse  le  très  haut  intérêt  que 
présente  par  elle-même  la  théorie  des  ensembles;  mais  il  m'a 
paru  qu'il  y  avait  lieu  de  distinguer  nettement  cet  intérêt  phi- 
losophique de  l'utilité  pratique  de  la  théorie,  c'est-à-dire  de 
son  lien  avec  d'autres  parties  des  Mathématiques.  Aussi  ai-je 
laissé  de  côté  bien  des  résultats  intéressants  obtenus  par  divers 
géomètres  au  sujet  des  ensembles,  parce  que  je  n'aurais  pu  en 
donner  d'applications  ici  même. 

Les  trois  premiers  Chapitres  sont  un  exposé  des  éléments  de 
la   Théorie  des   ensembles;  j'ai    cherché    à   les   rendre    aussi 


(')  En  se  bornant  aux  livres  écrits  en  français,  on  peut  citer  le 
Cours  d'Analyse  de  M.  Jordan,  le  Traité  d'Analyse  de  M.  Picard, 
le  Traité  des  fonctions  elliptiques  de  MjNI.  Tannery  et  Molk,  et 
aussi  l'excellent  Cours  d'Analyse  de  l'Université  de  Lille,  par 
!\I.Deniartrcs.  Ces  divers  Ouvrages  ne  sont  pas  d'ailleurs  exclusivement 
consacrés  à  la  Théorie  des  fonctions.  On  doit  signaler  à  part  le  Cours 
d'Aiialyse  de  M.  Méray,  où  le  savant  professeur  de  Dijon  expose 
cette  théorie  d'une  manière  systématique  à  un  point  de  vue  qui  lui 
est  personnel.  Ce  point  de  vue  a  de  nombreuses  analogies  avec  celui 
de  Weierstrass,  mais  i\I.  Méi'ay  a  édifié  sa  théorie  à  une  époque  où 
Wcicrstrass  n'avait  pas  encore  publié  ses  plus  importants  i-ésultats, 
et  s'était  contenté  de  les  faire  connaîti'c  dans  son  enscii;ncnicnt. 


(  '<^  ) 

accessibles  que  possible,  en  supposant  chez  bï  lecleur  un  tni- 
nimuni  de  connaissances. 

I.c;  trois  derniers  Cliapitres  ronliennent  des  applications  à 
la  Théorie  des  fonctions  :  j'ai,  cette  f<jis,  supposé  connus  cer- 
tains résultats  qui  sont  établis  dans  l'un  quelconque  des  Ou- 
vra<ies  cités  il  y  a  un  instant  et  scinblenf,  par  suite,  pouvoir 
être  regardés  comnDe  classiques. 

Je  n'ai  d'ailleurs  pas  cherclié  à  remplacer  la  lecture  des 
Mémoires  originaux  mais  seulement  à  la  faciliter;  aussi  ai-je 
laissé  des  lacunes  qu'il  aurait  été  aisé  de  combler  en  transcri- 
vant presque  textuellement  un  certain  nombre  de  pages  de  tel 
ou  tel  .Mémoire  :  il  y  a  toujours  avantage,  pour  le  lecteur  qui 
désire  ap|)rofon(lii'  une  question,  à  recourir  lui-même  au  Mé- 
moire original. 

CoiRs  DE  Mathématiques  klémkrtairis,  |)iil)lié  sous 
la  direction  de  INI.  Ddibou.r,  Dovcii  de  la  Fatuité  des 
Sciences  (le  rLiiiversilé  de  Paris.  —  Lk<:oks  nt;  ïnw;o- 
KOMÉTuiE  RECTiLir.>E,  par  INI.  C.  Bourlcl,  professeur 
de  Malliématiques  spéciales  au  Lvcée  Saint-Louis.  Ln 
volume  in-8. 

Quoique  faisant  jiartie  d'un  cours  élémentaire,  les  Leçons  de 
Trigonométrie  de  M.  Bourlet  s'adressent  à  la  fois  aux  élèves 
de  la  classe  de  Mathématiques  élémentaires  et  à  ceux  de 
Mathématiques  spéciales. 

Dans  une  courle  Introduction,  l'auteur  expose  les  rudiments 
de  la  Théorie  des  segments  et  de  celle  des  projections  qui 
sont  nécessaires  dans  la  suite. 

Le  Livre  I  contient  ensuite  les  définitions  et  les  formules 
fondamentales  de  la  Trigonométrie  rectiligne  exposées  avec 
un  soin  méticuleux. 

Tout  ce  qui  se  rattaciic  aux  tables  trigonométriques,  à  leur 
emploi  et  à  la  résolution  des  équations  trigonométriques  fait 
l'objet  du  second  Livre. 

Le  troisième  est  réservé  à  la  résolution  dc«  triangles  et  aux 
applications  classiques. 

Dans  un  Appendice,  M.  Boinlet  a  placé  tous  les  compléments 
nécessaires  aux  élèves  de  Mathématiques  spéciales  :  représen- 
tation   trigonométriquo   de-^   imaginaires,   formule   do    Mi)ivrr. 
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division  générale  des  arcs,  équation  binôme  et  résolution  tri- 
gonométrique  de  l'équation  du  3*  degré. 

On  voit,  en  somme,  que  cet  Ouvrage  est  très  complet.  L'au- 
teur paraît  avoir  surtout  cherché,  d'une  part,  à  mettre  beau- 
coup d'ordre  dans  son  exposition  et,  d'autre  part,  à  y  intro- 
duire des  idées  générales.  Il  évite  toujours  avec  le  plus  grand 
soin  les  méthodes  détournées  et  donne  toujours  la  préférence 
à  la  voie  naturelle  analytique,  même  si  elle  est  moins  élégante. 
C'était,  à  coup  sûr,  un  des  meilleurs  moyens  de  faciliter  la 
lecture  de  l'Ouvrage. 

Signalons  en  terminant  une  petite  innovation.  Pour  éviter 
des  longueurs  de  discours,  M.  Bourlct  a  employé,  comme  on 
le  fait  d'ailleurs  depuis  longtemps  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions doublement  périodiques,  la  locution  d^arcs  congrus 
pour  désigner  deux,  arcs  égaux  à  un  multiple  de  iiz  près.  C'est 
une  abréviation  commode  et  qui  lui  permet  de  garder  toujours 
une  grande  précision  dans  le  langage. 


SOLUTIONS  DE  QIIESTIOIVS  PROPOSÉES. 


Question  929. 

I 1869.   p.    192. ) 

NOTE 
Par  LA    RÉDACTION. 

Il  s'agit  d  une  série  qui  exprime  le  nombre  -;  la  question 

était  attribuée  à  Catalan.  Dans  la  N.  C.  M.,  iSjfi,  p.  9,7?., 
celui-ci  a  fait  connaître  que  la  formule  en  question  est  due  à 
M.  Bauer  (/.  de  Crelle,  t.  56,  p.  iio). 

Question  1716. 

118911,  p.  10:!.) 

On  considère  une  série  de  coniques  semblables  qui  ont 
même  corde  normale  NN'  (N  et  ÏN'  sont  des  points  fixes). 
Chercher  l'enveloppe  de  ces  coniques  et  le  lieu  de  l'extré- 
mité de  la  corde  de  courbure  au  pnint  N. 

(Cl.  Skrv.vis.) 
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SOLUTION 
Par    M.   H.-N.   Baiumf.n. 

Rappelons  d'aborti  les  formules  générales  siiixanles. 
Soil  la  conique  d'équation 

( I )  \x--h  2Bxf  -^  Cy'^ -T-}.Dx  -i-  2 Ey  h-  F  =  o. 

Si  ion  itoso 

^         AIÎ^+GD^— 2BDE-4-F(B2— AG) 
^'  -  ÂG^-TBi^ —  ' 

el  si  a-  et  p-  sont  li.'s  carrés  dos  demi-axes  de    la   conique  (i), 
on  a 

(3)  a2fi'^  *'• 


AC  — B2 

Si  les  coniques  (i)  sont  toujours  semblables,    on  peut  poser 
a  =  ^k.  Alors  (a)  et  (3)  deviennent 


D'où,  en  éliminant  p-, 

(4)  "-'•-'' 


AG  —  B2 

F\ 

AG  —  B2 

(A+G)2 

/c2  AG  —  B?- 

Prenons  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires,    l'origine 
en  N,  la  tangente  en  N  étant  l'axe  des  x,   et  la  normale  NN' 
l'axe  des  _^.    En  posant  NN' =  «,    l'équation  de  la  conique  de 
l'énoncé  est 
(  5 )  Aa:'^  -i-  ^  B .ry  — y--^  f'y  =  o. 

En  posant  ;— — =  — >  l'équation  (  4)  devient  pour  la  co- 

'  A-  m 

nique  (5  ), 

(G)  .  B2^  A -I- m(A  —  i)ï  =  o. 

1°  Enveloppe  des  coniques  (i).  —  En  portant  la  valeur  B 
déduite  de  (5)  dans  (G),  on  obtient  une  équation  du  second 
degré  en  A.  En  exprimant  que  les  deux  racines  de  cette  équa- 
tion en  A  sont  égales,  on  trouve  la  quartique 

(  7  )  m(x^-^y'-  y-  —  rt  (  I  —  -fin  )x^y  —  lamy^  -+-  a-my-  —  o. 


(  ^>:^  ) 

a"  Lieu  de  l'extrémité  de  la  corde  de  courbure  en  \.  — 
N  étant  le  point  où  la  conique  est  normale  à  NX',  si 

y  —  px  =  o 

représente  l'équation   de   la  corde  de  courbure,   l'équation  du 
cercle  osculateur  en  N  est  de  la  forme 

A  x-  -h  ■>  B  xy  —  y^-+-  ay  +  \y  {y  —  px)  =  o, 
avec  les  conditions 


Par  suite. 


iB 


(8) 


'  '         A  +  i 

L'équation  de  la  corde  de  courbure  est  donc 

aR 


y 


A-4-.     • 

On  aura  le  lieu  de  l'extrémité  de  cette  corde  de  courbure 
en  éliminant  A  et  B  en  éliminant  (5),  (6)  et  (8).  De  (5)  et  (8  ) 
on  lire  A  et  B  que  l'on  porte  dans  (G).  On  trouve  ainsi  que  le 
lieu  est  la  sextique 

i   f^inx'^{x--\-y^'  -+-  ay)'^-i-y^{x--^y'^  —  ay)"- 

i  — ^ax^y{x-  ->,- y^)  =:!  o. 


(9) 


Remarrjue.  —  1.  Si  A=  i,   alors  /?*  =  -•  Les  équations  (7) 

4 
et  (9)  deviennent  respectivement 

{X-  -\-  y^  —  ay)-  =  0, 
{x'^  -\- y'^)  {x-  -\- y-  —  ayY  =  o. 

En  elTet,  dans  ce  cas,  les  coniques  (  5  )  se  réduisent  toutes 
au  cercle 

x^-^y-  —  ay  =  o. 

décrit  sur  NN'  comme  diamètre. 

II.  On  trouverait  aisément  les  questions  suivantes,  qui  dé- 
coulent des  propriétés  énoncées  : 

1°  Parmi  les  ellipses  (5),  trouver  celle  tiont  le  rajon  de 
courbure  en  N  est  minimum; 

1"  Parmi  les  ellipses  (5),  trouver  celle  dont  l'aire  est  minima  ; 

3°  Le  lieu  du  centre  des  coniques  (  5)  est  une  quartiquc; 

4"  Le  lieu  du  point  de  contact  des  coniques  (5)  avec  les 
tangentes  parallèles  à  INN'  est  une  quartique; 

5°  Le  lieu  du  point  de  contact  des  coniques  (  "j )  avec  la  tan- 
gente pei'pondicuiaire  à  J\N'  est  une  (|iiarliqiic. 
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SOLDTION  GKOMÉTRIQUE. 
Par  M.  Cl.  Servais. 

Soil  P  un  point  quelconque,  on  nu-né  M'  cl  l'on  élève  au 
point  N  sur  cette  droite  une  perpendiculaire  qu'on  prolonjje 
jusqu'à  sa  rencontre  avec  la  droite  N'P  au  point  P'.  Ce  point 
est  le  correspondant  du  point  I*  dans  la  transformation  qua- 
dratique de  deuxième  espèce  (').  Donc  lorsque  P  décrit  une 
droite  (D)  le  point  P'  décrit  une  conique  (C)  normale  à  la 
droite  NN'  au  point  N  et  passant  par  N',  Sur  NN',  comme  dia- 
mètre, décrivons  un  cercle;  ce  cercle  correspond  à  la  droite 
de  l'infini;  soient  R  et  S  les  points  réels  ou  iniaf;;inaires,  où  la 
droite  (D)  rencontre  ce  cercle;  N'R  et  N'S  seront  j)arallèlcs 
aux  asymptotes  de  (G).  Si  les  coniques  (C)  sont  semblables, 
l'angle  RN'S  est  constant  et  l'enveloppe  de  (D)  est  un  cercle  w 
concentrique  au  cercle  NIS".  Par  conséquent,  l'enveloppe  de 
toutes  les  coniques  est  la  transformée  du  cercle  w  ou  une 
quartique  circulaire  ayant  M  pour  point  de  rebroussement, 
N'  pour  point  double  et  la  droite  de  l'infini  pour  tangente 
double.  La  tangente  au  point  N  est  perpendiculaire  à  NN',  et 
les  tangentes  au  point  double  N'  sont  les  droites  qui  joignent 
N"  aux  points  de  rencontre  de  la  perpendiculaire  à  N\'  au 
point  N  avec  le  cercle  ai.  N  est  donc  un  nœud  dans  le  cas  des 
ellipses  et  un  point   isolé  dans  le  cas  des  hyperboles. 

Du  point  N  abaissons  sur  (D)  une  perpendiculaire  rencon- 
trant cette  droite  au  point  H,  et  le  cercle  NN'  en  un  point  I 
appartenant  à  (G),  comme  étant  le  correspondant  à  l'infini  de 
la  droite  (D).  La  droite  IN'  est  l'intersection  du  cercle  NN' 
avec  (G),  donc  elle  est  |)arallèle  à  la  corde  de  courbure  au 
point  N  (2).  L'extrémité  de  cette  corde  est  donc  le  point  H' 
correspondant  du  point  H.  Mais  H  décrit  un  limaçon  de 
Pascal  vu  que  la  droite  RS  est  tangente  au  cercle  co  ;  donc  H' 
décrit  la  transformée  quadratique  de  deuxième  espèce  de  cette 
courbe. 

La  méthode  employée  a  donné  la  construction,  point  par 
point,  des  courbes  cherchées;  elle  donne  aussi  la  construction 
des  tanîrentes  à  ces  courbes. 


C)  Voir  Mathesis,  t.  VIF,  p.  i88. 
C-)  Ici.,  t.  VIII,  p.  :;j. 
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(')  Les  lecleurs  sont  invités  à  signaler  les  eiieiiis  qui  pourraient 
exister  encore  dans  ce  relevé,  malgré  l'atlention  avec  laquelle  on  l'a 
établi,  et  les  rectifications  dont  il  a  été  l'objet.  La  Rédaction  les 
remercie  à  l'avance  des  coniiminicalions  qu'ils  voudront  bien  lui  faire 
à  ce  sujet. 
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